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PROLOGO 


Las páginas que siguen son fruto de la convicción, reforzada por muchos 
años de experiencia docente, de que al estudiante venezolano de bachillerato le 
sobran capacidad y vóluntad para enfrentar el estudio de la Matemática de una forma 
profunda e íntegra y para fijar sus metas más allá de los mínimos requerimientos de 
los programas oficiales. 

La aceptación que ha tenido mi anterior trabajo, Selección de Temas de 
Matemática 4, me ha hecho ver, además, que, lejos de estar solo en mi empeño por 
exigir lo máximo del estudiante, soy tan sólo uno más de una verdadera legión de 
docentes que no se resignan a la superfícialidad. 

A todos aquellos, estudiantes y docentes, que combaten la mediocridad y no 
temen guiar su barca hacia aguas profundas para atrapar los mejores peces del saber, 
dedico con admiración y respeto este trabajo. 

Muchos han sido los que de una forma u otra estuvieron a mi lado en la 
realización de esta obra. A todos les estoy agradecido. Sin embargo me parecería 
una ingratitud no mencionar a algunos de quienes recibí una ayuda muy especial: 

Carolina Orellana y Francis Abreu, brillantes exalumnas, quienes me hicieron 
llegar sus observaciones y correcciones. Este trabajo sale con muchos menos errores 
debido a la dedicación de ellas. Varias secciones no pasaron, lamentablemente, por 
sus manos; los errores que en ellas pueden aparecer son exclusivamente de mi 
responsabilidad. 

Jorge Barrero,. tocayo y amigo, en quien no sé qué admirar más, si su 
capacidad para encontrar solución a los problemas que se le presentan, o su 
sensibilidad para advertir los problemas de los demás y ayudar a resolverlos. 

No me queda sino desear que este libro sea de utilidad para aquél que lo tome 
en sus manos y que encuentre en él elementos que le ayuden en su empeño por 
lograr un dominio profundo de la materia. Y ojalá que, al constatar que el esfuerzo 
por hacer bien las cosas deja una honda satisfacción, haga de la lucha contra la 
mediocridad una filosofía de vida. 


SELECCION 

DE 

TEMAS 

DE 

MATEMATICA 


POLINOMIOS " 

SUMATORIAS' 

INDUCCION COMPLETA 
COMBINATORIA' 

BINOMIO DE NEWTON 
GEOMETRIA ANALITICA 
CONICAS 
INECUACIONES 
VECTORES, RECTA Y PLANO 
en el espacio 

MATRICES Y DETERMINANTES 
SISTEMAS 

4150 ejercicios propuestos 
con sus resultados 


JORGE GID HOFFMANN 


SPHINX 

Caracas 


POLINOMIOS 


Generalidades 

Toda expresión en la forma 


ax n +bx n -'+cx n ’ 2 + . + px + q 


donde n es un entero positivo, recibe el nombre de Polinomio en el que x es la 
Variable, cada sumando es un Término y los parámetros a, b , c t ... , p y q son los 
Coeficientes de los términos del polinomio. 

Un polinomio en jc se representa por la notación P (x) que se lee “P de o 
con el uso de otras letras (Q, f/t M up% N ixp f xp g (x)t etc.). 

Por ejemplo, x~ +3x 2 -5x + 2 es un polinomio en jc. Podemos expresarlo 


así: 


P (i) = jc 3 +3jc : - 5x + 2 


E1 Valor numérico de un polinomio en x para un cierto valor particular jc = a 
se representa por P (a) y se obticne sustituyendo la variable jc por a. 

En el ejemplo anterior, el valor numérico del polinomio para jc = -2 es 


P t -2) = ( - 2) 3 + 3(-2) : — 5 (—2) + 2 
= - 8 + 12 + 10 + 2 



E1 Grado de un término de un polinomio es igual a la suma de los 
exponentes de las variables de dicho lérmino. 

5.v es un término de primer grado porque el exponente de la parte literal a es 
uno (1). 

8av es un término de segundo grado porque la suma de los exponentes de los 
factores literales es 2 

jcy 2 es un término de terccr grado 

lx"y 2 z es un término de octavo grado 

E1 Grado de un polinoniio es el grado de su término de mayor grado. En el 
polinomio 5x } +3x 2 +2x + le\ primer término es el de mayor grado (tercero). E1 
polinomio es, entonces, de tercer grado. 

Un pplinomio puede ser de Grado nulo si el máximo grado de la variable es 
cero. P l x) =l es un polinomio de grado nulo. 

En general, cualquier número real distinto de cero es un polinomio de grado 
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nulo. E1 número cero también se considera un polinomio: es el único polinomio 
cuyo grado no está definido. • 

Por eso se prefiere llamar Polinomio constante al polinomio P {x) = a (donde 
a * 0) y Polinomio nulo al polinomio P {x) = 0. 

Un polinomio es homogéneo si todos sus términos son de igual grado: 

4a* 5 - 3jc 4 y + lx 3 y 2 +x 2 y } - 5xy 4 +y 5 es un polinomio homogéneo de 
’quinto grado, pues todos sus términos son de quinto grado. 

Términos semejantes de dos polinomios son los términos que tienen 
idéntica la parte literal. 

. Los coeficientes de los términos de un polinomio pueden ser enteros, 
fraccionaríos, irracionales e imaginaríos: 

x y + 3x 2 + 2x -1 es un polinomio con coeficientes en Z 

~ x 2 + x + es un polinomio con coeficientes en Q 

V2jc 3 +3/6jc 2 + 1 es un polinomio con coeficientes en R 
> 

x 4 + (3 + i)x y +2ix + 5 es un polinomio con coeficientes en C 

Dos polinomios P m y Q (l , son iguales sólo si los coeficientes de los términos 
del mismo grado son iguales. 

Operaciones con polinomios 

Suma Algebraica 

Para sumar dos o más polinomios, se suman algebraicamente los términos 
semejantes de dichos polinomios. 


El grado del polinomio suma es igual o menor que el del Polinomio 
sumando de mayor grado 


Eiemplo _ 

Sean P ix) = 3jt 3 -5x 2 +3 

M t x , = 5 x 4 - 2a 3 - 5jc -1 
N lx) =x y -4x 2 +3x-2 

Determinar P i x .¡ + M {x) - N (xi 

P {x) + M {x) - N lx) = 3x } - 5x 2 + 3 + 5jc 4 - 2x 3 - 5x -1 - .v’ + 4.v 2 - 3.v + 2 
= |5jv j - v 2 -8v+~4~ 

E1 polinoipio suma es de cuarto grado (al igual que M , v; , que era el polinomio 
sumando de mayor grado). Podría haber sido de tercer grado si en la suma algebraica 
se hubieran eliminado los términos de cuarto grado, o de grado menor, si se hubieran 
eliminado también los términos de tercero, segundo, etc., grado. 
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Multiplicación 

La multiplicación de polinomios se efectúa teniendo en cuenta la ley de los 
signos y aplicandola propiedad distributiva 

El grado del Polinomio Producto es igual a la suma de los grados 
de los Polinomios Factores 


Eiemplo _ 

Sean P {K] = 2x 3 +3jc 2 -jc + 2 
=x } -4x-\ 

Determinar P { x) - M (k) 

P (x) - M (x) = (2jc 3 +3* 2 -Jt + 2)(jc 3 -4jt-l) 

= 2jc 6 -3jc 4 - 2jc 3 + 3jc 5 - 12jc 3 - 3jc 2 - jc 4 + 4jc 2 + jc + 2jc 3 - 8jc - 2 
= 2jc 6 + 3jc 5 - 9* 4 -1 2jc 3 + jc 2 - 7jc - 2 


Multipiicación por coeficientes 

Si los polinomios factores contienen una misma única variable y están 
ordenados en la misma forma con relación a la variable (se aconseja que sea en 
forma decreciente) la multiplicación se facilita utilizando sólo los coeficientes, tal 
como se muestra en el siguiente ejemplo. 

Eiemplo 

Efectuar el anterior producto P (x) • M (x) utilizando sólo los coeficientes: 

2 3—1 2 Cocficientes dc P (x) 

10-4-1 Coeficientes de M u , (nótese el cero, coeficiente de x 2 ) 

2 3-1 2 

-8 -12 4 -8 

=2 -3 l— -2 

2 3 —9—12 1 —7 -2 Coeficientes dei Polinomio Producto (de 6° grado) 


P IJC) ■ M ¡x) = 2á 6 + 3jc 5 - 9a 4 - 12a 3 + a 2 - 7a - 2 


División de poiinomios 

Ordenados el Dividendo y el Divisor, se divide el primer término del 
dividendo entre el primero del divisor para obtener el primer término del Cociente. 
Este primer término se multiplica por todo el divisor y el producto se resta del 
Dividendo (para lo cual se le cambia signo), escribiendo cada término debajo de su 
semejante. Se obtiene así un primer residuo parcial. 

La operación se repite con cada residuo parcial que se obtenga (mientras el 
grado del residuo parcial sea mayor o igual al del Divisor). 
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E1 Residuo de la división será el primer residuo parcial cuyo grado sea menor 
que el del Divisor. 

Ejemplo 

Sean D lx) = 2jc 5 - 3jc j - 8* 3 - \lx 2 - 35x - 24 

4,> s * 2 - 3 *- 2 


Determinar Q ix) (cociente) y R (x) (residuo) de dividir D (x) entre d (xY 
- 3-x 4 - 8 jc 3 — 1 Ijc 2 — 35jc - 24 | jc 2 -3jc-2 
-2** + 6jc 4 +4jc 3 2jc 3 +3jc 2 + 5jc + 10 

3jc 4 - 4jc’ 

-3x J +9 jc 3 +6jc 2 

5jc 3 -5jc 2 
^-5jc 3 +1 5jc 2 + IOjc 
10jc 2 - 25jc 
-IOjc 2 + 30*+ 20 


Respuesta: 


5jc-4 

fi,i = 2jc 3 + 3.v 2 + 5.c + 10| 
*.,> = 5 *- 4 


En la división, el grado del Cociente es igual a la diferencia 
del grado del Dividendo y el grado del Divisor. 

El mayor grado que puede tener el Residuo es el grado del 
Divisor menos una unidad. 

E¡ Residuo es cero cuando la división es exacta. 

En toda división se cumple que 

Dividendo = Divisor x Cociente + Residuo 
(Identidad fundamental de la división) 


La división del ejemplo anterior se puede hacer de forma más sencilla 
utilizando sólo los coeficientes: 

2 -3 -8 -11 -35 -24 11 -3 -2 

-2 6 4 2 3 5 10 

3 -4 

=3_9_6 

5 -5 

=5__ü) 

10 -25 

-10 30 20 

5 -4 


Respuesta: 


= 2jc 3 + 3jc 2 +5jc + 10 
/f m =5.c-4 
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( Ejercicio 1 

Dados los siguientes polinomios: 

M U) = 6jc 8 + 17x 5 + 2x 4 + 2x 3 - 38 jc 2 + 9x - 63 

N U) s 2 jc 3 + 5x 2 - jc + 7 

P U) = 2x s + x*~ 10x 3 + 29 jc 2 - 32x + 4 


* 

III 

2jc 2 -3jc + 6 




jc 3 -2jc 2 +3jc + 1 



%>• 

¡ 4jc 3 — 2jc +1 



III 

3jc 5 + jc 3 -jc 2 +3 




jc-2 



h U) — 

2x +1 



determinar: 


\ 


1) 

— ^ix) 

NÍ @ 

a/ u) -K, 

& 

N u) +V u) -W ix) 


P( X ) + T {x) 

3) 

+ ^(jr) 

> i 


M (X ) + N{x) 

4) 

N T 

iT U) l ix) 


%) + T ix) 

(B 

\x) 'h {X ) 

QJ)) 

N(x) + £u) 

6 ) 

fix) - P{x) 

12) 



División de un polinomio entre x+a 
- Regla de Ruffini 

La división de un polinomio por el binomio x + a puede realizarse con mayor 
rapidez por un procedimiento que recibe el nombre de División Sintética o Regla de 
Ruffini. 

Eitmplo l - 

Sea la división (jc 4 + 5jc 3 + 2-c 2 - 3-c + 3) + (jc + 2) 

Para obtener el cociente por el procedimiento ordinario se dispone la 
operación de esta forma: 

jc 4 + 5jc 3 + 2jc 2 — 3jc + 3 | jc + 2 
-jc 4 - 2x 3 jc 3 +3jc 2 -4jc + 5 

3x 3 

—3jc 3 - 6jc 2 

-4x 2 
4 jc 2 + 8jc 

5jc 

-5jc -10 
-7 

* 

Llamemos d,, d 2 , d 3 ... los coeficientes del Dividendo: 
d, = l d 2 = 5 d 3 = 2 d 4 = -3 d 5 = 3 
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Llamemos a el segundo término del Divisor: a = 2 (La raíz del Divisor será 
-o = -2).' 

Llamemos c h c 2 , c 3 ... los coeficientes del Cociente: 
c, = 1 c 2 = 3 c 3 = —4 c 4 = 5 

Llamemos, por último, R al Residuo: R = -7 

Podemos, entonces, observar: 

1) E1 coeficiente del primer término del Cociente es igual al del primero del 
Dividendo: c, = d, = 1. 

2) E1 coeficiente del segundo término del Cociente se obtiene multiplicando 
el del término anterior por -2 (raíz del Divisor) y sumancjo el producto al 
coeficiente del segundo término del Dividendo: c 2 = I-(-2) + 5 
= c, •(- á) + d 2 

3) E1 coeficiente del tercer término del Cociente se obtiene multiplicando el 
del término anterior por la rafz del Divisor y sumando el producto al 
coeficiente, del tercer término del Dividendo: c 3 = 3 (-2) + 2 
= c 2 (-Cf) + ¿/ 3 

4) De forma análoga se obtienen el coeficiente del cuarto término del 
Cociente y el Residuo 

5) Obsérvese, por último, que el grado del Cociente es una unidad menor 
que el gratfo del Dividendo, lo que sucederá siempre que el Divisor sea 
de primer grado, es decir, de la forma x + a. 

Dlsposición práctica 

Los cálculos anteriores se efectúan rápidamente disponiendo los elementos de 
la siguiente forma: 


r 




5 I 

N 

L -3J. 3 1 Coefícientes del Dividendo 

-2„ 


-2* 

, V 

' o ,-l(T 


1 ^ 



•'* 5 1 -7 Residuo 


Raíz dcl Divisor 




Coeficientes del Cociente 


Las flechas dirigidas lateralmente (.- . y ) indican un producto. 

Las flechas dirigidas hacia abajo ( y ) indican una suma algebraica. 

Resumen de la División Sintética o Regla de Ruffini: 

1) E1 Cociente de dividir un polinomio en x por otro de la forma x + a es 

un tercer polinomio de grado menor en una unidad que el grado del 

Dividendo. 

> 

2) E1 coeficiente del primer término del Cociente es igual al coeficiente del 
primer término del Dividendo. 
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3) A partir del segundo, los coeficientes de un término cualquiera del 
Cociente se obtienen multiplicando el coeficiente del término anterior 
por la raíz del Divisor y sumándole al producto el coeficiente 
corréspondiente del Dividendo. 

Eiemplo 2 

Tifectuar: (jc 8 + 5jc 7 - 3jt - 2jt 4 + 6jc 2 - 3jt + 5) +* (x +1) 

Utilizando Ia Regla de 
Ruffini: 



1 5 

0 

-3 

-2 

0 

6 -3 

5 

-1 

_ 

-4 

4 

-1 

3 - 

-3 -3 

6 


1 4 

-4 

1 

-3 3 

/ 

3 -6 

Lii 

G(v) 

= x 7 + 4x h 

-4x f +x 4 

-3x 3 + 3x 3 

+ 3jt-6 



/? = 11 _ 

Eiemplo 3 

Efectuar: ( 6* 4 - 5x 3 — 3x + 2) + (x — 2) 


Utilizando Ruffini: 



6 -5 

0 

-3 2 

2 

12 

14 

28 5Ó 


6 7 

14 

25 L52 


Q r( = 6x 3 + Ix 2 + \4x + 25 

/? = 52 _ 

Ejemplo 4 _ 

Efectuar: (2x 5 +3V3jc 4 +lx y +2~j3x 2 -3x + 3-j3) + (x + 43 ) 

Utilizando Ruffmi: 



2 3-J3 

1 2j3 

-3 3a/3 

-y3 

-2-J3 

-3 -4V3 

6 -3V3 


2 J3 

4 -2^3 

3 LQ 


Q x) = 2 jc 4 + -Jlx 3 + 4x* - 2-j3x + 3 
R = 0 (La división es exacta) 

EimnleJ. - 

Efectuar: (3.+ + 4x A - 2x 3 - 1 x' + 2jc - ) + ( x - - 5 -) 

Utilizando Ruffini: 



3 4 -2 -(r 

2 

■> 

t 

2 4 j 



3 6 2 1 

4 Li 


Q ( v) = 3jt 4 + 6 x 3 + 2x 2 + x + “I 
R = \ 
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EimnIsJí 

Efectuar: (2Z 4 + 3 iZ\+ 3Z 2 + Z +5) + (Z + 2») 

Utilizando Ruffmi: 



2 3i 

3 

1 

5 

-2i 

-4i 

-2 

-2i 

—4—2i 


2 —i 

1 

1—2i 

1 1—2i 


GL> = 2Z 3 -iZ 2 +Z + l-2t 

= 1 - 2 ¿ _ 

Ejcnyto 7_ 

Efectuar: [3Z 3 - (8 - 5i)Z 2 + (1 + 3i)Z - 3 + 9i] + (Z - 3 + 2i) 

Utilizando Ruffmi: 



3 —8+5i 

l+3i 

-3+9i 

3-2i 

9-6i 

1—5i 

2-1 Oi 


3 1-i 

2-2i 

L-l-i 


e^^z^+o-oz+^-^i 

/? = —1 - i _ 


Eiempio 8 _ 

Efectuar: (5 a: 12 + 6x 9 - 2 jc 6 - 4x 3 + 2) + (at 3 +1) 

Aunque en esta oportu- 
nidad el divisor no es de la 
forma x + a, sin embargo, 
dado que los exponentes de 
la varíable en el dividendo 
son múltiplos del exponen- 
te de la varíable del divi- 
sor, efectuando un cambio 
de variable, podemos 
cmplear la Regla de 
Ruffini. 

Haciendo x 3 = >’ tenemos: (5y + 6 y — 2 y — 4y + 2) + (y + 1) 


Utilizando ahora Ruffini: 



5 6 

-2 

-4 

2 

-1 

-5 

-1 

3 

1 


5 1 

-3 

-1 

L2 


Q, ) -5y í +y 2 -3y-l 
/? = 3 

Y, deshaciendo el cambio 
de variable: 

G» x> = 5 jc 9 + ^: 6 - 3x 3 -1 

R = 3 _ 
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Ejtmplo 9 


Efectuar: (3jc~ 5 6jc 20 + 2jc 15 - lx* — 2) + (j: 5 - 2) 


Dado que los exponentcs 
dc la variáble cn el divi- 
dendo son múltiplos del 
exponente de la variable 
del divisor, podemos efec- 
tuar un cambío de variable. 

Haciendo x 5 - y tencmos: 
Utilizando Ruffini: 


(3> ,s -6v 4 + 2y 3 -7y-2) + (y — 2) 



3 -6 

2 

0 

-7 

-2 

2 

6 

0 

4 

$ 

í 


3 0 

2 

4 

1 

L0 


Y. deshaciendo el cainbio 
de variable: 


Q v) =3/+2r+4v + l 
R = 0 (La división es exacta) 


Q ixl =3x* , + 2x w + 4x 3 +1 
R = 0 _ 


( Ejercicio 2 


5) 

(3jc 4 

6 ) 

(6jc 4 

& 

(4jf J 

8 ) 

(x x \ 

9) 

(J~ 

@> 

( X 4 - 

11 ) 

(3jc 5 

12 ) 

(jc 5 - 

@> 

l 2 *' 

14) 

(2Z 4 


Determinar Q lxl y R por el método de Ruffini: 

1) (3x 3 - 2x 2 — 1 Ijc + 7) + (jc - 2) 

2) (5j: 4 - 43jc : + 4x + 4) + (x + 3) 

3) (jc 4 — 5jc' -2jc + 8) + (.c-5) 

4) (jc 5 + 1) + (jc + 1) 

5) (3x 4 + 7jc 3 +8jc 2 + 14jc + 7) + ^.c + Í 

6) (6x 4 +5 jc 3 -9x 2 -13jc + 10) + ^jr--^j 

2 


(x 4 +2jf 3 + .c : +2.c+ 1) + | x + - 


R \ 

.r + — 

3 , 


x + (3 m - 2 a)x~ + (nr - l)jf + an\* - a~m + 
(2Z 4 - iZJ + Z 1 +3Z - 2t) + (Z - /) 


cj] + ( 


x- íí + m) 
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15) [Z 5 - Z 4 - /Z 3 + (4 + 7/)Z 2 + 6/Z - 4 + 2/] + (Z - 2 + j) 

16) [(1 + /)Z 3 + (1- 2/)Z 2 + (1 -11/)Z - 8j] + (Z - 3 - 2/) 

17) [(1 + 2/)Z 3 - (5 + 5/)Z 2 - 6 + 4/] + (Z - 3 + /) 

18) [2Z 3 + (3 - 4/)Z 2 - (2 - /)Z + 3 - 4/] + (Z - i - j) 

19) (3x t> — 7jc 4 + 7jc 2 - 8) + (jc 2 - 2) 

20) (x 15 + 6*'° — x 5 - 25) + (jc 5 + 5) 

21) (2x 16 + 6 jt 12 + jc 4 + 4) + (jc 4 + 3) 

22) (6* 21 - 7jc 14 + 3) + ^ J 

23) (3x 12 -10x 6 +7jc 3 +6) + (jc 3 +2) 

(0) (ar'* - 3ax u + ju 6 + 5) + (x 6 - 2) 

25) (3jc 6 -2ax* +5a : x 2 — 6o 3 ) + (jc 2 —a) 

26) (2Z 9 + 3Z 6 + 3/Z 3 - /) + (Z 3 + í) 

27) [2Z 24 + (1 - /)Z 16 - (22 - 15/)Z* +13] + (Z* - 3 + j) 

28) (Z*+4) + (Z 2 -1-i) 


División de un polinomio entre ax + b 

Mediante una sencilla operación, puede también aplicarse la Regla de Ruffini 
en el caso de que el divisor sea de la forma ax + b. 

Téngase sólo en cuenta que, al realizar una misma operación con el 
Dividendo y con el Divisor, el Cociente no se altera, pero el Residuo sí queda 
afectado por la operación realizada. Esto es fácilmente comprobable mediante una 
elemental división de números. 

Si, por ejemplo, dividimos Dividendo y Divisor entre 3, al realizar la división 
sintética no obtendremos R sino R/ 3; si multiplicamos Dividendo y Divisor por 5, no 
obtendremos R sino 5 R. Veámoslo en la práctica: 


Eiemplo lü 


Efectuar: (9a 4 + 6jc 3 + 2jc 2 + jc — 3) + (3jc + 1) 


Debemos, para poder apli- 
car Ruffini, llevar primero 
ei divisor a la forma x + a. 
Para esto dividimos entre 3 
todos los términos del 
dividendo y del divisor: 


(3jc 4 + 2jc 3 + j; x 2 + \x - 1) + (jc + |) 


Utilizando Ruffini: 



3 2 

* 

1 

-1 

-1 

-1 

- + 



3 1 

i 

i 

-f 
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La operación realizada con 
el dividen'do y con ei 
divisor no afecta al 
cociente. Por tanto 

EI residuo, en cambio. sí 
queda afectado por la 
operación. Por tanto lo que 
obtuvimos al hacer la 
división no es R sino R/ 3: 

Despejando R 


CL> = 3* 3 + j: 2 + - $ 


R 

3 


29 

27 


R = - 


EimehLlL 


Efectuar: (x 3 + 5;t 2 -9x + 10) + ^-y +1 j 


Multiplicamos todos los 
términos del dividendo y * 
del divisor por 7 para 
llevar éste último a ia 
forma x + a 

Utilizando Ruffini: 


E1 cociente no se aiteró 
por la operación realizada, 
por tanto 

En cambio, el residuo sí, 
por lo cual no obtuvimos R 
sino 1R: 


(7jc 5 + 35jc 2 r- 63* + 70)+(* + 7) 



7 35 

-63 

70 

-7 

-49 

98 

-245 


7 -14 

35 

1 -175 


G> x) = 7 jc 2 — 14jc + 35 


7R = -175 


Despejando R: 

Eiemplo U. 


R = -25 


Efectuar: (4jc 25 + 8jc 20 - jc 15 - 2* 10 + * 5 -1) + (2jc 5 - 1) 

(4)» 5 + 8y 4 -y 3 -2y 2 +y- l) + (2y-l) 


Hacemos. en primer lugar, 
el Cambio de Variable 


Dividiendo ahora todos ios 
términos entre 2: 


(2y 5 + 4y 4 -1 y 3 - y 2 + + y -1)+(y - i) 

2 4 -i -1 | - 

¿!1 L 0 


o 


i -i 


E1 cociente no se ha ~ ^ 4 , c 3 , ^ 2 , 

aiterado, el residuo sf: Qy) ” ^ ^ y \ 
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Despejando R : 


R_ J_ 
2 ~ 4 


Deshacien^o el Cambio de 
Variable: 


Eieml& L2 



Q x) = 2.V 20 + 5jc 15 + 2x'° + + 
/? = -+ 


Efectuar: [(3 - 4/)Z 3 + (1 - 8/)Z’ + (4 + 3/)Z + 14-7/]- [(2 - /)Z + 5] 
[(2-i)Z J +(2-3¿>Z" + (l + 2i)Z + 7] + [Z + 2 + /J 


* Utiiizando Ruffini: 


E1 cociente no quedó 
alterado. el residuo sí: 


Despejando R: 


-2-i 

2-i 2-3 i 1+21 

-5 3+9i 

7 

3-26i 


2-i -3-3 i 4+1 li 

1 10-26Í 


Q Z) = (2 -’/)Z 2 - (3 + 3/)Z + 4 + 11/ 


- = 10-26/ 

2-i 

R = (2-/)(10 -26/) 
R = -6- 62/ 


( Ejerclcio 3 

Determinar Q lxf y R por el método de Ruffíni: 

1) (4jc 3 + 10+c 2 — 3 jc+ 1)-¡-(2jc- 1) 

2) (9x 4 +6j: 3 + x 2 -3 a + l) + (3.v + I) 

(?)^ (6jc 3 — x 3 — Jc + 3)-*- (3jc — 2) 

4) (x 3 -2x 7 - jc-2) + (2.v-5) 

5) (5x 4 •— 3 jc 3 - -íf jc -15) - (5.v + 2) 

6) (2jc 4 -ax' -8a' : +2a.v + 2a : ) + (2.v-a) 

7) (3a 3 —4/a 2 -a + ó)+(3a —/) 

8) A 3 + A" + A — 7] + ("^ A + l) 

@ (4a 3 -|a 2 -a) + (+a-1) 

(ÍB) (4 a 4 - fev 3 + 4-í 2 - 3¿>.v + 3 ab 2 ) + (4 x- b) 
' 11) (4Z 3 +2/Z 2 -/Z-| + 2/)+(2Z-l) 

12) [2Z 3 + (6 - 3/)Z + 3 - /] + (2Z -1 - 3/) 
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(Í3p [(2 + 2/)Z 3 + (5 - 3f)Z 2 - (1 - i)Z+5 + 2¡] + (2Z +1 - 2¡) 

14) (25jc 12 + 65x 9 + 5x 6 + 60 jí 3 + 40) + (5j: 3 + 3) 

15) (4jc 21 -2jc' 4 +f jc 7 + i) - (3 jc 7 -1) 

16) [(7 + ¡)Z 3 - (10 - 5¡)Z 2 - (18 - 6¡)Z +15 -10¡] + [(2 + f)Z - 5] 
“17) [(4 - 7¡)Z 4 - (21 - ¡)Z 3 - (26 - 13¡)Z 2 - (53 - 5¡)Z - 50 + /'] + 

+ [(3 — 2f )Z — 13] 


Teorema del Residuo (o del Resto) 

/ 

E1 residuo R de la división de un polinomio p<„ por el binomio x + a es igual 
al valor que toma el polinomio para jc = -a, es decir, P ( . af : 



En cfecto, si llamamos Q w 

ai cociente y R al residuo . 

que sc obtienen al dividir 

P-, u por x + a, tendremos, » 

por la identidad fundamen- _ ( \ r\ d 

tal de )a división, que M*) ““ + a ' Qx) + " 

Si en la identidad anterior _ , n 

haccmos .x = -a lendremos: ‘i-a) ~ “** *** " 

E1 primer término de la 
derecha se elimina por ser 
-a + a - 0 . por io que 
resulta quc 



Eiemplo 14 _ 

Determinar el residuo R de la división de /> x) s jc 3 - 5jc 2 - 3x + 2 por x - 2, 

sin efectuar la operación. 

Por el Teorema del 

Residuo. para calcular R p _ p 

basta hallar P,. 2 ¿ * “* ‘(-2) 

= (-2) 3 - 5 (-2) 2 - 3 (-2) + 2 


= - 8-20 + 6 + 2 



( Ejercicio 4 

.1) P tl) = 2jc 4 - 3jc 3 + 4jc 2 -5x + 1 
2) * P U) h 2jc 3 - 3jc 2 + 5jc +1 


Determinar ^( 1 )* ^t-D’ %2) 

Determinar /> l)$ P uv P, r 

[ 2 , 
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3) 

/»„ E * 4 +* 2 -2 

Determinar 



4) 

P fI) =x 3 + 2x 2 +3x + 2 

Determinar 


P 

Ml-í)’ 

5) 

P u) sx 3 +x 2 + x + l 

Determinar 


P 

'(1+2/)» 


( EJerctcio S 

Determinar en cada caso el residuo sin efectuar la división: 
1) (3jc 4 -2jc 3 + 4 x 2 -7jc + 3)-s-(a -1) 

© (2jc 4 — 3jc’ + 2x 2 - 2x-12) + (x + 1) 

3) (x 5 - 5x 4 + 7x 3 - 8x 2 +10 x + 9) - (x - 2) 

é (x 3 + 7.r 2 + 15x + I l)-¡-(x + 3) 

(Z 5 + 2Z 4 + Z 3 - 3Z 2 + 3) + (Z + í) 

6) (Z 4 +3Z 3 +4Z 2 + 10Z+3WZ-2í) 


Críterío de divisibilidad de un polinomio porx + a 


Sabemos, por el teorema antQriormente demostrado, que el residuo de dividir 
rix) P°r x + a es P ( . aí 


R — P(a) 


Sabemos, por otra parte, que una cantidad es divisible por otra si, al efectuar 
la operación, no queda residuo. 


Relacionando ambos conceptos, tenemos que un polinomio P (x) es divisible 
por jc + a si P ( . a)y el residuo, es igual a cero. 


(x + a) 


p 

r (.x) 




Si P (Ht) - 0, decimos que -a es una raíz o un cero de P ¡x)y porque al sustituir 
la variable por -a el polinomio se anula. 

Recíprocamente, k es raíz de P , ví , si P\k) - 


Problemas sobre división de polinomios 

Eismffh 15 

Determinar cuál debe ser el valor de m para que al dividir el polinomio 
P ix) « 2jc 3 + mx 2 + (3 m - 1)jc + 5 m por x +1 el residuo sea 8 . 

fí -.,=8 

2(-l ) 3 + m(-l ) 2 +(3m - 1)(—1) + 5 m = 8 
-2 + m — 3m +1 + 5m - 8 
m = 3 


E1 residuo de la división 
será P,.,, y, según las 
condicioncs del problema, 
éste debe scr igual a 8: 

Por tanto: 

Resolviendo:. 

De donde 
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Ejemplo 16 _ 

Determinar m para que P (x) = 5jc 3 + (m - 9)x 2 -3x + m-l sea divisible por 

jc — 2. 

Para que sc cumplan las 
condiciones del problema, 
el residuo de la división _ n 

debe ser cero: *<2> ^ 

• Por tanto 5(2)’ + (m - 9)(2) 2 - 3(2) + m -1 = 0 


Resolviendo: 40 + 4m - 36 - 6 + m -1 = 0 

5/n - 3 = 0 


3 

m = — 
_5 


Ejemplo 17 _¿- 

Determinar cuál es el valor que debe tomar m para que el polinomio 
P ( ^=2x A +(m + 25)x } +{\2m-ll)X 2 -(\4m-24)x + m + 2 sea divisible por 
x+ 13. 

Según las condiciones del 

problema. el residuo debe p _ n 

ser nulo. es decir, m-13) ~ ^ 

Pero calcular P t . U) origina 
la aparición de cantidades 
muy grandes. Este incon- 
veniente se elimina si, en 
lugar dc obtener el residuo 
calculando lo halla- 

mos efectuando la división 
completa. 

Utilizando Ruffini: 



2 

m+25 

12 m-l 1 

-14m+24 

m+2 

-13 


-26 

-13m+13 

13m-26 

13m+26 


2 

m-1 

-m+2 

-m-2 

1 14m+28 


E1 residuo de la división es 

14 m + 28, y éste debe ser . 

igual a cero para que P ÍAl * 

sea divisible por.r + 13: 14 m + 28 = 0 


m - -2 


Eiemplo 18 

Determinar cuál debe ser el valor de m para que una de las raíces del 
polinomio P (x) s x 4 - mx~ +(m 2 + l)x + 3 m“ +1 sea - 2. 

Para que -2 sca raíz o cero _ n 

de P {K! debe cumplirse que m-2) ^ 
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Por tanto 


(-2) 4 - m (-2 f + (m 2 + 7)(-2) + 3m 2 +1 = 0 


Resolviendo: 


16-4m- 2m 2 -14 + 3m 2 +1 = 0 
m 2 - 4m + 3 = 0 


Factorizando: 


(m - 3)(m -1) = 0 


De donde 


= 3 
m 2 = 1 


{ Ejerciclo 6 


• © 

3) 

4) 

C 5 > 

6 ) 

7) 


Determinar en cada caso el valor que debe tomar m : 
para que P {x) = jc 3 + mx 2 + (m- 3)jc + 10 sea divisible por jc - 2. 
para que P (x) = mjc 3 - Imx + 2 admita la raíz - 3 . 

para que P {x) = mjc 3 + m 2 x 2 + (3m 2 - m)jc + 4m 2 - 2 m - 24 sea divisible 
por jc + 2 . 

paraque P {x) = 2jc 4 + mjc 3 +(7 - m)jc 2 + m 2 jc - 7m +1 admita la raíz 1. 

para que P {x) = 2jc 3 + (3 + 2m)jc 2 + (8 - m)jc - m 2 sea divisible por 2jc - Ijr 

para que al dividir P (x) = jc 3 -mjc 2 + (lOm - 15)jc - 15m - 30 entre jc - 5 el 
residuo sea /? = — 10 . 

para que al dividir P [x) s mjc 3 + 2mx~ + 3mjc + 4m + 7 entre jc + 3 el residuo 
sea R = 5. 


8 ) 


10 ) 



para que al dividir P {x) = (m-3)jc 3 +3jc 2 +mjc + m + 2 entre jc + 1-cl 
residuo sea 10 unidades mayor que si se divide entre jc + 2 . 
para que al dividir P (x) s 3jc 4 + 2mjc 3 + (m + 7)jc 2 + 3mjc + m + 3 entre jc - \ 
el residuo sea 26 unidades menor que si se divide entre jc - 2 . 

para que la diferencia del residuo que se obtiene al dividir 
P {x) = mx' -(2m-3)jt 2 +(5m-l)jc + 2m entre jc + 1 y el residuo que se 
obtiene al dividirlo entre jc - 1 sea igual a 6 . 

para que al dividir P {x) = 3jc 2 - 5jc - 4 entre jc - m el residuo sea R = -2. 
para que P (x) = 6x 2 + jc — 1 sea divisible por jc + m. 


Ejemplo t? 

Determinar m y n para que P (x) = jc 3 + mx 2 + nx - 20 sea divisible por jc - 5 
y por jc - 2 . 

Si es diviíiible por _ 

x - 5, entonces M5) = ^ 
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Por tanto 

Simplificancio: 

Si P (x) cs, además, divisi- 
blc por x-2. entonces 

Simplificando: 

Formamos un sistema con 
laS ecuaciones I y II: 

La solución del sistema cs: 


125 + 25 m + 5h - 20 = 0 
25m + 5 n = -105 
5 m + n = -21 

^>=0 

8 + 4m + 2n - 20 = 0 
4m + 2/t = 12 
2 m + n = 6 


Í5m + n = -21 
[2m + n = 6 

m = -9 
n = 24 


(I) 


(II) 


E jm ploJQ _ 

Determinar my n para que /> A) s 6 x 3 +ntx 2 +njc-3 sea divisible por 
2x 2 -x-3 

Si una cantidad cualquiera 
es divisible por un pro- 
ducto. es divisible también 
por cada uno de los faclo- 
res que componen dicho 
producto. 

Como en nuestro caso 
2x 2 -x-3 = (2x-3)(x + l) 

P M debe ser divisible por 
cada uno de los factores 
(2r -3) y (jr +1) para que 
sea divisible por 
2.r*’-.r~3. Y las raíces - 
de esos binomios deben ser 
también raíces de P nr Por 
tanto 



Desarrollando la primera 27 9 3 

igualdad: 6 • + — m + — n — 3 = 0 
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Multiplicando la ecuación 
por 4: 

81 + 9 m + 6n - 3 = 0 

9 m + 6 n = -69 

Sinipliftcando: 

3m + 2n = -23 (I) 

Desarrollando la segunda 
igualdad: 

—6 + «í-/i-3 = 0 

m-n = 9 (II) 

Formamos un sistema con 
las ecuaciones l y 11: 

/ 

Í3m + 2n = -23 
{m - n = 9 

La solución del sistema es:. 

m = -l 

/í = —10 

* 

Eiemülo 21 



Hallar m y n para que P { v) s 2 jc 3 + mx 1 +nx-21 sea divisible por x 2 +9 


V +9 no tienc raíces 
rcales. Sus raíces son 
imaginarias: ± 3i 


Estas deben scr también 
raíces de P u¡ y, por tanto: 

í^)=0 

1^=0 

Desarrollamos la primera 
igualdad: 

2 (3tf + m (30 2 + n (3 1 ) - 27 = 0 

Efectuando Ias potencias: 

54« 3 + 9mi 2 + 3m' - 27 = 0 

Simpliftcando: 

18/ 3 +3 mi 2 +ni- 9 = 0 

Reduciendo las potencias 
de i: 

-18/ — 3m + ni — 9 = 0 

Agrupando la parte real y 
ta imaginaría: 

-3m- 9 + (n -18) / = 0 

Iguatando las partcs reales: 

-3m -9 = 0 

de donde 

m 

1 

II 

5 

Igualando las imaginarias: 

«-18 = 0 

M 

de donde 

« = 18 
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--- , 

Nota: E1 problema del ejercicio anterior quedó resuelto desarrollando tan sólo la j 

ecuación P {3i) = 0. Desarrollando la segunda, P { _ 3¡) =0, hubiéramos obtenido j 
exactamente el mismo resultado. 

Eiemnlo 22 

Determinar si es divisible por x - 2 un polinomio de tercer grado cuyo 
término independiente es -2, es divisible por x 2 +1 y al ser dividido por x + 3 arroja 
un residuo de -50. 

/ 

Psra poder determinar si el 
polinomio es divisible por 
x- 2 debemos primero co- 
nocerlo. 

Sabemos que es de tercer 


grado y que su término ; 
independiente es -2. Ten- 
drá, por tanto. esta forma: 

P {x) = Ax' + Bx 2 + Cx - 2 
* 

Si es divisible por x 1 + 1, 
debe cumplirse que 


Desarrollando la igualdad: 

Ai 3 + Bi 2 + Ci- 2 = 0 

Réduciendo Ias potencias 
de i: 

-Ai-B + 0-2 = 0 

Agrupando parte real y 
parte imaginaria: 

-B-2 + (-A + C)i = 0 

Igualando. a cero ambas 
partes: 

-B- 2=0 

de donde 

B = -2 

y 

-A + C = 0 (I) 

Si al dividir P, u entre x + 3 * 
se obtiene un residuo de 
-50, tenemos que: 

~ ~50 

Desarrollando: 

-21A +9B-3C-2 = -50 

Sustituyendo el valor cono- 
cido de B: 

-21A -18 - 3C - 2 = -50 

* 

-21A - 3C = -30 

Simplificando: 

-9A -C = -10 (II) 
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Formamos un sistema con 
las ecuaciones I y II: 


La solución del sistema es: 


E1 polinomio será, enton- 
ces: 


í-A + C = 0 
\-9i4 - C = -10 

A = l 
C = 1 


P u) = jc 3 -2x 2 + x-2 


Verificamos ahora si es 
divisible por x - 2, para lo 
cual calculamos Pav 


P (2 )- 2 } - 2-2 2 + 2-2 


P (2) -0 


Por tanto 


P (x) es divisible por x - 2 




( Ejerclcio 7 


1) Determinar m y n para que P (x) = 3jc 3 +mr 2 + nx-6 sea divisible por 
x + 1 y por jc - 3. 

2) Determinar p y q para que P (x) = 3jc 3 + px 2 +qx-2 sea divisible por 
jc + 2 y por jc - 1 . 

^3 )} Determinar A y B para que P (x) s jc 4 + Ax 3 + Bx 2 - 3jc + 7 sea divisible 
por jc 2 -1 

4) Determinar m y n para que P (x) = jc 3 +m.v 2 +/zjc-15 sea divisible por 
jc 2 +2jc-3. 

5) Determinar m, n y p para que P (x) = x 4 + mx* + nx 2 + px + 6 sea 
divisible por jc + 1, por jc - 2 y por jc + 3. 

6 ) Determinar m, n y p para que P (x) = x A + mx } + nx 2 + px+ \2 sea 
divisible por x - 1 y por jc 2 - 4 . 

7) Determinar p para que P (x) = jc ,,+1 + px n +3jc""‘ +7 sea divisible por 
x — 1. 

8 ) Determinar p y q para que .P (x) = px ln +3jc” +i +^jc" -7 sea divisible 
por jc 2 -1 (n- entero impar). 

9) Determinar p y q para que al dividir P (x) = jc 3 + px 2 +qx-2 entre jc — 2 
. y jc + 3 los residuos sean, respectivamente, 20 y 25. 

10) Determinar m y n para que al dividir P (x) = 2jc 3 +mx 2 +nx-\\ entre 
jc + 1 y jc + 2 los residuos sean, respectivamente, -8 y -3. 
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11) Determinar m, n y p para que P (x) = jc 3 + mx 2 + mc + p sea divisible por 

x - 1, y al dividirlo entre x - 2 y x + 3 los residuos sean, respectiva- 

ínente, 1 Ly 16. 

12) Determinar A,B y C para que P {x) s jc 4- >íjc" + Bx + C sea divisible por 

-jc 2 - 3x + 2 y al dividirlo entre jc - 3 el residuo sea 16. 


13) 

> 14) 
15) 


16 ) 

17) 


18) 


Construir un polinomio de tercer grado cuyo primer coeficiente sea 1, 
sea divisible por *-2yjc-3, yal dividirlo entre jc - 5 el residuo de la 
división sea 36. 

Construir el polinomio de tercer grado cuyo término independiente es 2, 
es divisible por jc + 2 y al dividirlo entre jc + 1 y jc + 3 los residuos son, 
respectivamente, 6 y -28. 

Determinar el residuo que se obtiene al dividir un polinomio de tercer 
grado por 2jc + 1 sabiendo que dicho polinomio es divisible por jc : -4, 
al dividirlo entre jc -1 el residuo es -6 y sabiendo que el término 
independieqte del polinomio es -4. 

Determinar m y n para que P {x) = .r 3 +mx 2 +nx -3 sea divisible por 
x 2 +1. 

Determinar A , B y C para que = Aj c 4 + Bx' + Cx 2 - 5jc + 6 sea 

divisible por jc 2 + 1 y al dividirlo entre jc - 1 el residuo de la división 
sea 4. 

Determinar A, B, C y D para que P (x) = jc 5 + Ax a + Bx } + Cx 2 + Djc -16 
sea divisible por x 4 -16. 


Método de Horner 

(para expresar un poUnomio en x en términos dex + a) 

Si, dado P (x)9 queremos encontrar un polinomio P fx + al equivalente al anterior, 
podemos conseguir nuestro objetivo a través de una serie de divisiones y aplicando 
la identidad fundamental de la división P {x) =(x + a)Q {x) + R tal como se ilustra en 

el siguiente ejemplo: 

E imnte. 21 - 

Dado = 2* 4 - 13jc j +25jc 2 - 15* + 6 , determinar P ( ,. 2r 


Dividamos P i%t por x - 2 
utilizando Ruffmi: 



2 

2 

-13 

4 

25 

-18 

-15 

14 

6 . 
-2 



2 

-9 

7 

-1 

1 4 

Aplicando la identidad de 
la división, ten'emos^: 

Pu 

> = (* 

-2)(2x } -9x : 

-7x 

— 1) + 4 


M (tí 
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Dividamos M (x) por x - 2: 



2 -9 

7 

-1 

2 

4 

-10 

-6 


2 -5 

-3 

L =2 


Apiicando la identidad de 
la división: 

Sustituyendo en (1): 
Multiplicando: 


M { ll =(x-2)(2x 2 -Sx-3)-l 


P (x¡ = (x - 2)[(jc - 2)(2x 2 -5x- 3)-7¡ + 4 
P U) =(x-2)(2x 2 -5x-3)-l(x-2) + 4 ' 

s -v-—' 


(II) 


Dividamos N (xl por a- - 2: 


Aplicando la identidad de 
la división: 

Sustituyendo en (II): 


2 

2 -5 

4 

1 1 


2 -l’ 

L=5 


N U) =(x-2)(2x-\)-5 

P íx) =(x-2) 2 [(x-2)(2x-\)-5]-l(x-2) + A 


Multiplicando: 


P (x) =(x- 2) } (2x-\)-5(x-2) 2 -l(x-2) + 4 


(III) 


Dividamos T,\, por.v- 2: 


Aplicando la identidad de 
la división: 

Sustituyendo en (III): 

Multiplicando: 



2 

-l 

2 


4 


2 

L2 

T 

i (.r 

i -< x 

-2)-2 + 3 


P (x) =(x-2) 3 [(x — 2)-2 + 3\-5(x — 2) 2 -7(x-2) + 4 


P lx _ 2, = 2(X - 2) 4 + 3(x - 2)’ - 5 (Jt - 2) 2 - 7(x - 2) + 4 


(IV) 


E1 Método de Horner es una disposición que nos permite realizar este 
proceso de forma mucho más sencilla mediante divisiones reiteradas» tal como 
mostraremos a continuación: 
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Tomemos P fí , del ejemplo 
anterior y dividamos reite- 
radamente por .v - 2: 


Escribamos la expresión 
IV obtenida anteriormente: 



Podemos observar que Iqs residuos obtenidos cada vez que realizamos una división 
son los coeficientes, en orden creciente, de las potencias de x - 2. 


Eiemplo 24 _ 

Expresar P KX) = 3jc 4 + 8a 3 - a 2 - 9x -14 en términos de a + 1. 

L'tilizando Horner: 



Tendremos, entonces, que: 


P t ^ u - 3(jr + 1) 4 -4(x + 1) 1 -7(jc + 1) 2 +5(jc + 1)-11 


Eiemplo 25 ___ 

P lx) = X 3 + (3 - 3 i)x 2 + (6 - 6 i)x - 6 - 8i ; calcular P u+2 - n 

Utilizando Homer: 
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JU -0 = (X + 2 - i) 3 - 3(jt + 2 - i) 2 + 9(x + 2 - i) -17 


Eiemplo 26 


P U) s I6x 4 - 8jc 3 + 16jc 2 - 8* + 5; determinar P ax _ r 

Utiüzando Horner, vamos 
a determinar prime- 


Tenemos que: 


H) 



Para obtener hare- 

mos las siguientes transfor- 


En definitiva: 


= (2x - 1) 4 

U { X ~Í) =24^^ = 3(2.v-1) 3 

2*-lV „ 0 (2x-l) 2 


28 U-- = 28 ^ ^ 


= 28- 


■ = 7(2x-l)- 


20^-ij = 20^~-ij = 10(2x-l) 


= (2x -1) 4 + 3(2jc -1) 3 + 7(2* -1) 2 + 10(2a -1) + 5 


Eiemplo 27 


P { n =9* 3 -15 jc 2 + jc + 14; determinar P 


'U) 

Utilizando Horner, vamos 
a determinar primero 


( 3 jt+ 2 ) 
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P ( iy 

K) 


En del'initiva: 


( Ejercicio 8 


-2/3 

9 -15 1 14 

-6 14 -10 


9 _21 15 L4 

-2/3 

-6 18 


9 -27 U2 

-2/3 

-6 


9 Lz23 


Tenemos quc: 


Para obtener P { y x +2) hare- 

mos las siguientes transfor- 
maciones: 


i .. i ) = 9 ( j ,+ ! J - 33 ( j :+ f )’ +33 (' + !) +4 

'< ++ !)'=:m , =^=!< 3 ' +2 > ) 

4 t+ !)’' 33 ( i r 1 )’ =33Í2£ ? a¿ -T <3++2,¡ 

4 i+ !) =33 (- 


’t 2 ) 


= 1 l(3x + 2) 


P {ii . 2) = - (3jc ■+ 2 ) 3 - — (3x + 2? +11 (3* + 2 ) + 4 


Determinar P 


U+3) 


Determinar P, 


íjt-2) 


Determinar P 


(4+2) 


Determinar P 


(4-1) 


Determinar P 


1) /» t ,=3jr J + 10jr : +4jc + 5 

2) P tt , s jc 4 - 3.r' + 2x 2 + A' + 3 

3) P txt s2x J +4x' -3a : +.v + 10 

4) P tx) = x 4 -4x ? +*3jc 2 -2.v +1 

5) P, = 2 v' + V2.r' - 5x : - \ 2x + I 

6 ) f| (l =jc 3 + (2-3tí)jt : +(3 a' -4o + 3)jt-a'' +2a : -3a + l 

Determinar P lx _ a} 

7) P [yf = x x — (3/?/ — 1 )a 2 -f (3 nr - 2m + \)x-m s +m z - 2 Determinar P {x _ m) 

8 ) P {x) = x A »+(2 + 4i)x } -( 6 - 6 /)jc 2 -(8 + 4/)jc + 1-í Determinar P (x + n 

9) P y vl = jr* - (2 + 3/)jc : + (3 + 4i)x -2-5 i Determinar 


(JT-V2) 
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10 ) 

P (x>) s x 20 - 5x 15 + 7x'° - 7x 5 + 4 

Determinar P , 

(r-2) 

11 ) 

P , sx 9 -4x é +5x 3 -7 

U ) 

Determinar P , 

(x -3) 

12 ) 

P (x) = 8 x 3 + 4x 2 - 3 

Determinar P (2x + n 

13) 

P^sSx^-24 x 2 +28x-ll 

Determinar P (2 v _ 3) 

14) 

P (x) s 21 x* - 27x 2 + 15x + 2 

Determinar /> 3 ^ 

15) 

P M = 8 x 3 - 48x 2 + 90x - 3 

Determinar i® 2jc- . 3) 

16) 

P (x) = 4x 3 — 22x 2 + 4x + 7 

Determinar /J 2 *-i) 

1 ?) 

P (x) m 9x 4 + 24x 3 - 2x 2 + 15x + 7 

Determinar /J 3jr+I) 

18) 

P (x) m 8 x 4 - 32x 3 - 42x 2 + 98x + 330 

Determinar /J 2 ^_ 7) 


Variante 

Hallar P ( v+<J) equivalente a P ( x) y que carezca de un cierto término. 

* 

La tarea consiste en determinar cuál debe ser el valor de a para que P (t+a) 
carezca del término indicado. 

Utilizaremos un ejemplo concreto para explicarlo: 

Eiemplo 28 

Dado P (x) s x' -9x 2 +24jc- 17 determinar P (x+a) tal que P {x + a) carezca del 
término de segundo grado. 


Hacemos el siguiente Cam- 

bio de Variable: X + a = y 


y. por tanto. 


x = y-a 


Calculamos P, y _ ( ,¡. 


Desarrollando: 


Ky-a) =(y~ - 9(y - af + 24(y - a )- 17 

= y 3 - 3ay 2 +3 a 2 y-a 2 -9 y 2 + \%ay-9a 1 +24y-24a-17 


Reduciendo términos y 
sacando factor común: 

= y 3 - (3a + 9)y 2 + (3a 2 . +18a + 24)y - a 3 - 9a 2 - 24a -17 (1) 


Para que este nuevo 
polinomio no tenga el 
término de segundo grado, 
debe cumplirse que 3d + 9 = 0 


de donde 
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S¡ a toma el valor -3, el 
polinomio resultante 
P { v _ 3í no tendrá el término 

cuadrático. 


Para calcular P u _ 3) 

tenemos dos opciones: la 
primera, hacer en la 
ecuación (1) las siguientes 
sustituciones: 


y = x- 3 
a = - 3 


la segunda, calcular 

a partir de Pf* i utilizando el 
Método de Homer. 


Seguiremos este segundo 
camino: 


En conclusión: 





Eiemplo 29 _ 

Dado = 2x 3 + lx 2 + 4x + 2 determinar P (x+a) tal que P (x+a) carezca del 
término de primer grado. 


Hacemos el siguiente Cam- 
bio de Variable: 

y, por tanto, 

Calculamos P, V( „: 


Desarrollando: 


Reduciendo términos y 
sacando factor común: 


x + a = y 
x = y-a 

P ( ,_ aí = 2(y-af +l(y-af +4(y-a)+2 
= 2y’ -6 ay 2 +6a 2 y-2a i +7y 2 -14ay + 7a 2 +4y-4a + 2 

= 2y 3 - (6 a - 7)y 2 + (6a 2 - 14a + 4)y - 2a 3 + la 1 - 4a + 2 


Para que este nuevo 
polinomio' no tenga el 
término de primer grado 
debe cumplirse que 6a~ — \4a + 4 = 0 
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Simplificando; 


3a 2 - 7a + 2 = 0 


Ecuación cuyas soluciones a = 2 
son: 



E1 problema tiene dos 
soluciones, pues tanto 

' p u* 2 ) como p ! n 

r + 3j 

satisfacen ia condición. 


Prímera solución: 



=2(jf + 2) 3 -5(x + 2) 2 +6 

Segunda solución: 


-i 

2 7 4 

2 

-# 


2 f 4 


-i 

-4 -tf 



2 f LQ 


-i 

-t 



2 



„ 1V c 

Y n* 

34 

P =2 + - -5 


+ — 

H) 3- 1 

C 3 J 

27 


/ 


( Ejercicio 9 

Determinar en cada ejercicio P (x + a) tal que P {x + a) carezca del término que se 


indica entre paréntesis. 


i) 

P (x) = x 3 -6x 2 +5jc + 1 

(Término de segundo grado) 

2) 

P (x) = 3JJ’ 1 + 9x 2 + 5x +1 

(Término de segundo grado) 

3) 

/> xI ü 2x 3 -30x 2 + 120x-25 

(Término de segundo grado) 

4) 

P u , = 4x 3 -12x 2 +13x-7 

(Término de segundo grado) 
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(Término de segundo grado) 
(Término de primer grado) 
(Término de primer grado) 
(Término de primer grado) 
(Término de primer grado) 
(Término de segundo grado) 


Factorización de un polinomio en x 

Ya vimos que, si P (x) es divisible por x + a, entonces P ( . a) = 0 y -a es raíz o 
cero de P (x) . 

Recíprocamenté, si P lk} = 0, podemos concluir que k es raíz de P (x) y que P (x) 
es divisible por x - k. 

Supongamos que un poli- 
nomio 

dc grado n tiene n raiccs 
distintas: 

1) Al ser a, raíz de P <Kt 
podemos afirmar que 
/(«,,= 0 y que P,„ es 

divisible por .v - y en 
consecueneia 

donde Q n Kt será un 
polinomio de grado n - 1 
cuyo primcr coeficiente 
será Uq (por la regla de 
RulTini). 

2) Dado que a 2 lambién es 
raíz dc P <u debe cuniplirse 

que P ifí t 2 ) =0 y,portanto, . “ a \) ' Qi«z 2 ) = ® 

Como a 2 ~ a \ * 0 P or ser 
cantidades distintas, 
necesariamenle {?i (cr ,)=0 

y en ese caso cs 

divisiblc por v-a 2 . En 
consecuencia 

siendo Q 2{ un polinomio 

de grado n - 2 ctiyo primer 
coeficiente es a í} . 


— (x ) ’ Ql(x) 


^, = V" + ¥"' I+ . + a K _ l x + a„ 


a¡, a 2 , a } , . ,a n 




(I) 


5) 

P,o 

= x 3 -9x 2 + 17jc+ 2 

6) 

P,u 

= -3x + 2 

7) 

tfjr) 

s x } + jc 2 — + 2 

8) . 

P,<) 

= 2x } + A' 2 — 4x + 1 

9) 

P,<) 

= j: 3 —jc 2 — 1 6jc —10 

10) 

P,r) 

= * J + x 3 - 3* 2 - 3x + 4 
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Sustituyentfo en'(I) te- 
nemos: 

P M =(x-a,)(x-a,)Q, [x) (I i) 

3) A1 ser cr 3 raíz de P lx , se 
cumple que P {a ^ = 0 

e«.,=(«j-a I )(a,-a.)-e.,„ iI =0 

Nuevamente. 'a 3 - a¡ *0 
y ar 3 - a 2 * 0. por lo que 

<?2 ( a,) =0 y es 

divisiblepor x-a$: 

Qiix) Qhx) 

siendo Qi {x) un polinomio 

de ^rado n - 3 cuyo primer 
coejficiente es a 0 . 

/ 

Sustituyendo en (II): 

P íxl = (x-a l )(x-a 2 )(.x-a,) Q i{x , 

4) Prosiguiendo en forma 
idéntica obtendremos la 
igualdad 

p <x> = (■* a,)(jc a : )(A a } ) . (jc a n )Q„ ix) ( jjj) 

siendo Q n{x) un polinomio 

de grado cero cuyo primer 
coeficiente es a n . 

* 

Si Q n{x) es un polinomio 

de grado cero. se tratará de 
un polinomio constante y, 
en tal caso 

Qn W = <*(. 

Sustituyendo en (III): 

P ix) =-a { ,(x-a,)(x-a.)(x-a } ) .(j:-a„) ( jv) 

que es la identidad que nos 
permitirá factorizar un po- 
linomio cuando conozca- 
mos sus raíces o ceros. 


Si sustituimos en (IV) un 
nuevo valor k. distinto de 

a,. a 2 . a 3 ,..a„. raí- 

ces del polinomio. tene- 
mos: 

P lk , = a n (k - a,)(k - a 2 )(k - a,) .( k-a„) 

y, 'como ninguno de los 
factores del miembro de la 
derecha es igual a cero. 
tampoco lo será P fi , y en 
consecuencia k no puede 
ser un cero o raíz de P, %) . 


En eonclusión 

* 

Un polinomio P (x) de grado n no puede tener más 
de n raíces o ceros. 
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Raíces múltiples 

Es posible que un polinomio P (xí sea divisible no sólo por x + a, sino también 
por un grado más alto de x + a , por ejemplo. por (x + a) m . En tal caso se dice que -a 
es una raíz* múltiple de P (x) o que P (x) tiene raíces múltiples o repetidas y m es el 
orden de multiplicidad de la raíz - a. 

Por ejemplo. sea - 3 jT + 3x - 1 

al factorizar. aplicando un 

conocido producto notable, _ , ,.3 

tenemos: 1) 

Decimos entonces que 1 es 
'raíz múltiple de P (x , y que 
el orden de multiplicidad 
de esa raíz es 3. 


Raíces enteras de una ecuación 

* 

Sea la ecuación de segundo grado (x - a)(x - b) = 0 de raíces enteras x { = a 
y x 2 = b. La ecuación desarrollada será x 2 - (a + b)x + ab = 0 en la que el término 
independiente es el producto de las raíces de la eeuación. 

De igual forma, al desarrollar la ecuación (x - a)(x - b)(x - c) = 0 de raíces 
enteras jCj =a, x 2 =b y x¡ = c se obtiene la ecuación x 3 ~(a + b + c)x 2 + 
+ (ab + bc + ac)x - abc = 0 en la que el término independiente es el producto de las 
raíces. 

En general, en toda ecuación (x - a)(x - b)(x-c) . (jc-w) = 0 de raíces 

enteras a , b , c, ., n el término independiente de la ecuación desarrollada es el 

producto de las raíces de la ecuación: Término Tndependiente = a b c . n. 

Esta propiedad de las ecuaciones desarrolladas nos será de gran utilidad al 
emplear el Método de Ruffini para calcular las raíces enteras de una ecuación. 


Acotación de raíces 

Un número a es cota o límite superior de las raíces reales de una ecuación si 
no hay otras raíces mayores que a. 

Un número b es cota o límite inferior de las raíces reales de una ecuación si 
no hay otras raíces menores que b. 

1) Si el realizar la división sintética en una ecuación con el número a todos 
los coeficientes del cociente resultante son positivos, entonces a es la cota o límite 
superior de las raíces reales de la ecuación. 

2) Si el realizar la división sintética en una ecuación con el número b los 
coeficientes del cociente resultante son alternadamente positivos y negativos, 
entonces b es la cota o límite inferior de las raíces reales de la ecuación. 
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Método de Ruffini 

para resolver ecuaciones de raices enteras 

E1 método cs de tanteo y consiste en hacer divisiones sintéticas con distintas 
raíces hasta obtener residuos nulos. Por las propiedades anteriormente estudiadas, 
sabemos que tenemos que buscar esas raíces entre los divisores del término 
independiente, pues éste proviene de la multiplicación de las raíces. 

Eim/ú&M _ 

Resolver la ecuación P iJt) s x A + -1 \x 2 - 9x +18 = 0 

Buücamos los divisores del 
término independiente y 
• construimos una tabla: 

Tabla 

de posibles rai'ces enteras 

■. ±1 ±2 ±3 ±6 ±9 ±18 


Disponemos los coefi- 
cientes de las respectivas 
potencias de x para realizar 
la división sintética y 
probamos con la primera 
de las posibles raíces: 

1 

Al probar con 1 se obtiene 
residuo nulo. por lo tanto 
dicbo númcro es raíz de la F 
ecuación: 


Aplicando la identidad de 
la división. podemos 
escríbir: 


Repetimos el proceso con 
M (u . La Tabla de posibles 
raíccs enteras sigue siendo 
la misma. pues el término 
independiente sigue siendo 
18. 

Al volver a probar con I 
(puede ser raíz múltiple), y 
al probar con 2. los resi- 
duos que se obtienen son 
distintos de cero. por lo 
cual dichos números no 
son raíccs dc M, x( y los eli- 
minamos de la Tabla de 
posibles raíces. Esta queda 
así: 


P w h(x-1)(x 5 + 2x 2 — 9jch- 18) = 0 


(I) 





1 

1 

-11 

-9 

18 



1 

2 

-9 

-18 


1 

2 

-9 

-18 

LQ 


x, =1 
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Tabla 

de posibles raíces enteras 
-1 -2 ±3 ±6 ±9 ±18 


AI probar con 3 (la si- 
guiente raíz positiva), obte- 
nemos cero en,el residuo: 


Por tanto tenemos una 
nueva raíz: 



1 

2 

-9 

-18 

3 


3 

15 

1 ? 


1 

5 

6 

LQ 


jc 2 = 3 


y; 


M ix) = (.x-3)(;t 2 + 5x + 6) 


Sustituyendo en (I): - ( x _ 1 ) (* - 3) (x 2 + 5x + 6) = 0 


(II) 


Obsérvese que al realizar la 
división sintética con el 
número 3, los coeficientes 
del cociente obtenido 
resultaron todos positivos. 
En consecuencia, 3 es la 
cota superior de las raíces 
reales de la ecuación. 

Por lo tanto, antes de 
continuar el proceso con 
N (xn eliminamos de la tabla 
de posibles raíces el 3 y los 
números superiores a 3. 
Eliminamos también los 
números -9 y -18, pues 
éstos no son ya divisores 
del término independienre. 


La Tabla queda así: 

Tabla 

de posibles raíces enteras 
-I -2 -3 -6 


Continuamos el proceso 
para N txt probando con -1. 


A1 dar residuo distinto de 
cero lo eliminamos de la 
Tabla y probamos con -2: 


Obtenemos residuo nulo, 
por lo cual: 



1 

5 

6 

-2 


-2 



1 

3 

LO 

X 

,=-2 
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y 


Sustituyendo en (II): 


JV U) =(* + 2)(x + 3) 

=(jt-1)(x- 3)(* + 2)(x + 3) = 0 


Y las raíces de la ecuación 
son: 



(La cuarta raíz la leímos 
directamente de la ecua- 
, ción factorizada). 


No es necesario realizar por etapas el proceso descrito en el ejemplo anterior, 
sino que puede ser hecho en forma continua (teniendo en cuenta todas las 
observaciones que se hicieron), con idéntico resultado: 



Raíces de la ecuación: 

JT| =1 

x 2 = 3 
x } =-2 
x 4 = -3 


Y, conociendo las raíces, 
podemos factorizar (de ser . 
necesario) la ecuación 



utilizando la relación (IV) 
de la pág. 36: 

/> t ,=(*-D(*-3)(* + 2)(* + 3) = 0 


Para realizar la búsqueda de las raíces enteras de una ecuación con la menor 
pérdida de tiempo es conveniente prestar atención a las siguientes 


Sugerencias 

1 ) Cerciorarse de que la ecuación esté debidamente ordenada en potencias 
decrecientes, simplificar los coeficientes (si es posible) y sacar factor común si no 
existe el término independiente (con lo cual se obtiene ya la raíz jc, =0). 
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2) Construir la Tabla de posibles raíces enteras con los divisores del término 
independiente (positivos y negativos). 

3) Realizar las divisiones sintéticas comenzando por lo números positivos (de 
menor a mayor) hasta alcanzar la cota superior de las raíces enteras. 

4) ^Proseguir con las posibles raíces negativas (de mayor a menor) hasta 
alcanzar la cota inferior o hasta terminar el proceso, si la ecuación sólo tiene raíces 
enteras. 

5) Cada vez que se obtiene residuo distinto de cero , eliminar de la Tabla el 
número con el que se probó la división. 

6 ) Cada vez que se obtiene un residuo nulo, revisar la Tabla de posibles 
taíces para eliminar aquellas que ya no dividen el término independiente del 
polinomio restante o sean mayores que la cota superior, si ésta fue alcanzada. 

7) Si la ecuación original tiene todos los términos positivos, la ecuación sólo 
puede tener raíces negativas. Si los términos de la ecuación original son altemada- 
mente positivos y negativos (y ningún coeficiente es nulo), ésta sólo tiene raíces 
positivas. 

8 ) Un número puede ser raíz, múltiple de la ecuación. Por consiguiente no se 
debe eliminar un número de la Tabla hasta comprobar que, efectivamente, ya no es 
raíz del polinomio restante. 

Eiemplo 31 

Resolver la siguiente ecuación y factorizar el polinomio del primer miembro: 

114* 3 - 26* 4 - 18jc 5 + 172jc 2 - 240* - 2 * 6 = 0 

(Damos en las notas que 
están después del ejercicio 
la explicación de los pasos 
seguidos. y de los razona- 
mientos hechos) 

-2 * 6 -18* 5 - 26* 4 +114* 3 +172* 2 - 240* = 0 (1) 

2 * 6 +18* 5 + 26* 4 -114* 3 -172* 2 + 240* = 0 (2) 

* 6 +9* 5 + 13* 4 -57 * 3 - 86* 2 +120* = 0 (3) 


X 

:(* 5 +9* 4 +13* 3 - 

57jT- 

86* +120) = 0 

(4) 


I 9 

13 

-57 

-86 120 

(5) 

1 

1 

10 

23 

-34 -120 



1 10 

23 

-34 

-120 LQ 

(6) 

2 

2 

24 

94 

120 



1 12 

. 47 

60 

L0 

(7) 

-3 

-3 

-27 

-60 




1 9 

20 

LQ 


(8) 

-4 

-4 

-20 





1 5 

LQ 



(9) 

-5 

-5 






1 LQ 
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(1) Ordenamos la ecuación en potencias decrecientes. 

(2) Multiplicamos toda 1¿ ecuación por -1 para que el término de mayor grado sea 
positivo. 

(3) Dividimos todos los términos por 2 para simplificar la ecuación. 


(4) Como no existe término independiente, p odemos s acar factor común x. Con esto 
obtenemos ya la primera raíz de la ecuación: 


x, =0 


(5) Disponemos los coeficientes del polinomio del paréntesis para realizar las divisiones 
sintéticas. Elaboramos la Tabla de posibles raíces enteras con los divisores del 
término independiente: / 


Tabla 

de posibles raíces enteras 


±1 

±2 

±3 

±4 

±5 

±6 

±8 

±10 

±12 

±15 

±20 

±24 

±30 

±40 

±60 

±120 


(6) Comenzamos a probar con 1 y obtenemos el primer residuo nulo. Volvemos a probar 
con 1 (para eliminar la posibilidad de que dicha raíz esté repetida) sin obtener residuo 
nulo. Podemos, pues, eliminarlo de ia Tabla: 


Tabla 

de posibles raíces enteras 


-1 ±2 

±3 

±4 

±5 

±6 

±8 

±10 

±12 ±15 

±20 

±24 

±30 

±40 

±60 

±120 


(7) Probamos con 2, obteniendo residuo nulo. Esta raíz es la cota superior, dado que todos 
los coeficientes del polinomio restante son positivos. Eliminamos, por tanto, el 2 y 
todos los números mayores que 2. Eliminamos también aquellos que no dividen ya el 
último término. La Tabla queda así: 


Tabla 

de posibles raíces enteras 
_1 _2 -3 -4 -5 -6 -10 

-12 -15 -20 -30 -60 


(8) Probamos ahora con -1 y -2 sin resultado (los eliminamos de la Tabla) y a 
continuación con -3 obteniendo una nueva raíz. A1 eliminar los números que no 
dividen el último término del polinomio restante la Tabla de posibles raíces enteras 
queda así:* 
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Tabla 

de posibles raíces enteras 

-4 -5 

-10 

-20 



(9) A1 probar con -4 obtenemos otra raíz y en la última etapa ya es evidente que la raíz 
que falta es -5. 


Las raíces de la ecuación 
son, pues: 


Y, utilizando la relación IV. 
de la pág. 36, factorizamos 
el polinomio: 





( Ejerclcío 10 

Resoiver las siguientes ecuaciones y factorizar en cada caso el polinomio del 
primer miembro: 

1) x 3 - 3x 2 +4 = 0 

2) 2x 3 + 4 - 6x = 0 

3) 7x 3 +1 -lx-lx 2 =0 

4) 3x 4 + 33x 2 - 18x - 18x 3 = 0 

5) 6x-x 4 -4x 3 -x 2 =0 

6) x 3 -4x-3x 2 +12 = 0 

7) 5x 3 - 10x 2 - 20x + 40 = 0 

8) x 4 - 3jc 3 - 9x 2 - 5x = 0 

9) 10x 3 -40x 2 -30x +180 = 0 

10) x 3 - 22x - x 2 + 40 = 0 

11) 34x 2 - 2x 4 - 120x + 8x 3 = 0 

12) 180 - 180x 2 - 20x + 20x 3 = 0 

13) x 4 + 2x 3 - 9x 2 - 2x + 8 = 0 

14) x 5 - 15x 3 + 10x 2 + 24x = 0 

15) 5x 3 - x 4 - 240 + 28x 2 - 92x = 0 

16) 5x 5 -10x 4 -60x 3 +90x 2 +135x = 0 
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(yT\ x 4 + 12x 3 + 48jc 2 + 80a: + 48 = 0 

18) x 5 -3x J -28x 3 +36x 2 +144x = 0 

19) x 4 + 6x 3 -16x 2 - 150 jc -225 = 0 

20) Jt 5 -1 Ijt 4 + 33.t’ +1 Ijc 2 - 154jt + 120 = 0 
(^l))' x 5 - 15x 3 +5jí j - 125jt 2 -226x-120 = 0 

22) 2jt 6 - 10jt 5 - 22x J + 138jt 3 + 36x 2 - 432jt = 0 

23) 276jt 2 + 25-t 4 - Jt 6 - 144x -160x 3 + 4jt 5 = 0 

24) 17x 3 + 684Jt - 8jt 4 + 276jt 2 + 432 - Jt 5 = 0 

25) 3x 6 + 18jt 5 + 21 x* -36x 3 - I44a 2 -144jt-48 = 0 ' 

26) x 7 -6x 6 + 4x 5 +30x 4 -4lx' - 24jc 2 +36x = 0 

27) x 6 - 3x 5 - 12x 4 + 24x 3 + 48x 2 - 48x - 64 = 0 

28) x 6 - 20x 5 + 108x 4 - 142x 3 - 37x 2 + 162x - 72 = 0 

29) x 7 + 5x 6 - 4x 5 - 50x 4 - 51x 3 + 45x 2 + 54x = 0 

(30)) x 7 -6x 6 - 20x 5 + 170x 4 - 161x 3 - 484 1 2 + 900x-400 = 0 
31) x 8 - 4x 7 - 25x 6 + 92x 5 + 152x 4 - 544x 3 - 272x 2 + 960x = 0 

Rafces fraccionarias de una ecuación 
con coeficientes enteros 

Sea la ecuación (ax-m)(bx - n) = () de raíces fraccionarias jc, = f y 
x 2 = f. La ecuación desanollada toma la siguiente forma: 

abx 2 -(an + bm)x + mn = 0 

Podemos observar que el término independiente de la ecuación es el producto 
de los numeradores de las raíces fraccionarias y que el coeficiente del término de 
mayor grado, o primer coeficiente, es el producto de lo denominadores. 

Lo mismo sucede en la ecuación (ax-m)(bx - n)(cx —p) = 0 de raíces 
jc, = jc 2 =*f y jc 3 = f. La ecuación desarrollada es 

abc jc 3 - (acn + bcm + abp)x~ + (anp + bmp + cmn)x - mnp = 0 . 

Nuevamente el término independiente es el producto de los numeradores de 
las raíces y el primer coeficiente es el producto de lo denominadores. 

Generalizando para una ecuación de cualquier grado, podemos establecer las 
propiedades de las posibies raíces fraccionarias de la ecuación: éstas son de la forma 
$, donde 

M es divisor del término independiente y 
N es divisor del primer coeficienie. 
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Resolución de ecuaciones con raíces fraccionarías 

Observaciones: 

1) Es obvio que una ecuación de coeficientes enteros sólo puede tener raíces 
fraccionarias (racionales) si el coeficiente del primer término es distinto de 1. 

2) A1 resolver una ecuación es conveniente buscar primero las raíces enteras, 
si las tiene, y posteriormente las fraccionarias. 

3) Para buscar las raíces fraccionarias, conviene probar con las fracciones 
positivas (desde las de menor denominador) y proseguir con las negativas (desde las 
de menor denominador también). 

/ 

4) Ai realizar la división sintética con una fracción M/N los coeficientes del 
cociente resultante serán siempre divisibles por N, como se comprobará en los 
ejemplos que resolveremos. Si simplificamos dichos coeficientes por N, 
trabajaremos con cantidades más pequeñas y se nos facilitará la tarea de eliminar de 
la Tabla de posibles raíces las fracciones que no lo sean. 

Eiemplo 32 ’ 

Resolver la siguiente ecuacion y factorizar el primer miembro: 

24x s - 1 28x 4 + 250x 1 2 - 220 jt + 86 .t -12 = 0 

(Las notas al final del 
ejercicio explican Ios pasos 
seguidos y los razonamien- 
tos hechos) 


12jc 5 - 

64 a- 4 

+125 jr 

-IIOjt 

+ 43* 

-6 = 0 

(i) 


12 

-64 

125 

-110 

43 

-6 

(2) 

1 


12 

-52 

73 

-37 

6 

(3) 


12 

-52 

73 

-37 

6 

LQ 

(4) 

2 


24 

-56 

34 

—6 




12 

-28 

17 

-3 

LQ 


(5) 

1/2 


6 

-11 

3 





12 

-22 

6 

LQ 





6 

-11 

3 




(6) 

3/2 


9 

-3 






6 

-2 

LO 






1/3 

3 -1 

1 


3 LQ 


(1) Simplifícamos la ecuación y verificamos si está ordenada en forma decreciente. 

(2) Disponemos los coeficientes para realizar la división sintética. Elaboramos la Tabla de 
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posibles raíces enteras con los divisores del término independiente; dado que los 
coefícientes son altemadamente positivos y negativos, la ecuación sólo tiene raíces 
positivas. 


Tabla 

de posibles raíces enteras 
12 3 6 


(3) Probamos con 1 obteniendo residuo nulo. 

(4) Volvcmos a probar con 1 (podría ser raíz múltiple) sin resultado. Taphamos el I de la 
. Tabla. Probamos con 2 y obtenemos residuo nulo. Revisamos la Tabla, de la que 

eliminamos los números que no dividen el último término del cociente resultante: 


Tabla 

de posibles raíces enteras 
3 


(5) Probamos con 3 y, al no obtener residuo nulo, concluimos que la ecuación no tiene 
más raíces enteras. Fabrícamos la Tabla de posibles raíces fraccionarias. Son de la 

forma MiN: 

M puede tomar los valores 1 y 3 (divisores del último término) 

N puede tomar los valores 2, 3, 4,6, y 12 (divisores del primero) 


Tabla 

de posibles raíces fraccionarias 

i i i i ú 

i i i i é 


Eliminamos de la Tabla los números , j¡ y -fc , pues, al ser simplificados , o no son 
fracciones o repiten algunas de las anteriores. Por otra parte, no colocamos valores 
negativos pues ya determinamos, al comenzar el ejercicio, que la ecuación sólo tiene 

raíces positivas. _ 

Tabla 

de posibles raíces fraccionarias 

\ + i ¿ TÍr 

\ I' 


Probamos con ■} obteniendo residuo nulo. 

> 

(6) Simplifícamos por 2 los coeficientes del cociente resultante y eliminamos de la Tabla 
las firacciones cuyos denominadores no dividen ya al primer coeficiente: 
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Tabla 

de posibles ratces fraccionarias 

± i i 


Volvemos a probar con 4“ sin resultado Oo eliminamos de la Tabla) y a continuación 
con | obteniendo residuo nulo. 

(7) Simplificamos por 2 los coefícientes del cociente resultante y eliminamos las 
fracciones que ya no pueden ser raíces. 


_ / 

Tabla 

de posibles raices fraccionarias 


Con obtenemos el último rejiduo nulo. 


Las raíces de la ecuación 
son en definitiva: 


JC, =1 
x 2 = 2 

*5 =Í 


Para factorizar el primer 
miembro tenemos dos 
opciones: 


a) Utilizar ia relación IV 
de la pág. 36: 


1 2 (x - 1) (jc - 2) (jc - !)(•* - i) (•« - $) = 0 


Descomponemos el 12 así: (* - l)(x - 2)- 2(x - • 2(x - • 3(x - = 0 


Multiplicamos: 


(jc - 1)(JC - 2)(2jc - 1)(2jc - 3)(3jc -1) = 0 


b) Teniendo en cuenta que 
£ es la raíz que se obtiene 
del factor ax - b si la ecua- 
ción tiene coeficientes en- 
teros, escribimos un factor 
en esa forma por cada raíz 
fraccionaria sin necesidad 
de colocar entonces a 0 (en 
este caso 12) cpmo primer 
factor: 


(JC -1) (x - 2) (2 Jt -1) (2jc - 3) (3x -1) = 0 
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Eimehi 21 

Resolver la ecuación 36.r 4 + 24x 3 - 47x 2 + x + 6 = 0, sabiendo que no tiene 
raíces enteras. Factorizar el primer miembro. 


1/2 

36 

24 

1$ 

—47 

21 

1 

-13 

6 

-6 

(1) 


36 

42 

-26 

-12 

LQ 

(2) 

2/3 

18 

21 

12 

-13 

22 

-6 

6 


(3) 


18 

33 

9 

LQ 


(4) 

/ 

3/2 

6 

11 

-9 

3 

-3 



(5) 


6 

2 

LQ 




1/3 

3 

-1 

1 




(6) 


3 

LQ. 






Notas explicativas 

(1) Después de expresarle nuestro más profundo agradecimiento al autor del libro por 
habernos dado el dato de que la ecuación no tiene raíces enteras (lo cual nos ahorra el 
trabajo infructuoso de probar con los números ±1, ±2 t ±3 y ±6), elaboramos la Tabla 
de posibles raíces fraccionarias: 

Posibles numeradores: 1, 2, 3, 6 (divisores del último término) 

Posibles denominadores: 2, 3 t 4, 6, 9 t 12 t 18 y 36 (divisores del primero) 


Tabla 

de posibles raíces fraccionarias 


±| 

±1 

±4 

±1 

±* 

±i 

±i 

±i 

±1 

±i 

±i 

±i 

±í 

±1 

±1 

±f 


±9 Í'A' 

±9 ± T2' ±lV ±-& 

±9 ± 1 ^ ±18 ±^ 

±£ ±A ±& 


Eliminando los números que t al ser simplificados , resultan enteros o repiten fraccio- 
nes anteriores, la Tabla queda así: 

Tabla 

de posibles raíces fraccionarias 
±+ ±4 ±6 ±Í ±lV ±lV ±Í 

±1 ±¿ 

±1 ±1 
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(2) Probamos la división con -J- y obíenemos el primer residuo nulo. 

(3) Simpiificamos por 2 los coeficientes del cociente resultante y eliminamos de la Tabla 
las fracciones que ya no pueden ser raíces de la ecuación: 




Tabla 


de posibles raíces fraccionarias 

±1 

±4 

*4 ±4 

±4 

±4 

±4 


(4) A1 probar con ■£, y no obtenemos residuo nulo, por lo que los vamos tachando 
de la Tabla. (Casi nunca hay que llegar a terminar una división sintética para constatar 
que una determinada fracción no es raíz: si al multiplicar un coeficiente del cociente 
por eila el resultado no es entero, ya podemos descartarla). 

A1 probar con $ obtenemos residuo nulo. 

(5) Simplificamos por 3 los coeficientes del cociente resultante y eliminamos de la Tabla 
las fracciones que ya no pueden ser raíces. Eliminamos también los signos positivos, 
pues el último cociente tiene coeficientes positivos. 


Tabla 

de posibles raíces fraccionarias 

-4 -4 -i 
-i 


-4 


Probamos con - -J- sin resultado y luego con - que sí es raíz. 

(6) Simplificamos por 2 los coeficientes del cociente resultante y revisamos la Tabla. 


Tabla 

de posibles rat'ces fraccionarias 


-4 


--J- es ia uitima raíz. 
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Las rafces de ta ecuación 
son, enóefinitiva: 


y la ecuación, factorizada: 



(2jc - 1)(3a: - 2)(2jc + 3)(3jc +1) = 0 


Otro mótodo 

para resolvcr una ecuación con raíces fraccionarias consiste en hacer un 
Cambio de Variable para transformar la ecuación en una que sólo tenga raíces 
enteras, es decir, en una ecuación en la que el coeficiente del primer término sea 1. 

En la ecuación que acabamos de resolver, esto se logra con el siguiente 
Cambio de Variable: 



En efecto, la ecuación dada 

es 36 jc 4 + 24jc 3 - 47jc 2 + x + 6 = 0 


Haciendo el Cambio de 
Variable: 




+—+ 6=0 

6 


Simplificando: 



+ —+ 6 


0 


Multiplicando la ecuación 
por 36: 


y 4 + 4 y 3 - Aly 2 + 6y + 216 = 0 


Resolvemos, como ya 
sabemos, por Ruffini: 


Las raíces dc la ecuación 
son: * 



y 4 = -9 


Deshaciendo el Cambio de 


*! =± 


x 2 =i 


X 2 =-\ 


X A =-Í 
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( Ejercicioll 

Resolver las siguientes ecuaciones y factorizar en cada caso el polinomio del 
primer miembro: 

1) 60jc 2 - 5jc + 20jc 3 -15 = 0 

2) - 19JC 1 + 6jc 4 +I4* 2 -x-2 = 0 

‘Ji 18jc 4 — 18jc -I- 18jc 3 — 14jc 2 -4 = 0 

4) 32jc 2 - 8jc 4 - 13jc 3 - 12jc -t- 4 jc s =0 

(sj) 12jc 4 -32x 3 +13jc 2 +8jt-4 = 0 

6) 30jc 4 - 29jc 3 - 7jc 2 + 5* +1 = 0 

7) 144jc 5 +36jc 4 -28jc 3 -3jc 2 +jc = 0 

8) 225 + 16jc 4 - 136jc 2 = 0 

9) 120jc 5 + 154jc 4 +71jc 3 +14jc 2 +jc = 0 

10) 20jc 4 + 62jc 3 + 70jc 2 + 34jc + 6 = 0 

11) 140jc 2 - 490-c 4 -10 + 360x 6 = 0 

12) 16jc a -1 12jc 5 + 216x 4 - 8 jc 3 - 247jc 2 + 105jc = 0 

13) 30jc 4 + 49jc 3 - 106jc 2 + 49jc -6 = 0 

14) IOjc 5 +21jc 4 -35jc 3 — 15jc 2 +25aj —6 = 0 

15) 36jc 5 + 12jc 4 -71jc 3 -48jc 2 +5jc + 6 = 0 

16) 1 8jc 5 - 33jc 4 - 22jc 3 + 33jc 2 -4 = 0 

Raíces complejas 

de una ecuación con coeficientes reaies 

Si un complejo a + bi es raíz de la ecuación con coeficientes reales P lx) = 0, 
entonces su conjugado a - bi también es raíz de la ecuación. 

En efecto, sea la ecuación Q ^ x n + a ^ x n ~ [ + . + a ^ x + a n = 0 

Si a + bi es raíz. entonces ^o+bi) ~ 0 

A1 calcular P^bip 

sustituyendo la variable de 
la ecuación por a + bi, las 
potencias pares de b i 
producirán números reales, 
mientras que las potencias 
impares de bi producirán 
diversos múltiplos de la 
unidad imaginaria. 


Si representamos por M la 
suma algcbraica de las 
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partes reales que resultan 
de esta sústitución y por N 
la de las imaginarias, ten- 
dremos que 

M + Ni = 0 

y en consecuencia que 

M = 0 


N = 0 

Si ahora hallamos 

las potencias pares de -bi 
serán iguales a las poten- 
cias pares de bi. Las po- 
tencias impares de -bi 
tendrán signo opuesto a las 
de bi. Por tanto 

I 

II 

or 

y, dado que M y N son 
iguales a cero, quedará que 

P(a-b¡) ~ 0 

y en consecuencia a - b i 
también scrá raíz de la 
ecuación. 

1 


/ 


Raíces irracionales 

de una ecuación con coeficientes racionales 

Si un número irracional a + \b es raíz de la ecuación de coeficientes 
racionales P M = 0, entonces su conjugado a-^ib también es raíz de la ecuación. 

La demostración de esta afirmación es análoga a la que utilizamos en el punto 
anterior para las raíces complejas de una ecuación. 


Resolución de ecuaciones 
con dos raíces compiejas o dos raíces irracionales 

Si una ecuación con coefícientes racionales tiene dos raíces complejas o dos 
rafces irracionales, éstas pueden ser halladas utilizando la fórmula de resolución de 
la ecuación de segundo grado al terminar de hallar las raíces enteras y fraccionarias, 
como se muestra en los siguientes ejemplos. 


Eiemolo 34 

Resolver la ecuación 2x* - x l -1 5jt + 22>x + 15 = 0 

Buscamos. tal como hcmos 
hecho hastá afyora las 
raíces enteras y fraccio- 
narias: 
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2 

-1 

-15 

23 

15 

-3 


-ó 

21 

-18 

-15 


2 

-7 

6 

5 

LQ 

-1/2 


-1 

4 

-5 



2 

-8 

10 

LQ 



Después de agotar las 
posibiiidades de raíces 
enteras y fraccionarias, 
queda la ecuación: 

Simplificando: 

Utilizando la fórmula de la 
ecuación de segundo gra- 
do: 


2x 2 -8x + 10 = 0 
* 2 -4* + 5 = 0 

4±V(-4) 2 -4-1-5 

2-1 


4±^A 


x 


4±2i ' 
2 


Raíces de la ecuación: 


x = 2 ± i 


*,=-3 

X 2=~Í 

X 5,4 = 2±Í 


/ 


EjempkiS. 

Resolver la ecuación jc 4 + lx 3 + Ix 1 - 30* - 40 = 0 

Buscamos las raíces ente- 
ras: 



1 

7 

7 

-30 

-40 

2 


2 

18 

50 

40 


1 

9 

25 

20 

LQ 

'~4 


-4 

-20 

-20 



1 

5 

5 

LQ 



La ecuación no tiene más 
raíces enteras. Fracciona- 
rias tampoco por ser 1 el 
primer coeficiente. Queda, 
pues, para resolver la 
ecuación X 2 +5jí + 5 = 0 


X = ■ 


-5 ± V5 2 -4-5-1 


2-1 
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Raíces de la ecuación: 


X 


-5±V5 

2 


x,=2 

x 2 =-4 

-5 ± V 5 


( Ejercicio 12 

Resolver las siguientes ecuaciones: 

1) 17jc + x 4 -4jc 3 -14 = 0 

2) x 4 + 8jc 3 + 8jc 2 - 37jc - 38 = 0 

3) 4jc 4 + 22jc 3 +1 2jc 2 - 8jc - 2 = 0 

4) 9x 4 + 123jc 2 - 60jc 3 - 42* - 30 = 0 

5) jc 4 + 3jc 3 - 26jc 2 - 75jc + 25 = 0 

6) jc 5 -15jc 3 + 16jc 2 +2x 4 — 4x = 0 

7) 18jc 4 — 24jc 3 +6x 2 -12jc+ 12 = 0 
Ji)) 24 ac 4 + 4x 2 — 4jc 3 + 8 — 20jc = 0 
9) 9jc 5 + 4jc 3 - 2-c + 5jc 2 - 6jc 4 = 0 

10) 6jc 6 +5jc 5 + 4jc 4 -8jc 3 -12jc 2 + 3jc + 2 = 0 

Ecuaciones recíprocas 

Llamaremos Ecuación recíproca de primer tipo a una ecuación de la forma 

ax n +bx n ~ l +cx n ~ 2 -I-. + cx 2 +bx + a = 0 

en la que los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos son iguales. 

Llamaremos Ecuación reciproca de segundo tipo a una ecuación de la forma 

ax n + bx n ~ 1 +cjt fl “ 2 +. —cx 2 - b x - a = 0 

en la que los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos son opues- 
tos. 


Las ecuaciones recfprocas de cualquiera de los dos tipos pueden ser de grado 
par o de grado impar. 
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Las ecuaciones anteriormente descrixas se llaman recíprocas porque gozan de 
la propiedad de poseer pares de raíces recíprocas: esto quiere decir que si a es raíz 
de la ecuación, también lo será 1 /a. 


En efecto, en las de primer 
tipo tenemos que 

Y, por otra parte. 


P (a) = aa" +ba" ' +ca" 2 + - -+ca 2 +ba + a 



a_ _b_ 
a" + a"-' 



c b 

+ — r + — + a 
a a 


Sacando mínimo común 
denominador: 



a + ba + ca 2 + 


+ c«"~ 2 +¿>q n ~ l + aa" 
a" • 


El numerador es igual al 
* desarrollo de ^(ir)* por con> 
. siguiente: 



Si P (a) es cerp, por ser a raíz de la ecuación, entonces también P (±) es cero y 
en consecuencia i la también es raíz de la ecuación. 

Se puede comprobar fácilménte a través de un razonamiento análogo que lo 
dicho es válido para las ecuaciones recíprocas de segundo tipo. 


Resolución de ecuaciones recíprocas 

Las ecuaciones recíprocas tienen características especiales según su tipo y 
grado. Las estudiaremos, por tanto, por separado. 


A) Ecuaciones recíprocas de primer tipo de grado par 

Para resolverlas utilizaremos el siguiente procedimiento (ejemplifícado con 
una ecuación de sexto grado): 

Sea laecuación (3jr 6 +bA: 5 +cjt 4 +<ijt 3 +cJt 2 +¿>jt + a = 0 


1) Dividimos cada uno de 
los términos por x? n (en 
este caso por x 3 ): 



Simpiificando: 


QX 3 +¿?Jt 2 +CJt + d + 



= 0 


Agrupamos ios pares de 
términos equidistantes de 
los extremos, sacando 
factor comúo en cada par: 
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Preparamos el siguientc 
Canihio de Variable: 


Para calcular 



procederenios así: 



+ 2-1 —j = y~ 



Y. por últirno, para calcular 



, , 3 1 3 

x + 3jc + — + — = y 3 


JC JC 


*3 + +3 x + - =/ 


* + -J. 
< X- J 


= >' -3» 


" c,mb¡0 * “(y' - 3»)+ I>(y ! - 2)+ cy + d =o 

4) Resolvemos la ecuación 
en y obteniendo, en este 

caso, tres raíces: y = y “ 3*2 

5) Deshacemos el Cambio 

de Variable y resolvemos • 
cada una de las ecuaciones ( 1 i 

KJ 

Veámoslo con un ejemplo práctico: 



y = y> 



Ejemplo 36 

Resolver la ecuación 3jc 6 - 8jc 5 - 92x 4 + 54 jc 3 - 92jc 2 - 8jc + 3 = 0 

Es u na ecuación del pri- 
mer tipo y dc grado par. 
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Procederpos, pues, a resol- 
verla utilizando el procedi- 
miento antes explicado. 

1) Dividimos cada término 
por jr': 


Simplificando: 


Agrupando los pares de 
términos equidistantes de 


3x 6 8x 5 92x 4 54x 3 92x 2 8x 3 


3 " — + —=» 

X X X 


3jc 3 - 8x 2 - 92 jc + 54 - — - 4-+ A = 0 
jc jr jc 


términos equidistantes de / j \ / j \ / j\ 

los 'extremos y sacando 3 JC 3 + — 1 - 8 JC 2 + — J — 92 JC + — + 54 = 0 

factor común en cada par: V X ) \ X J V x) 


\ par: 

•Haciendo el Cambio de 
Variable j = y 

(y los derivados de él): 

Después de multiplicar y 
reducir términos semejan- 
tes queda: 

Resolvemos la ecuación 
utilizando Ruffini: 


3(/-3y)-8(r -2)-92y+54 = 0 

y 

3y } -8y 2 -\0\y + 70 = 0 


Con los siguientes resulta- 
dos: 

Deshaciendo el Cambio de 
Variable, tenemos: 

a) 


7 

3 

-8 

21 

-101 

91 

70 

-70 

-5 

3 

13 

-15 

O O 

LQ 

2/3 

3 

-2 

2 

LQ 



3 

LQ 




= 7 



= — 5 


X H — = 7 

JC 

jc 2 - 7jc +1 = 0 


jc = 


7 ± V 49 - 4 


>3 =t 


x ,, =■ 


7±3V5 
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b) 


jc + — = -5 
jc 

jc 2 + 5jc + 1 = 0 


x = 


~5± V25-4 


* 3.4 =- 


-5±V21 


c) 


1 2 

x+ —= - 
jc 3 


3jc 2 - 2jc + 3 = 0 


. 2±V4-36 

jc =- 

2-3 


^ 5 .6 = ~± 


1 ^ 2V2 . 


B) Ecuaciones recíprocas de primer tipo de grado impar 

Tienen la particularidad de que admiten la raíz -1 y son divisibles, por tanto, 
por jc + 1. Esto es fácilmente verificable hallando 

Para resolverlas aprovcchamos esta particularidad y separamos primero la 
raíz -1 mediante una división sintética. E1 cociente resultante será recíproco del 
primer tipo de grado par y se resuelve con el método anteriormente descrito. 

EiímjjloJI 

Resolver 2jc 5 - 3jc 4 - 4jc 3 - 4jc 2 - 4jc + 2 = 0 

Como es una ecuación 
recíproca de primcr tipo y 
dc grado impar, admitc la 
raíz -1. 

La separamos mediante 
una división sintética: 



2 -3 

-4 

-4 

-3 

-2 

-1 

-2 

5 

-\ 

5 

-2 


2 -5 

1 

-5 

2 

LQ 


Obtenemos así la prímera 
raíz de la ecuación: 
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y nos c l u ? da el «ociente 2x 4 - 5* 3 + X 2 - 5* + 2 = 0 

que, por ser de primer tipo 
y de grado par, puedd'ser 
resuelto por el método 
conocido. 


Dividiendo cada término 
porjr 2 y simplificando: 


2x 2 — 5jc -f-1 — — h—= 0 

X X* 


Agrupando los pares de 
términos equidistantes de 
los.extremos y sacando 
factor común en cada par: 


2 ( x2 + x0 5 ( JC+ *) +1 “° 


Efectuando el Cambio de 

Variable ^ + ij = y ' 4 2 (y 2 - 2)- 5y +1 = 0 


queda la ecuación: 


cuyas soluciones son: 


2y 2 -5y-3 = 0 

?i= 3 


Deshaciendo el Cambio de 
Variable, tenemos: 



X 


x 2 -3jc + 1 = 0 


3± V9--4 

X -- 



b) 



2x 2 +x + 2 = 0 


x = 


-l±Vl-16 

4 


1 ± Vl5 

4 ~ 4 1 
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C) Ecuaciones recíprocas de segundo tipo de grado par 

Las ecuaciones recíprocas de segundo tipo de grado par tienen dos 
particularidades: 

1) Su término central debe ser nulo, porque el coeficiente de dicho término 
debe ser opuesto a sí mismo y esta condición no la satisface ningún número distinto 
de cero. 

Por ejemplo, en la ecuación ax 4 + bx l + cx 2 - bx-a = 0, el primero y 
segundo coefícientes tienen su opuesto, respectivamente, en el último y penúltimo 
coeficientes. E1 término central debe tener su opuesto en sí mismo y esto sólo es 
posible si, como hemos dicho, c es igual a cero. En tal caso tendr^mos la ecuación 
ax 4 +bx* -bx-a = 0 que sí es recíproca de segundo tipo y de grado par. 

2) Admiten las raíces 1 y -1, lo cual es fácilmente comprobable hallando /’a, 

y *Vn- 


Resolución: separamos primero las raíces 1 y -1 mediante dos divisiones 
sintéticas y el cociente resultante (que será recfproco del primer tipo y de grado par) 
lo procesamos por el método conocidc*. 


Eimnhi M 

Resolver 2x 8 + jr 7 - 17x 6 + x s - x* + 17x : - x - 2 = 0 

La ecuación cs de segundo 
tipo y dc grado par por lo 
cual admitc las raíces 1 y 

-I. 


Las separamos mediante 
divisiones sintéticas: 



2 

1 -17 

1 0 -1 

17 

-1 

-2 

I 


2 3 

-14 -13 -13 

-14 

3 

2 


2 

3 -14 

-13 -13 -14 

3 

2 

U) 

-1 


-2 -1 

15 -2 15 

-1 

-2 



2 

I -15 

2 -15 1 

2 

LQ 



Obtenemos así las dos 
primeras raíces: 


*\ =1 


x, =-l 


Y la ecuación restante es 
del primer tipo y de grado 

par. 2x 6 + x 5 - 15* 4 +2jc 3 - 15jc 2 + x + 2 = 0 


Dividiendo cada término 
por x 3 : 


2jc 3 + X ~ —\ 5x + 2 - + —— + —- = 0 

JC JC“ JC 


Agrupando pares y sacan 
do factor común: > 
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Haciendo el Cámbio de 


Variable ^jr + —j = y 

2(y 3 -3y) + (y 2 -2)-15y + 2 = 0 

Multiplicando y reducien- 
do términos semejantes: 

2y 3 +y 2 -21^ = 0 

Sacando factor común: 

y(2y 2 +y-2l) = 0 

Factorizando la expresión 
del paréntesis: 

y(2y + l)(2y-6) = 0 

de donde 

x=o y 2 =-i 

'Deshaciendo el Cambio de 
Variable: 


a) . 

x + — = 0 


X, =3 


x 2 +1 = 0 


x X4 =+i 


b) 


1 7 

x + — = — 
* 2 


2at +7x + 2 = 0 


*s.6 = 


-7±V33 


C) 


JC H-= 3 

X 


* 2 - 3 * +1 = o 


a — 


3 ±V 5 


D) Ecuaciones recíprocas de segundo tipo de grado impar 

Admiten la raíz 1. 

Pará resplverlas, separamos primero la raíz 1 mediante una división sintética 
y continuamos después como en los ejemplos anteriores. 
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Cuadro Sinóptico de las ecuaciones recíprocas 


del primer-tipo 

P {x) = ax n +bx n ] + cx n 2 + . + cx 2 +bx + a = 0 

si n es PAR 

Dividir entre x~ \ agrupar por pares los 


términos equidistantes de los extremos, sacar 
factor común y efectuar el siguiente Cambio de 
Variable: 


Hb 


(HH- 2 

^•c 4 5 6 7 +~rl = y 4 _ 4> 2 +2, etc. 


Resolver P (v) y deshacer el Cambio de 


Variable 

si n es IMPAR 

P (x) admite la raíz -1 

del segundo tipo 

P (x) =ax n +bx"~ * l +cx n ~ 2 + . -cx~ -bx-a = 0 

si n es PAR 

(y el término central es nulo) 

P {() admite las raíces 1 y -1 

si n es IMPAR 

P (x) admite la raíz 1 


C Ejerclcio13 

Resolver las siguientes ecuaciones: 

1) 3jc 4 + 4jc 3 - 14jc 2 + 4x + 3 = 0 

2) 6x 4 +35jc 3 +62jc 2 +35x + 6 = 0 

3) 12jc 4 — 1 Ijc 3 — 146jc 2 — 1 Ijc + 12 = 0 

4) 2jc 4 - 5jc 3 + 4jc 2 - 5jc + 2 = 0 

5) jc 4 + 2jc 3 + 2jc 2 + 2jc + 1 = 0 

6) 2,c 4 - 7 jc 3 + 4jc 2 — 7jc + 2 = 0 

7) 72jc 4 -6jc 3 -181jc 2 -6jc + 72 = 0 
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8) 150* 4 - 95x 3 - 686* 2 - 95 jc +150 = 0 

9) 6x 5 -+• 1 Ijc 4 — 33x 3 - 33jc 2 + 1 Ijc + 6 = 0 

10) 6x 5 - x K - 43jc 3 + 43jc 2 + a: - 6 = 0 

11) 6jt 5 + 29jt 4 +27;r 3 -27jt 2 -29jt-6 = 0 

12) V-4x 4 +3jt 3 +3;t 2 -4;t + l=0 

13) 2x s - 15.t 4 + 37x 3 - 37x 2 + 1 5* - 2 = 0 

14) 12jc 6 + 35x 5 — 112V — 270* 3 -112x 2 + 35 a: +12 = 0 

15) 2x 6 - 5x 5 + 2 a: 4 - 2jc 2 + 5x - 2 = 0 

16) x 6 -5x 5 +x* -x 2 +5*-l = 0 ' 

' 17) 3jc 6 + \Ax 5 + 1 Ijc 4 — 1 lx 2 - 14jc -3 = 0 

18) a: 6 - 1 lx 5 + 37jc 4 - 46jc 3 + 37jc 2 — 1 Ijc + 1 = 0 

19) 2jc 6 - 3jc 5 — 2jc 4 - 9jc 3 - 2jc 2 - 3a: + 2 = 0 

20) 6jc 7 +5jc 6 - 15jc 5 +4jc 4 +4j: 3 -15x 2 + 5jc + 6 = 0 

21) 6jc 6 - 35 jc 5 + 56 j : 4 - 56jc 2 ,+35jc — 6 = 0 

22) 2x 7 - \9x b + 39x 5 -21 jc 4 + 21x 3 - 39x 2 + 19 jc-2 = 0 

23) 6jc 8 + 13* 7 - 53jc 6 - 137;t 5 + 1 37jc 3 + 53;t 2 — 13jc — 6 = 0 

24) 6;t 8 + 7;t 7 + 24 jc 6 + 20;t 5 + 36;t 4 + 20j: 3 + 24;t 2 + Ix + 6 = 0 

25) 2jc 8 + 7jc 7 - 43jc 6 + 14jc 5 - 41jc 4 + 14jc 3 - 43x 2 + 7jt + 2 = 0 

26) a 2 b 2 x 5 +a 2 b 2 jc 4 -(a 4 +b i )x 3 -( a ' +fc 4 )jt 2 +a 2 b 2 x+a 2 b 2 = 0 

27) ot 4 - (a -1) 2 Jt 3 - (2a 2 - 2a + 2) ;t 2 - (a -1) 2 ;t + a = 0 

Ecuaciones trascendentes de grado superíor 

Resolveremos ecuaciones trigonométricas, logarítmicas y exponenciales de 
grado mayor que 2. 

Si se hacen convenientes Cambios de Variable, se transforman en ecuaciones 
como las resueltas hasta ahora. 

De no hacer Cambios de Variable, es necesario tener en cuenta que las raíces 
que se obtienen no son los valores de * que anulan la ecuación, sino los valores de 
seiu, tgx, lgu, e\ 3\ etc., que sí la anulan. 

Para la resolución de ecuaciones trascendentes elementales remitiremos a 
nuestro libro Selección de Temas de Matemática 4: páginas 

79 y ss. (para las ecuaciones exponenciales), 

87 y ss. (para las iogarítmicas) y 
185 y ss. (para las trigonométricas). 
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Eiemplo 29 _ 

Resolver la ecuación 8cos 4 x-4cos' x - lOcos 2 jc + 3cosjc + 3 = 0 


Utilizando Ruffini : 



8 

-4 

-10 

3 

3 

1 


8 

4 

-6 

-3 


8 

4 

-6 

-3 

LQ 

-1/2 


-4 

0 

3 



8 

0 

-6 

LQ 



La ecuación no tiene más 
raíces racionales. Factori- 
zando, tendremos: 


o también: 

En consecuencia: 


(cosx-lXcosjc + ^)(8cos 2 x-ó) = 0 
(cos x - 1^2 cos x +1)(4 cos 2 jc - 3) = 0 

COS JC = 1 COSJC = - + 


COS 2 JC = 4 


Resolvemos estas tres e- 
cuaciones elementales: 

») COSJC = l 


x = 2 kn 


b) 


c) 

+ V3 

cos x = ± — 
2 


cos x = -f 



cos 2 x = j 


I -L K 

x = kn± — 
_6 


Eiemplo 40 ; 

Resolver: 2sen 3 x -f 3sen 2 x - 3sen x — 2 = 0 

Utilizando Ruffini: 
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E! proccso da origen a las 
siguientes ecuaciones ele- 
mentales: 


*) 

de rlonde ^ 

b) 

que no tiene solución 

c) 

• cie donde 


senjc = 1 

x = ~ + 2 kit 

12 

sen x = -2 

(INADMISIBLE) 

sen x - - + 

x = kn-(- l)*f 
_ 6 


/ 


Ejempkf 41 

% 

Resolver: 3tg 3 jc-2tg 2 jc — 3tg jc -+-2 = 0 

Utilizando Ruffini: 



Resolvemos ahora !as si- 
guientes ecuaciones ele- 


mentales: 


*) 

-H 

II 

* 

ap 

de donde 

x = Jfc-180 o ±45° 


b> 

tgjc = •§■ = 0,667 

de donde 

jt = Jt-180° + 33°4r 


Eiemplo 42 

Resolven 12 cos 2 jc +16 cos jc - 4sec x - tg 2 x = 0 

Antes de ' resolver la 
ecuación debemos hacer 
atgunas transformaciones 
para unificar la variable. 
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Utilizaremos conocidas i- 
dentidades trigonométricas. 


Transformando el cuarto 

término: - 12 COS 2 X + 16 cos x - 4 sec X - sec 2 x +1 = 0 

Multiplicando toda la ^ 

ecuación por cqs 2 jc: 12 COS 4 JC + 16 COS 3 X — 4 COS X — 1 + COS 2 X = 0 

Ordenando: j 2 COS 4 Jí + 16 COS 3 OC + COS 2 JC - 4 COS JC - 1 = 0 

Utilizando Ruffini: 



12 

16 

i 

-4 

-1 

-1 


-12 

-4 

3 

1 


12 

4 

-3 

-1 

LQ 

1/2 


6 

5 

1 



12 

10 

2 

LQ 


•i 

6 

5 

1 



■1/2 


-3 

-1 




6 

2 

LQ 




-1/3 

3 1 

-1 


3 LQ 


Rcsultan las siguientes e- 
cuaciones elementales: 

a) cos j: = -1 

dettondc x = m° + k- 360 ° 

x = 180°(l + 2Jk) 


b) 

de donde 


c) 


de donde 


cosj: = ±| 


jc = Jk • 180° ± 60° 


cosjc = -•$• 
cosjc = -0,333 


jc = /t 360°±109 o 28' 


Ejmz kt 41 __ 

Resolver: , lg’ jc - 7 lg x + 6 = 0 
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Utilizando'Ruffini: 




1 


0 

-7 

6 


1 



1 

1 

-6 



1 


1 

-6 

LQ 


2 



2 





1 


3 

Lü 



-3 



-3 





1 


LQ 



Resultan las siguientes e- 
cuaciones elementales: 







a) 

lg 

2 X = 

= i 




de dondc 

X 

= 2 





b) 

'g; 

i*- 

2 




de donde 

X 

= 4 





c) 

lg> X = 

-3 




dc donde 

X 

=i 






EjmeinJÍ. 


Resolver: 3 3jr —10' 

3 2 ' + 7-3" +18 = 0 

Utilizando Ruffini: 


1 -10 

7 

18 


2 

2 

-16 

-1$ 



1 -8 

-9 

LQ 


9 

9 

9 




1 1 

LQ 


1 

-1 





l LQ 



Resultan las siguientes e- 
cuaciones elementales: 





a) 

3* 

= 2 



de donde 

X 

= lg, 2 = 0,6309 



b) 3' = 9 


3' = 3 2 

de donde Y = o 
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c) 


3* = -1 


que no tiene solución: . (INADMISIBLE) 


EÍmillSLál 

Resolver: 2 4a+4 - 53 • 2‘ ,4+1 +189 2 Í4 - 43 • 2' +l + 8 = 0 


Hacemos las siguientcs 
transformaciones para uni- 
ficar la variable: 


2 4j+ 4 = 2 4 ' . 2 4 =i6- 2 4 ’ = 16 ( 2 ') 4 
2 J,+I = 2 ' 1 ' -2 = 2 ( 2 1 ) 3 
2' x = (2 1 ) 2 
2 <+, = 2'.2 = 2 ( 2 ') 


Sustituyendo: 


ló^'^-lOó^'^ + lSO^-Só^+S^O 


Utilizando Ruffini: 



Resuitan las siguientes e- 
cuaciones elementales: 


a) 

V =2 

dc donde 

x = \ 

b) 

K> 

II 

de donde 

rN 

II 

X 

c > 

r = + 

de donde 

X = -1 

d) 

2'=¿ 

de donde 

m 

1 

II 

H 
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( Elerclclp 14 

Resolver las siguientes ecuaciones: 

1) 4sen 4 jr-12sen 3 x + 7sen 2 Jí + 3senjr-2 = 0 

2) , tg 4 x + tg 3 jc — 5 tg : jc — 3 tg jc H- 6 = 0 

3) 2cos 3 x + 2cos 2 a:-cos*-1 = 0 

4) 2sec 4 jr + 9sec 3 jt-18sec 2 jr-71secA:-30 = 0 

5) 2sen 3 Jt + 3sen : jc-3senjc-2 = 0 

6) lOsen 3 jc + 13sen J jc + 2senjc-l = 0 / 

7) 8sen 4 jc + 4sen 3 jc + lOcos 2 o:-3sen jc-7 = 0 

8) 2tg 4 jc + sec 4 jc-3tg 3 jc- 5sec 2 jc-4tg 2 jc +tg jc+ 6 = 0 

9) 12sen 2 jc-25senjc + 2cscjc + l = 0 

10) lOcos 2 jc-17cosjc - 7secjc + 3tg 2 jc-34 = 0 

11) lg 3 jc-61g 2 Jt + ll lgjc-6 = 0 

12) 7 lg 3 jc - 23 lg 2 jc + 20 lg jcc 4 = 0 

13) 7 lg 3 jc - 8 lg : jc - 41 Ig jc + 6 = 0 

14) lg 4 jc-8 1g 3 Jt + 17 lg 2 JC + 2 1g 2 Jt-24 = 0 

15) 6 lg 3 jc — 11 lg 2 jc + 6 lgjc + colgl0 = 0 

16) 3 1g 3 Jt + 2 lg 2 jc +7colgJt+lglOO = 0 

17) l g ;jc + 2 1g 4 jc-16 1g 3 x-2 lg= jc + 15 lg 3 jc = 0 

18) 61g 4 x-lg’jc-24 lg 2 jc + 4 Igjc = 0 

19) 2 3x - 7 • 2 24 +14 • 2' - 8 = 0 

20 ) 2 3x - 6 • 2 2í +11 • 2 ' - 6 = 0 

21) 3 4x -12 • 3 ,Jt + 26 • 3 2x +12 • 3 X - 27 = 0 

22) 2 4x -10 • 2 3x + 35 • 2 2x - 50 • 2 X + 24 = 0 

23) S x -r-2 x *' +2 = 0 

24) 2 3x -2 2x+3 -5-2*+84 = 0 

25) e 3x -13e 2x +47e x -35 = 0 

26) 4 3x -9-4 2x +26-4'-24 = 0 

27) 4 . 2 4x+3 -14 • 2 3x+2 - 92 • 2 2x +43 -2 x+l -15 = 0 

28) m 3x -(a + b + \)m 2x +(a + ab + b)m x -ab = 0 
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Factorización y simplificación de fracciones 

Sabiendo ya hallar las raíces de un polinomio y sabiendo factorizarlos, la fac- 
torización y simplificación de fracciones no reviste ninguna novedad. 

Sin embargo, es bueno prestar atención a la siguiente observación: el método 
que tradicionalmente se maneja desde cursos anteriores al factorizar expresiones 
cuadráticas cuyo primer coeficiente es distinto de la unidad, implica multiplicar toda 
la expresión por dicho coeficiente. Esto no afecta en absoluto el resultado si se trata 
de una ecuación igualada a cero, pero sí altera el resultado si se trata del numerador 
o del denominador de una fracción no igualada a cero. 

Veámoslo con un ejemplo: 

Al resolver la ecuación 

por el método citado e- 
fectuamos el siguiente pro- 
ceso: 

Formamos dos factores bi- 
nómicos cuyo primer tér- 
raino es 6x : 

Coiocamos como signo del 
segundo término del pri- 
mer binomio el signo del 
scgundo término de la e- 
cuación: 

y como signo del segundo 
término del segundo bi- 
nomio ei producto de los 
signos del segundo y tercer 
término de la ecuación: 

Dado que los signos 
colocados son opuestos, 
buscamos dos números que 
multiplicados del 6x5=30 y 
restados den 7. Estos nú- 
meros son 10 y 3. ( Coloca - 
mos el mayor en el primer 
factor): 

Puede constatarse fácilmente que, si efectuamos la multiplicación indicada en 
esta última expresión, obtenemos la expresión multiplicada por 6. 

Por consiguiente, si al factorizar una expresión cuadrática utilizamos este 
método, tenemos que compensar la multiplicación implícita de la ecuación 
dividiendo por 6. 

Es decir, la factorización de la expresión 6x 2 - Ix - 5 es: 

(6x-10)(6x + 3) 

> ■ ■ .... - ■■ 

6 


6jc 2 -7*-5 = 0 


(6jc )(6oc ) = 0 


(6jc- )(6jc ) = 0 


(6jc- )(6x+ ) = 0 


(6jc — 10)(6jc + 3) = 0 
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Siempre podremos simpli- 
ficar los términos de uno 
de los factores por ese 
nümero o, como en este 
caso, cada factor por lin 
submúltiplo de ese núme- 

ro: , (6 jc-10)(6x + 3) 

2-3 


obteniéndose 


(3jc-5)(2jc + 1) 


Eiemplo 46 

Factorizar y simplificar la siguiente fracción: 


x 5 + jc 4 - 5jc 3 - jc 2 + 8jt - 4 
x 4 + 3x 3 - 3x 2 - Ix + 6 


Buscamos, utilizando Ru- 
ffini, las raíces del nume-. 
rador para poder factori : 
zarlo: 


E1 numerador es 

Buscamos ahora las raíces 
del denominador: 


E1 denominador es 




y la fracción factorizada: (^ _ 1 ) 3 (jc + 2) 2 

U-1) 2 (jc + 2)(jc + 3) 
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Simplificando: 


(x-l)(x + 2) 
•U + 3) 


fifewefe 4L 


Factorizar y simplifícar la fracción 


IOjc 2 -9x + 2 

\0x 4 -9x* -%x 2 +9x-2 


Factorizamos cl numera- 
dor: 


(10jr-5)(10.t-4) 

10 


Simplificando por 5 el pri- 
mef factor y por 2 el se- 
gundo: 


(2jc — 1)(5jc — 2) 


Factorízamos el denomina- 
dor utilizando Ruffini: 





EI denominador es: 

La fracción queda así: 


Simplificando: 


(jc-1)(jc + 1)(2jc-1)(5jc-2) 

(2jc-1)(5jc —2) 

(jc - 1)(jc + l)(2x - 1)(5jc - 2) 

l 

(jc-1)(jc + 1) 


( Ejerciclo 15 


Factorizar las siguientes fracciones y simplificarlas: 

x 2 +6j: 2 +11jc + 6 
} jc j -7jc — 6 


2 ) 

3) 


jt 4 - 5jc 2 + 4 
x 4 -jc j -7jc 2 +jc + 6 
2,c } +3 jc 2 -I8.C + 8 
4jc 4 -17jc 2 +4 
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4 ) 


5) 

6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 


x 5 - 21jc 3 + 16x 2 +108* -144 
x 4 +2x 3 — 17 x 2 -18* + 72 
6x 4 + X* + 2x' — 4x +1 
6x 4 + 7x 3 + 5x 2 — x — 2 
60x 4 + 16x 3 - 21x 2 - 3x + 2 
60x 4 -104x 3 + 7x 2 +25x-6 
x 4 +6x 3 + 3x +140 _ 

x 4 — 4x 3 - 10x J + 53x -140 
2x 6 + 3* 3 - 32x 4 + 9x 3 - 9x 2 + 96x - 45 
x 5 + 2x 4 - 15x 3 - 3x 2 - 6x + 45 
2x 4 + 6x J - 56x 2 


x 4 +2x 3 -31x 2 +28x 
6x 4 +1 lx J +18x 2 +1 lx + 2 
9x 4 +9x 3 + 17x 2 - x-2 


Límites con la indeterminación 


0 

0 


En matemáticas se dice que el cociente — no está definido. 

0 

A1 estudiar, por ejemplo, el dominio de la función 

1 


fiX) ~ 


x-2 


afirmamos que la variable puede tomar cualquier valor real a excepción del 2, pues 
en tal caso se anula el denominador y no se obtiene para la función un valor 
definido. 

Sin embargo, se dice que •£ = <», ^ = etc., utilizando el criterio de que, a 

medida que el denominador de una fracción va tomando valores cada vez más 
pequeños, el cociente se va haciendo proporcionalmente cada vez más grande y, si el 
denominador toma un valor infinitamente pequeño cercano a cero, el cociente se 
hace infinitamente grande. 

No sucede lo mismo con la expresión jj. 

Esta se considera en matemáticas una Indeterminación, es decir, un resulta- 
do respecto al cual no podemos afirmar absolutamente nada. 

Estudiaremos a continuación algunos casos de funciones fraccionarias que, 
para determinados valores de la variable, dan origen a esta indeterminación. 

Veamos el caso de la función 


fx) ~ 


x -5x +6 
x-3 
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Haremos. el gráfico de /u, 
mediante una tabla de 
valores: 


A1 tratar de calcular / (3 , 
obtuvimos el resultado 0/0. 
La función no existe, por 
tanto, para x - 3. 

Llevando los valores a un 
gráfico, obtenemos el de la 
figura 1: 


X 

/u, 

0 

i 

-2 

i 

í 

2 

—i 

0 

3 

??? 

4 

2 

5 

£ 

3 

/t 



Para tener una visión más 
completa de la función en 
el punto crítico x = 3, 
haremos una ampliación 
dei recuadro de la Fig. 1 y 
fabricaremos la siguiente 
tabla adicionai: 


E1 recuadro ampliado y con 
los nuevos valores señala- 
dos aparece en la Fig. 2: 


X Ix\ 


2,7 

0,7 

2,8 

0,8 

2,9 

0,9 

3 

??? 

3,1 

1,1 

3,2 

1.2 

3,3 

1,3 
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Ampliamos el recuadro pe- 
queño central de la Fig. 2 y 
añadimos los puntos de una 
nueva tabla: 


El resultado puede verse en 
la Fig. 3: 


X 

A»í 

2,97 0 

97 

2,98 0 

98 

2,99 0 

99 

3 

??? 

3,01 I 

01 

3,02 1 

02 

3,03 1 

03 



E1 punto de discontinuidad siempre existirá por más que tomemos valores de 
la variable cada vez más cercanos a 3. Pero ese punto es infinitesimal y por eso 
podemos decir que, cuando la variable se acerca al valor 3, la función se acerca al 
valor 1. 


En el lenguaje matemático ese concepto se expresa de esta forma: 
x 2 -5 jc + 6 


lím 

■í->3 X - 3 


■ = 1 


jc 2 — 5jc *f 6 

(y se lee así: el límite, cuando jc tiende a 3, de- es 1). 

jc-3 

Para calcular este tipo de límites procederemos de la siguiente forma: 


Pjtnwto 4S 

Calcular lím -— * x — 

J->3 JC — 3 

(E1 mismo ejercicio anterior, resuelto ahora en forma analítica). 

1) Comprobapios, calcu- 
lando / (J) , que se trata de un 
límite de la forma OA): 
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A 3 ) “ 0 


(Indeterminación) 


2) Si el numerador y el 
denominador se anulan pa-^ 
ra x = 3 es porque 3 es raíz 
o cero de ambas expre- 
siones y, por tanto, ambas 
son divisibles por x - 3. 
Trataremos entonces de 
aislar ese factor que es el 
‘que produce la indeter- 
minación. 

Ert nucstro ejemplo, basta 
con factorizar el numera- 
dor: 


= lím <£Z2K£Z3) 
*->3 x-3 


3) E1 valor al que se acerca 

nuestra función es el 

mismo al que se acerca 

esta otra (que no tiene el 

factor que produce la — Jfm ( 

indeterminación): x->3 


4) Y el límite se calcula 
sustituyendo la variable 
por 3: =3 — 2 



/ 


Nota: es importante insistir en que en ningún momento hemos afirmado que las 

funciones f {x) =-—— y f (x) =(x-2) sean iguales. Ambas se 

comportan en forma casi idéntica, pero la primera tiene un punto de 
discontinuidad que la segunda no posee. Lo que podemos afirmar es que 
ambas funciones se acercan al mismo punto cuando la variable tiende a 3. 


Eiimk 49 


Calcular lím 

Comprobamos que 


.t 4 + 3x 3 -3x 2 -12jc-4 
*-*-z x* + 4jc 3 + 6x 2 + I9x + 30 


A-2) - # 


(Indeterminación) 


Si el numerador y el 
denominador se anulan 
para = -2 es porque -2 es 
raíz de ambas expresiones 
y ambas son divisibles por 
x + 2, que es el factor que 
produce la indetermina- 
ción. Aislaremos, ese 
factor. 
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Dividimos el.numerador 
por x + 2; 


Probamos de nuevo con -2 
(puede ser una raíz 
múltiple) sin resultado. 



1 

3 

-3 

-12 

-4 

-2 


-2 

-2 

10 

4 


1 

1 

-5 

-2 

LQ 


E1 numerador es igual a: (jc + 2)[x 3 + X 2 — Sx — 2^ 


(No nos interesa factorizar 
por completo el numerador 
sino tan sólo aislar el factor 
que producc la indetermi- 
nación). 

Dividimos el denominador 
por x + 2: 


A1 no dividir al último 
término del cocientc resul- 
tante, -2 no pucde ser raíz 
múltiple del denominador. 
Este será igual, entonces, a: 

Y el límite que deseamos 
calcular cs 



1 

4 

6 

19 

30 

-2 


-2 

-4 

-4 

-30 


1 

2 

2 

15 

LQ 


(oc + 2)(* 3 + 2 Jt 2 +2x + 15) 


= lím 


que es cquivalente a 


Sustituycndo la variable 
por -2 para calcular el lí- 
mite: 


= lím 


(j: + 2)|x 3 + jc 2 — 5jc — 2) 

2 (x + 2 )(jc’ + 2jc 2 + 2jc +15) 

x+x'-Sx-l 


<—2 jc +2x + 2jc +15 

-8 + 4 + 10-2 
-8 + 8-4 + 15 


( Ejercicio 16 


Calcular los siguientes límites: 

jr’ + 4jc : + x - 6 


1 ) 

2 ) 

3) 


lím 


-1 jr 3 + 2 jc 2 — 1 3jc + 10 
3 + 3jc 2 - 4 


lím , , 

X - x~ — 6jc 

2jc 2 — 5jc — 3 

lim —¡-=- 

Jt' — 8 jc 2 + 21jc —18 
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4). 


lím 


x , -jc 3 -3x 2 +5x-2 


5) 

6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 
11 ) 
12 ) 

13) 

14) 

15) 


x* -6jc 3 .+8jc 2 -3 

,, x 5 + 5jc 4 -9jc 3 -8jc 2 -3jc-2 

lun --r- 

*-* 3jc 4 - 5jc 3 + 7jc - 22 


' lím 


x b - 4jc 5 + 3jc 4 + 2jc 3 - 3jc 2 + 8x - 7 


lím 

i 

lím. 

x-*- 

lím 


*-» 2jc 6 -2jc 5 +3jc 3 -4jc 2 +6jc-5 

4jc 4 +8jc 3 +9jc 2 +5jc + 1 
4jc 3 -4jc 2 -7jc-2 
3jc 4 - 7jc 3 - 2jc - 4 
3jc 4 - 10jc 3 + 7jc 2 + jc-6 
54jc 3 - 81x 2 + 36jc - 5 
27jc 3 - 21 x 2 + 9jc -1 

3jc s +2x 3 + 2jc 2 +jc + 4 

lim 

x-*~ I 

lím 

*-*-3 

l(m 

lim . , , 

t 4jc 4 + 10jc 3 + 4jc 2 - 6jc - 3 

l(m —- — 

*-« jc - <i 

jc 2 +(2 + a)jc + 2a 


2x 5 

+.7x 4 - 

- 2x 2 +1 lx + 8 

x 3 h 

-8x 2 + 

14x-3 

x 3 •+ 

■2x 2 + 

4x + 21 ' 

9x 4 

-3x 3 - 

-23x 2 -13x-2 

9x 4 

+ 15x 3 

+ 16x 2 +7x + l 

00 

+ 4x 3 - 

- 12x 2 -4x + l 


l(m , — 

x +2ac + a' 


Límites de funciones trascendentes 

con la indeterminación - 

o 

Con un acertado Cambio de Variable, los límites de funciones trascendentes 
se transforman en límites como los que se acaban de estudiar. Veámoslo con algunos 

ejemplos. 




Calcular lím 


lg 3 x - 7 lg x + 6 
lg 3 x - 3 lg 2 x - 4 lg x +12 


Cuando la variable x tiende 
a 100, la expresidn Ig x 
tiefide al valor 2: 
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Podemos expresar entonces 
el límite anterior de la 
siguiente forma: 


y, si hacemos e! siguiente 
Cambio de Variable 

el límite que tendremos 
que calcular es éste: 


Verificamos que 

Aislamos, dividiendo por 
y - 2, el factor que prodyce 
la indeterminación: 


= lím 


si x —» 100 

entonces lg jc —»• lg 100 

lgx-»2 


lg 3 x-l\gx + 6 


i g j -»2 lg 3 x-31g 2 Jt-41gA: + 12 


lg^ = y 


y 3 -ly + 6 


y 3 -3y 2 — 4y + 12 

(Indeterminación) 


£n e) numerador: 



> 




1 

0 -7 

6 


2 


2 4 

-6 



1 

2 -3 

L0 

Dado que 2 no puede ser 





rafz del cociente, el 
numerador será: 

(y- 2)1 

y 2 +2y-3) 


En el denominador: 


1 

-3 -4 

12 


2 


2 -2 

-12 



1 

-1 -6 

UQ 

Dado que 2 no es raíz del 
cociente resultante (com- 





pruébese), el denominador 
será: 

(y-2)(y 2 -y-6) 


E1 Ifmitc a calcular será: 


(y-2)(y -y- 

■ 3 ) 

6 ) 

equivalente a éste otro: 


lím - 

> 2 +2y-3) 




y—>2 

(y -y-6) 




4 + 4-3 




4-2 

:-6 


* 


5 





4 
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( Ejerclcio 17 


Calcular los siguientes límites: 


1) 

Un **;'+ 2 te^-3 
,-.10 lg* x + 41gx-5 

2) 

lím ,g ‘'" l2 V + ' 6 

.,-,100 lg 3 JC — 31g' JC + 4 

3) 

lg 3 JC + 9Ig 2 ;c + 26Igjc + 24 
,-, 0.001 lg 3 + 7 lg 3 jc + 71gjr-15 

4) 

¡ ím Igz — 5Ig 3 JT + 5Igj x + 51gjA;-6 
lg^ Jt + 31gj jc-101g 2 jc-24 

5) 

l{m lg’jc-lg 2 A-lgX + 1 

lg 4 x - lg 3 x - 3 lg 2 x + 5 lgx - 2 

6) 

lím ^ + 21g,jr-8 

lg 3 jc + 6 lg^ jc +11 lg 3 jc + 6 

7) 

Um lg^ + 51g 5 x-l'4 

lg 5 x - 2 lg 5 x - lg 5 x + 2 

8) 

Um lg 3 x + 51g 2 jc-71gjr + l 

J -* 10 lg' j:-61g 2 jc + 2 lg jc + 3 

9) 

ln 3 * + ln 2 jc-21nx 

lim —;- 

*•+* ln“ jc + (e -1) ln jc - e 

10) 

w ln 3 jc + 2 ln 2 jc -ln jc - 2 
*~*e In jc-31njc-2 

11) 

Um lg 3 Jf-51g 2 jr + 31gjr + 9 
^ioüo lg 3 x - 6 lg 2 jc + 11 lg jc - 6 

12) 

Um lgj Jr-51g 2 j: + 31g 2 x + 9 
'-*« lg 2 x-4lg 2 x-31g 2 x + 18 

13) 

Um Ig’x + lg 2 x-5lg,x + 3 
*->’ 21g 3 x-lg 2 x-31g 7 x + 2 

14) 

Um 21g 2 x + 51g 2 x-191g 2 jt-42 
<-*) lg 2 x + 6 lg 2 jr + 3 lg 2 x -10 

Eiemplo 51 


~ . 2cos 4 jc~cos 3 jt-i-21cos 2 jt + 5cosjt -3 

Calcular: lim -r—--- 5 - 

t-* 2 * 2cos jc + cos jc-2cos* jc + 13cosjc + 7 

Si 

x-+ + 
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Entonces , 


COSJC -* COS^ 
COSJt —> -y 


El límite se pucde expresar 
asf: 


= lím 


2 cos 4 x - cos 3 jc ■+■ 21 cos 2 jc + 5 cos jc - 3 


cosx->-j 2cos 5 jc + cos 4 jc - 2 cos 2 JC + 13cosjc + 7 


Haciendo el Cambio de 
Variable cosjt = y, tene- 
mos: 


lím 2/-^21^ + 5^3 
v-»-i 2 > 5 +y 4 -2y 2 +13y + 7 


Comprobamos quc / ( -^> = o (Indeterminación) 

Aislando el factor 2y + I, 
que es el quc produce la 
’ indeterminación. en el nu- 
merador y en el denoini- 
nador (mediante divisiones 
sintéticas): •, 


= lím 

y-+-í 


(2y+i)l 

(» 3 

-y 2 +lly 

" 3 ) 

(2y+i)< 

(y 4 - y+ 7 ) 

I 


= lim 


8 


y 3 - y 2 +1 ly - 3 

y 4 -y +? 

1 _ J1 _ Q 

A J 


—+ - + 7 
16 ^ 2 ^ ' 


142 

121 


Eiemplo 52 


Si 


_ , , (/ 4cos* jc + 12cos 6 jc-3cos 4 x-8cos 2 x + 3 

Calcular lim - 5 - ? - 3 -=- 

x->% 4cos s x- 16cos°x + 21cos jc-IIcos x + 2 


entonces 


V2 

cos x —> - 


cos 2 X -> i 


(Nótese que todos los 
términos de la función son 
potencias de coslr) 

El Ifmite se puede expresar 

***'• * u 4cos 8 x + 12cos 6 x-3cos 4 x-8cos 2 x + 3 

lím o / a ^ 

cos 2 x->4 4cos x-16cos x + 21cos x-llcos x + 2 
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Haciendo el Cambio de 
Variable cos 2 jr = y, tene- 
mos: 


Comprobaqios que 


Aislando ei factor 2jy — I, 
causante de la indetermi- 
nación, en e! numerador y 
en el denominador (me- 
diante divisiones sintéti- 
cas): 


= Um 4v 4 + 12y 3 -3y 2 -8y + 3 
y-*i 4y 4 -16y 3 + 2ly 2 - lly + 2 


f 

h\) o 


(Indeterminación) 


(2y — l) 2 (y 2 +4y + 3) 

(2>- -1) 2 (y 2 - 3> + 2) 


= lím 


= lím 


y 2 + 4y + 3 


y -3y+2 
{ + 2 + 3 

J---Í + 2 

4 L 


■0 


( EJerclcio 18 


Calcular los siguientes límites: 


1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 
7) 


lím 


tg .V - 2 tg 2 x - tg y + 2 

í 3tg 3 x + 2tg 2 *-7tg* + 2 

4sen 3 jc-3senjt + l 
*-*i 4sen‘ Jt-12sen jc + 9senjt-2 

,, lósen 4 Jt-8sen 2 Jt — 3 
llffí - j - * - 

x-*i lósen jt-16sen fc Jt + 3 

,, 2cós 3 jf + cos 2 jc-13cosjt + 6 

lim -—- 5 - 

x-*~i 2cos jt-3cos" jt-llcosjt + 6 

lím - 23 

x-*i tg jc + 2tg jc-15 

4cos 4 jt + 4cos 2 jt-3 

lím - j - 2 - 

x-*i 4cos jc-8cos jc + 3 

3sec 2 jt-4secJt-4 

litn -5- 

x-*i 5sec jt-8secjt-4 
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8) 

9) 

10 ) 

11 ) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 


,, tg 5 x + 6tg 4 jc + 14tg\í + 16tg“ A: + 9tgx+ 2 
lim s — ~ s ~s -c-5 -- 

tg' X+ 2tg x-2tg Jí-8tg- x-7tgx-2 


,, 2sen 4 jr + Ssen' x-3 

lim -r-—5- 

x-»f 2sen x + sen j:-1 

l( m ct g 6 x ~ 3ctg 4 a: - ctg 2 x + 3 
*-> l ctg 4 x - 9 

lím , 

jt-> J tg jc + 3 tg“ jc - 9 tg x + 5 

4cos 6 x -3cos 2 x +1 

hm - t -t-9- 7 

8cos x-4cos x-2cos x + 1 

sec 4 x-tg 3 x-9sec 2 x + tgx + 14 

lim -^-2- 

sec x + 5tgx + 3 

,, * 6 cos 3 x + 7 cos 2 x -1 

hm —*—=?-2- 

4cos x-2cos x-cosx-1 

lím tg 5 x + 4 tg 2 j: + tg — 6 
jt -»f tg 3 x - 6 tg 2 .v +11 tg x - 6 


/*>n 

<->í 


2tg 4 x-7tg 2 x + 3 
tg 4 x-6tg 2 x + 9 




Ejemplo53 - 

Calcular 


2 3l -3 2 2ttl +5-2' lt +12 
iS 2 3jr - 3 -2 2jr - 3 -2 t+l +8 


Dcscomponemos las expre- 
sioncs que tienen una suma 
como exponente: 


2 3lt - 6 - 2 2jr + 5 - 2 A +12 
“ [ l ™2 2 3t -3-2 2jr - 6-2* + 8 


Si 


x —>2 


cntonces 


2 X —>4 


E1 límite se puede expresar 
así: 


>3* 


= lím 


>4 2 


3a 


-6 2 2t 
-3-2 2x 


+ 5-2' t +12 
- 6 - 2'+8 


Hacicndo el Cambio de 
Variable 2' = y. tenemos: 


>’ 3 -6y 2 +5y + 12 

hm — r—^—-- 

>•—>4 yr - 3>’“ -6>’ + 8 
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Comprobamos quc 


f - 0 
/(4) ~ 0 


(Indeterminación) 


Aislamos el factor que pro- 
duce la irxleterminación: 


(y-4)(y +y-2) 


= lírtt 


y-2y-3 


>4 y +y-2 
16-8-3 


16 + 4-2 


5_ 

18 


K*mu>L> U 


2 9x - 2 ox - 2 


Calcular lím - 


6jr 


>3jt+2 


+ 4 


x-+)i 2 9 * - 2 6jt+1 - 5 • 2 3j! +10 


Descomponemos primcro 


las expresiones que tienen 
una suma como exponenie: 

2 9x -2 6x -4 -2 3x + 4 

2 9jc - 2 2 6x - 5 2 3 ^ +10 

Si 


entonces 

2 3x -*2 

(Tomaremos 2 1 ' como ex- 
presión básica para el 
Cambio de Variable dado 
que todos los términos de 

Ía función son potcncia de 
2 3, >. 


EJ Hmite se puede expresar 
así: 

2 9 ^ _ 2 6x - 4 ■ 2 3x + 4 

= lím -r- -t--t-- 

2 }J -*2 2 9 - 2 • 2 6 -5 • 2 3 +10 

Haciendo el Cambio de 
Variabfc = y, tenemos: 

= lím >’->[-*>+* 
y~* 2 y' -2 y 2 -5y +10 

Comprobamos que 

/ ( 2) = ^ (Indeterminación) 

Aislamos cl factor y - 2 en 
el numerador y en el de- 
nominador: 

* 



Cj-2)(, ! -5) 
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y 2 +y- 


= lím 

y~*2 y -5 


4 + 2-2 
4-5 



( Ejerctdo 19 | 


Calcular los siguientes límites: 

v 4 }< +24 2, -5-4 j -6 
’ X™ 4 3jf -10 • 4 2j + 23 • 4 J -14 


2 ) 

3) 


7T 3 + 4tT 2 — I lTT + 6 

lim —r-- 5 --;- 

•t—»o 7T 34 +1 l?r 2 — 25?r +13 

l' 4 2 3 * + 8 2 2j: -11 2*+3 

f-*-i 2 - 2 3 x - 2 2 x - 2 - 2 x + 1 


4) 

5) 

6 ) 


7) 


e 2x + e x -2 

lim -f- --- 

f-o e 2 + 2e - 3 

r e 2x +e x+l -2e 2 
™ e 2x -3e x+l +2e 2 

2 3x -2 2x -11-2 X -4 

lím -r-- t---- 

Jt—»2 2 3j +2 2j -21-2 J +4 

5 3x +4-5 2x -1-5 X +2 

lim — T--s---- 

jt->o 5 3 -7 5 2 +10 5 -4 


8 ) 


lím 

x —> — 2 


32*+2 + 8 ,3 *_ 1 

3 2jr+2 -10 3*-l 


9) 

10 ) 
11 ) 
12 ) 
13) 


, 2 3j + 3 • 2 2j+1 - 2 J+3 +1 

X™ 2 3x+l +2 2x -2 X -2 

5 6jf -4 5 4j -7 5 2j + 10 
x™ 2 • 5 6jf -11 5 4r + 2 5 2a +15 


lím 

X —>-* 1 


e 2x+ ' +(e 2 -l)e x -e 
e 2x+, -(e 2 +l)e x +e. 


2 3jr+l - 5 -2 2j+i - 7 2 x+3 +8 
x™ 3 • 2 3x+ ' - 17 • 2 2j + 9 • 2 * + 8 

2 3j + 2 2j - 17-2 j +15 

> htn —t- -s—--- 

*-*!g 2 3 2 3 -2 2 — 41 - 2 +105 
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14) 


,, 3 4j: -11 3 3jr + 11 3 2jc+i -5-3^ -50 

j-ííg 1 ,5 3 4 * —3- 3 3í+2 +13• 3 2jr + 5• 3* +2 -50 

,, -5e 3x -18e 2jr +7^+6 

lim -r- X - 

•»-»in3 4e 3 - 15e 2 - e + 30 

., jt^_ + 2 ?r 6 * +1 - ff 3j+2 -2;r 3 
7*\ ji 9x - 6jt 6 * + ' +1 lflr 3jc+2 - 6;r 3 

[ím 2 5x+i - 3 • 2 4 * + 2 3x+3 - 3 • 2 2x+2 + 2 J+4 -11 

2 5x+1 — 3 • 2 4jr+2 + 13- 2 3jr — 7 • 2 2jr +2 

/ 

Límites de funciones irracionales (Primer tipo) 

Los límites de funciones irracionales en los que ia variable se presenta en la 
forma ^fx (y que llevan a la indeterminación ~) pueden ser calculados con un sim- 
ple Cambio de Variabie como se hizo con los límites de funciones trascendentes. 

Posteriormente veremos otros límites de funciones irracionales que deben ser 
racionalizados previamente para podfer ser calculados. 


15) 

16) 
17) 


EimplQ $5 


Calcular 


lím 

JC“»64 


x-^J7 -22tf7 + 6&47 -lltf7 -ltf [7 + 20 

x - 4^7 - itfi? + 4 % 4 x~ - 54 %[x~ - $[x~ + 24 


Si 


x ->64 


entonces 


47 —» 2 


E1 Umite se puede expresar 
así; 


= lím 


x-2^ 5 -22^ + 66^-11^-76^7" + 20 

x - $47 - itfx* + 4&47 - 54%[x~ - %47 + 24 


Hacemos el Cambio de 
Variable: 


(Se muestran al lado las. 
transformaciones hechas en 
los demás términos para 
unifícar la variable): 




47 =t[ 7 =y 2 
47 = 47 =/ 
47 = 47 =y A 
47 = y 5 
X = 47 = y 6 
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Tenemos, entonces: _ y 6 - 2y 5 - 22y 4 + 66y 3 -1 ly 2 - 76y + 20 

~ y™ y 6 - 4y 5 - 7y 4 + 48y 3 - 54y 2 - 8y + 24 

Comprobamos que / (2) = (Indeterminación) 


Aislamos el factor > - 2 


causante de la indetermi- 2j 

nación: ( 

[y‘ 

+ 2y 3 -18>- 2 -14y + 5) 

— lim 

y^2 (y~ 

2 ) 2 | 

^y 4 -1 \y 2 + 4y + ój 

i 


to, / + V-l^-14 y + 5 

>—»2 y - 11 y“ + 4y + 6 

16 + 16-72-28 + 5 
16-44 + 8 + 6 

~9~ 

2 , 


( Ejercicio 20 


Calcular los siguientes límites: 
x + 2 \/x - 8 


1) 


lím 

jc— >4 


x-4 


2 ) 


lím 

jc— >9 


xjx -lx + l4x +15 
x4~x - Ix- 9-[x + 63 


3) 

4) 


lím 

x->-27 


x + 7Vx 2 +15V7 + 9 
x + 2%¡x 2 -15VjT -36 


jcVjc -6x + 3>4x +10 

hm —;=- 7 =- 

jc ->25 X^IX - 4x- 1^1 X + 10 


5) 

6) 

7) 

8 ) 


Zím 

x—> 16 


x + 6^ + 3 Vx - 26l/x~ - 24 
x — 4i[x 2 -'Jx + 16^/x -12 


lím 

x—>81 


/ím 

x->8 


7/m 

x -+64 


a/jc 3 -2yjx — 5 a/jc +6 
V -5i[x~ + 3 a ¡x +9 

x+^7-^lx_ 

x-6^. + 3^fx~ + 10 

x - 7^** + 8 a/x 2 + yi4x - 64^7 -16^7 + 64 

x - 7Vx 1 + W? + 43Vx -154 VjT +180fy'7" - 72 
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9) 

10) 

11) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 


jcVjc +14jt + 60V? + 50V^~-125 
lim —j-—-- 

*- > - ,2s jc^/jc +6x-20*Jx 2 -I50Vjc -125 
2x + ?tix 2 -3*Jx -2 


lím 


lím 


li'm 


* 6 + - 29'VV - 6 v^ +5 

111 

2 cos 4 jc-7cos : jc + 7cos j jc-2 

- ^ j 

3cos 4 jc + 4cos 2 jc-5cos 4 jc-2 
6 tgjc-lltg J jc-12tg T Jt + 23tg 4 Jt-6 
6 tg 4 jc -13 tg f jc + 9 tg 4 jc - 2 

jc - 3jc 4 -3jc t +11jc 4 -6 


hm 

\->8i jq 4 — 4jc t + jc 4 +6 
jc- 16 


lím 


r-^16 x-2ÍÍx 3 + \ jc — ^fx -2 
x-ltfx - 6 , 


lím 


x + l^x 2 -4\ ! x -12 
jc’ -4\jx +3V* +4\jx -4 


lím 


-* M V x 2 -6\¡x +9¡lx +4 ^x -12 


lím 


tg ' -c-5tg T jc + 4 


'I tg' jc + 3tgx-11 tg- jc-3tg' jc + 10 


/ 


Divisibilidad de x n ± a n por x ± a 

Analizaremos a continuación qué condiciones deben darse para que 
7J v) = x n ± a n sea divisible por jc ± a. Por el Teorema del Resto sabemos que P (x) 
es divisible por Jt±a si P iTa] =0. 

1) jc" - a n siempre es divisible por x - a. En efecto, cualquiera que sea n , 

P {a) =a"-a"=0 

El cociente lo podemos calcular por una simple división sintética: 



1 0 

0 ... 

0 

0 

0 

-a" 

a 

a 

a 2 ... 

... a"- 3 

a"~ 2 

a-' 

a" 


1 a 

a 2 ... 

... a- 3 

a"~ 2 

a-' 

Lfl 


Por tanto: 

— ~ - = x ' ,_1 + a ^ n - 2 + a 2 x"- i + •• • + a"- 3 x 2 +a"~ 2 x + a"~' (I) 
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2) x" + a" nunca es divisible por v - a. F.n efecto, cualquiera que sea n, 

P (a) =a n +a" =2a" *0 

3) x n -a n es divisible por v + a si« es par. En efecto, si n es par tenemos: 


P ( . a) =(-a) n -a n =a n -a n = 0 
En cambio, si n es impar: 

P { _ a) = (- a )" - a” = -a n - a" = -2a" * 0 

E1 cociente, para n par, es: 


x + a 


• = x n ~' - ax n ~ 2 + a 2 x n ~ 3 ■ 


a n ~ i x 2 + a"~ 2 x — a"~' (II) 


4) x" + a" es divisible por v + a si n es impar. En efeclo, si n es impar: 
P ( _ a) = (-a)" +a"= -a" + a" = 0 
lo que no ocurre para un valor par de n. 

E1 cociente es: 
jc' ? +a n 




n -2 , 2n-l 


x + a 


= x"~‘ - a + a'-x"--’ -■■■ + a"~ 3 x 2 - a"~ 2 x + a n ~' 


(III) 


Los cocientes I, II y III reciben el nombre de cocientes notables. 
Ejemplos de desarrollos de algunos cocientes notables: 

4 4 

X — V 3 2 2 3 

-+ Jt 2 y + jry 2 + y J 

*-y 

4 4 

X — y 3 2 2 3 

-- - = x-x y + xy-y* 

x + y 

X 4 +y 4 

x-y 

x 4 +y 4 
x + y 

r 5 - v 5 

x — y 4.3 22 3 4 

-+ x L y L +xy* + y* 

x-y 

x 5 -y 5 


(No es divisible) 
(No es divisible) 


(No es divisible) 
(No es divisible) 


x + y 

x 5 +y 5 
x-y 

x ~ +y 5 , 4 3 t 2 3 4 

- — = x*-x 3 y + x~y -Jty +/ 

x + y 
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( EJercicio 21 

Determinar, en caso de que sea exacto, el cociente en cada una de las 
siguientes divisiones; 


1) 

x } + y 3 


x + y 

10) 

a 3 -b 3 + a + b 

2) 

' x 6 +y 6 

-i- 

*-y 

11) 

a H - b* + a-b 

3) 

a 4 - 16 

j. 

a + 2 

12) 

a 1 + b 1 + a-b 

4) 

a 7 + b 7 

+ 

a + b 

13) 

m 5 -32 + m-2 

5) 

a 6 - 64 

+ 

a-2 

14) 

27 — m 3 + 3-m 

6) 

81 + a 4 

+ 

3-a 

15) 

x*-\ + JC + 1 

7) 

125 -x 3 

+ 

5-x 

16) 

aV-625 + ab-5 

8) 

m 4 +n 4 

+ 

m + n 

17) 

27m 3 +8n 3 + 3m + 2n 

9) 

x 4 —81 

+ 

x + 3 

18) 

a 5 - 1 + a- 1 


RacionaUzación de denominadores 

Se llama racionalización al proceso de multiplicar una expresión irracional 
M por una cantidad adecuada E (que llamaremos conjugada de M) de tal forma que 
el producto MxE sea una expresión racional. Si M es el denominador de una 
fracción, el proceso recibe el nombre de racionalización del denominador. 

Estudiaremos tres casos de racionalización de denominadores: 

A) Cuando el denominador contiene radicales en forma 
de factor 

Si el denominador es u \b, la conjugada es E = S. 

Si el denominador es a^b m ( n >m), la conjugada es E = yfb n ~ m . Si n < m, 

la conjugada será E = yjb p , donde p es una cantidad tal que m + p sea múltiplo de 
n (véase el Ejemplo 59). 


Eimplo 56 


Racionalizar el denominador: 


15V7 

2V5 


Conjugada del denominador: 


£ = V5 ' 


Multiplicamos numerador y 
denominador por E: 

~ 2a/5-V5 


15V7 ■ \5 
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Efectuando: 


15^35 

2-5 


Simplificando: 


3V35 

2 


. Eiemplo 57 _ 

Racionalizar el denominador: 


2 a 


Conjugada del denominador: 



Multiplicamos ambos térmi- 
nos de la fracción por E: 


2a • %[a‘ 


3 

Efectuando: 

2a\l7 




3a 


Simplificando: 






3 



Eiemplo 58 

Racionalizar el denominador: 


6 a*bc 2 
^324a 3 ¿ 5 c 


Descomponemos primero los 
coeficientes del numerador y 
de la cantidad subradical de) 
denominador: 

Conjugada del denominador: 

Multiplicamos ambos térmi- 
nos de la fracción por E: 

2-3 a 3 bc 2 

S¡2 2 -3 *a 3 b 5 c 

E = V 2 4 -3 2 aV 5 

2-3a 3 í>c 2 ^2 4 -3 2 a 3 ¿>c 5 


V2 2 -3 4 aVc^2 4 -3 2 a 3 ¿>c 5 

Efectuando: 

2 -3a V 2 V2 4 -3 2 a 3 ¿>c 5 


2■ 3abc 

Simplificando: 



a 2 c 6 V2 4 -3 2 a 3 í,c 5 
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Eiemplo $9 


Racionalizar el denominador: — 7 ======= 

Dcscomponcmos el coefi- 
ciente de la cantidad subra- 
dical: ' 2 a 3 bc 2 


Construimos la conjugada 
del denominador de tal 
forma que los exponentes de 
los factores, sumados con los 
de los factores de ia cantidad 
subradical del denominador, 
den todos múltiplos de 7: 

Multipiicamos ambos térmi- 
nos de la fracción por E: 


Efectuando y simpiificando: 


V 2 VW 


E = t 2W7 

2a 3 ftc 2 fo 2 aVc 6 

V2WV V2 2 aW 

2aV 2 ^2 2 aVc 6 


V2 7 a l4 fc 2 V 4 

2a 3 fcc 2 V2 2 a 3 ¿> 5 

c 6 

2 aVc 2 


a^4aVc 6 


* 3 



EimnkM- 


Racionalizar el denominador: 

Conjugada del denominador: 


3jc 2 — 3y 2 


l¡x + y 
E = l¡(x + yf 


Multiplicamos ambos térmi-. 
nos de la fracción por E: 


Factorizando en el numera- 
dor y efectuando el producto 
del denominador: 


(3.r 2 -3y 2 )^(x + y) 2 
}¡x + y^(x + yf 


3(x + yHx-y)^(x + yf 

x + y 


3(x- y)^/* 2 + 2¡cy+y* 
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( Ejerclclo 22 

Racionalizar el denominador de las siguientes fracciones y simplificar. 


1) 

2 ) 

3) 

4) 


•5) 


J_ 

V? . 

2 _ 

V3 

4 

V2 

3 

2a/6 

1 

2V5 


6 ) 




byfa 


7) 


1 

'Jab 


8 ) 

9) 


6 

5V2 

3V5 



10 14 '5 

5V7 

18) 

ii) “V 

3 V 1 T 

19) 

2 jc 2 — 2y 2 

12) —7—S- 

jx+y 

20) 

13)— pi —- 

t¡ 7 b 

21) 

14) 2 

, ^ 4 ab’ 

22) 

15) ,-*L - 
Vl6 a*bc~ 

23) 

16) “ 
ilnab’ 

24) 

17) , 3ai,c 

Vl62 afe 2 c 3 



2 a 3 b 2 c 
Vl44aW 7 
5aV s c 
V625a 39 6 ,8 c 4 
18a 2 -26 2 
V3a + 6 / 

q 3 + 3a 2 fc + 3a¿> 2 + ¿> 3 
Vfl 2 + 2aí> + 6 2 
x 2 + x - 6 
Vjt 2 +6jc + 9 
jc 3 - 7r - 6 
Vjc 3 -4jt 2 — 3 jc + 18 
2;t 3 - jr 2 - 2 jt +1 
V/2jc 3 + 3jc 2 -1 


B) Cuando el denominador es un suma algebraica de 
raíces cuadradas 

Si el denominador es a\ V ±c 4 d, la conjugada es £ = a vV T cVd • 

Si el denominador es a^fb ± c, la conjugada es E = a^[b Tc. 

Si el denominador tiene más de dos términos, la racionalización se realiza 
mediante un proceso reiterativo, como se muestra en el Ejemplo 66. 


Ejemplo 61 


Racionalizar el denominador: 
Conjugada del denominador: 


7 +V 5 

2 V 5-3 

£=2^+3 


Muitiplicamos ambos térmi- 
nos de la fracción por £: 


(7 + V5)(2V5+3) 
(2V5 - 3)(2V5 + 3) 
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Efectuando:, 


14 a /5 +21 + 2-5 + 3y f 5 
4-5-9 

17/5+31 

11 


Eiemplo 62 

Racionalizar el denominador: 


Coijjugada del denominador: 

Multiplicamos ambos térmi- 
nos de la fraeción por E: 

Efecluando: 

Simplificando: 


2/14 

4/7 +3v'2 

E = 4/7 -3/2 

2/14(4/7-3/2) 
(4/7 + 3/2)(4/7-3/2) 

56/2-12/7 
16-7-9 2 

56/2 -12/7 
94 

28y2-6/7~ 

_ 47 _ 


✓ 


Eiemplo 63 

Racionalizar el denominador: 

V A' + 3 — v + 2 

Conjugada dc) denominador: £ __ _j_ 3 _|_ 2 

MultipMeamos ambos térmi 
nos de la fracción por E: 


1 

[ V a + 3 + 

/a" + 2 ) 

2 

(V a' + 3 - 

-/7+2) 

(\/ + 3 

+ yjx + 2 j 


Efecluando: 


x + 3 + 2^¡(x + 3)(x + 2) + x + 2 
jc + 3-(a* + 2) 


Reduciendo lérminos seme- 
jantcs: 


2jc + 5 + 2 V.v 2 + 5 jc + 6 
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Eiemplo 64 


Racionalizar ei denominador: 


V2+V5 

3-V5 


Conjugada del denominador: 


£ = 3 + V5 


Multiplicamos ambos térmi 
nos de la fracción por E: 


(3-V5)(3 + V5) 


Introducimos el segundo fac- 
tor del numerador en el ra- 
dical y. efectuamos el pro- 
ducto dei denominador: 


V(2 + V5) 

(3 + V5) 

i 2 

9- 

-5 



(9 + 6V5+5) 

4 

•> 

i(2 + V5) 

(14 + 6V5) 


4 


^28 + 12^ + 1475+30 
4 


^58 + 26^5 
4 


EJmek fó 


Racionalizar el denominador: 


1 +V 3 

V 4 +V 3 


Conjugada dei denominador: 


E=y¡ 4-V3 


Muitiplicamos ambos térmi 
nos de la fracción por E: 


Introducimos el primer fac- 
tor del numerador en el ra- 
dical y efectuamos el pro- 
ducto del denominador: 


(l + V3)V4-V3 


■>/4 + V3 a/ 

1 

• 


1 


V16-3 































Volvemos a muitiplicar am- 
bos iérminos de la fracción, 
esta vez por: 


J(l + 2V3 + 3)(4-V3) 

7 Í 3 


J(4 + 2^)(4-^) 

VÍ3 


^16-4^/3+873-6 

7ñ 


F = 7Í3 


VlO + 473 7Í3 

715713 


Vl3q+S273 

13 


EimBle. .<%- 

Racionalizar el denominador: 


V 3 + 3/2 

V3 + V2 — 1 


Dado que e! denominador 
tiene tres términos, el proce- 
so de racionalización lo ha- 
cemos por partes. Agrupa- 
mos los dos primeros térmi- 
nos del denominador y mul- 
tiplicamos por E : 

£ = [(73 + 72)+l] 



(73 + 72)[(73 + 72) + i] 
[(73+72)-i][(73+72)+1] 


3 + V6 + V3 + V6 + 2 + V2 

(V3 + V2)’-l 

5 + 276 + 75 + 72 
3 + 276+2-1 

5 + 276 + 73 + 72 

4 + 276 
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Sacamos factor común en el 
denominádor (cosa que, de 
ser posible, es siempre muy 
conveniente hacer para^ tra- 
bajar con números más pe- 
queños) y multiplicamos nu- 
merador y denominador por 
la conjugadaT: 

(5 + 2^6 + V3 + V2 )(2 - S) 

2(2 + V6)(2-v'6) 

10 + 4/6 + 2a/ 3 + 2y2 - 5^6 -12 -3</2 -2V3 
2(4-6) 


F = 2-V6 


-2-V6-V2 

-4 

2 + V6 + V2 

’4 


( Ejerciclo 23 

Racionalizar el denominador de las siguientes fracciones y simplificar: 


1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 
9) 


1 

2 + V3 

I 

V3-V2 

1 

V7 + V5 

2 

V2-1 

V3 

V5 + V3 • 

2V5 

V7-V5 

VTo 

2 V 5 + 3 V 2 

b-c 

4 ab -sjac 

3V2+2V3 

3V2-2V3 


10 ) 

11 ) 

12 ) 

13) 


3V2 + 1 
3V2-1 
3V2 + 2V5 
5V2-V5 

4 

V32-2V2 

9 

2V27 +4v3 


14) 

15) 

16) 

17) 

18) 


mn 



Vjc + 5 -Vx-3 

Ví + 5 + Vi-3 


5V2jc-l +10 

V5x-T -2 

Vjt + a + Vjt —o 
V-X + a - VjC-fl 

V-t-o + '[a-x 
V*-a —y¡a — x 
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19) 

V7 + 4V3 

35) 

2 + V3* 


20) 

1 

36) 

'V5-V2T 


21) 

1 

37) 

V3 + 2V2 

22) 

1 

38) 

V9-4V2 


23) 

10-4V3 

39) 

V37-12V3 


24) 

V7 + 1 

40) 

V4-V7 

6V3-3V2 

41) 

> 

25) 

V 14-4^6 

42) 

26) 

27) 

1 


a-'Ja 2 - Vfl 
a-1 

43) 

*Ja + 1 + 2 Vfl 

44) 

28) 

a 2 -9 


[a + 3 — 2V3ú 

45) 

29) 

13 + V2 


4-V3-V2 


46) 

30) 

1 


V5-V3+1 


31) 

V5+V3 . 

47) 

V5 + V3 + V2 


32) 

V6 

48) 

V5-V3+V2 


33) 

5 + 6V3 

49) 

3 + V3-V7 


34) 

. 12 + 6V6 


2V3'+ 3-V2 - V6 



4 

1 + V2-V3 

2 + Vé — V2 
2 — Vó + V2 

2 -V6 + V2 

2 + V6 — V2 

3 + V6-V3 

3 + Vé + V3 / 

1 + 2V35 

V 5 + V7 — VíT 

_ 4 _ 

3 V 2 + 2 V 3 -V 6-2 

16 

V7-V5+V3-1 

1 

V5 + V3 + V 2 — 2 
15V2 +15V3 + 5V6 - V30 +10 
2V3 + 3V5-3V2+VÍ0 

5VT5-5VI0+V3-V2-5 
5V5-V3-V2+1 
_ 45 _ 

V5 + V3 + -^8 — VÍ5 



VÍO + VÍ20 + V40 - V5 - V8Ó 

a — ^fb 

\[a + V¿ 
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C) Cuando el denominador es una suma algebraica de 
radicales de índices superiores a 2 

E1 cálculo de la conjugada para expresiones como \a ± \ b ó \ a ± i.'b , etc., 
es una aplicación de lo visto en la pág. 88 al estudiar los criterios de divisibilidad de 
x n ±a n entre x±a. 

Uliiizando. por ejemplo, el 
cocientc noiable (I), sabcmos 
que v 4 4 

t X — V 7 t \ 

—^- = r 5 +jry+xr+r 

x-y 

/ 

£ e a í demOS también escri ' (* ->’)(/ + * 2 y + xy 2 +y') = x 4 -y* 


*Si haccmos ahora los si- 
guientes cambios. 


x = ija 
y - Vb 


!a expresión anterior se 
transforma así: 



En ella el segundo factor del 
miembro de la izquicrda es 
la conjugada de la diferencia 
de radicales del primer 
factor, pues c! producto es 
una expresión racional. 


De la misma inanera. efec- 
tuando un proceso análogo 
con e! cociente notable (II), 
se obtiene: 



expresión en la que e! 
scgundo factor cs la con- 
jugada de la suma de radi- 
cales del primer factor. 


Dejamos a! estudiante que realice este mismo proceso con los cocientes 
notables (I) y (III) para expresiones como \(a ± \fb. 

Como consecuencia de lo anterior, podemos establecer que 


para '4a + 'ijl? 

la conjugada es E = Va n 1 


■ ■ w~' 

para Va ~ Vb 



la conjugada es E = Va n ~ l 

+ ,J Ja n ~ 2 b +\ja n ~ 3 b 2 +■■■ 

■■ +<jb n -' 
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Téngase, además, en cuenta que 


si n es impar 


si n es par 


+\^E = a + b 
i^[a-\íb)E = a-b 
(\'a+\b)E=a-b 
fia-’{ib)E = a-b 


En el easo, por ejemplo, de \ « + />, la conjugada toma la sigui^nte forma: 

zr 3 í 4 i 5 1 3 . |J 5¡ 2 i 4 s / i / 4 

E = \a. - b \ a + b \ a - b \ a + b 


y el producto será: í \a + b^E = a + Ir 


Eiemplo 67 

a 2 - b 1 

Racionalizar el denominador: \-j =— 

\ ! a-\b 

Construimos la conjugada ^ i—^ — ^i~~2 

dcl denominador: E = \ a~ + \ ab + V b~ 


Muitiplicamos ambos térmi- /2 

nos'de la fracción por E: „ _V_ / 

~ (Va -\b)E 

(a 2 -b 2 )E 

a+b 


Factorizamos el numerador 
para poder simplificar: 


(a + b)(a- b)E 
a-b 


= (a + b)E 


(a + ¿T + \:ab + \b 2 j 


Eiemvlo 68 


Racionalizar el denominador: 


.v 2 -14 v-32 
\ : x + 2 


Construimos la conjugada 
del denominador: 


E = \í+ - 2 \/.v 2 +4t¡x-S 


Simplit’icando el radical del 
segundo término: 


E = - 2 \¡x + 4\fx - 8 
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Multiplicamos numerador y 
denominad'or por E: 


Factorizamos el numerador y 
efectuamos el producto del 
denominador:'" 


(* ! 

- 14jc - 

32) 

1 E 

1 

(VI+ 2 ) 

1 E 


(.t-16)U + 2)E 
x- 16 


= (x + 2)E 


(x + 2)(tíx* -2jx~ + 4ifx -8j ' 


'EjmphM _ 

Racionalizar el denominador: _ ,+- • - -^ 

V 3 +V 2 

SSSai c " ni " e “’* 

E = V8T-V54 + V36-V24+Vl6 

Racionalizando: _ ^ 

- 5E 
~(V3+V2)E 

5 E 
~ 3 + 2 

= £ 

= V8i-V54 + V36-V24 + VÍ6 


Ejfmplo 70 


Racionalizar el denominador: 


a-b 


Sacamos factor común en eí 
denominador: 


a — b 


a-b 



La conjugada del primer 

factor del den’ominador es: E = 

% 


La del segundo: 


F = W + Wb+Mab 2 +W 
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Racionalizando: 


(q-fe)EF 


■Ja ■ E{tfa -tfb^F 

(g-¿>)EF 

a(a-b) 

a 


^(t!¿+tl¿b+tfei¿+tíb>} 


Eimplo U 


Racionalizar el (Jenominador: 


a-b 

4 a + \¡b 


Transformamos los radicales 
del denominador en dos ra- 
dicales equivalentcs que ten- 
gan el mismo fndice: 


a-b 


'V7+V7 

Constmimos laconjugada: £ = ^ iI -V?V+ + tfaW-$¡b" 

E = V7 - t¡ 7 b + V¡v - ab + & - Vfc* 


Racionalizando: 


E = a 2 ^fa -a 2 \¡b +a$Ja*b 4 -ab + btfa^b 2 -b^fb 2 
_ ( a-b)E 

’ (&+&)e 

(a-fe)£ 

= ^ u 1 
a — b 


(a-b)(a 2 sfa - a 2 \¡b +atfa*b* -ab + btfa^b 2 -btftf'j 


q 3 ~¿> 2 


Eiemolo 72 


Racionalizar el denominador: 




Transformamos los radicales 
en dos radicales equivalentes 
de igua) índice: * 


x 2 -* 
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Sacamos factor común en el 
denominador: 

* 2 -* 

* 



X 2 -X 


v?(i-ví) 

La conjugada del primer fac- 
tor del denominador es: 

£ 

II 

La del segundo: 

f= i+V^+ 6 V7+V7+V7+V7 

/ 

F= 1 + Ví + Vjr + Ví + ^fx 2 +§[x* 

Racionalizando: 

(x 2 -x)EF 




% 

t-H 

1 

síS 

X 

II 


xQ-x) 
= -EF 


-\[x(l + tfx + ^[x +^[x +\[x 2 +tfx*^J 


( Ejercicio 24 

Racionalizar el denominador de las siguientes fracciones y simplificar: 


1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 


1 

tfc+üb 

1 

V 3 -V 2 

4 

1/7+V3 

a + b 

^T^Üb 

a — b 

[a+ifb 

2 

V5-V3 

, 1 

\[x +2 


8 ) 

9) 

10 ) 

11 ) 

12) 

13) 


1 

tfa-2 

x 2 +2x-3 

V^ + V3 
jc 2 - 26at - 27 
Vx -3 

fl 2 -2a + l 

Va + 1 
7 

V5+V2 

m 2 +mn-2n 2 
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15) 

a-b 

26) 

Ija'b + tla'b 2 

16) 

4x +-2 y 

27) 

{ÍSx + j4y 

17) ' 

1 

28) 

V?+VV 

18) 

X 2 -)- 2 

29) 


19) 

1 

30) 

\la -tfb 

20) 

1 

31) 

V 2 +V 2 

21) 

b-a 

32) 


22) 

a 2 +a 

’ 33) 

■Ja -tfa 

23) 

2 

34) 

V2-V2 

24) 

17 

35) 

V3+V2 

25) 

X 


VI-VI 



X —x 


V 2 -V 2 

1 _ 

tfv-V^+Viv 

_ x_-y _ 

V? + ifx 2 y+i[xy 2 +ify 2 

5 

V 9 -V 6 + V 4 
_3_ 

V125-V5Ó + V20-V8 

_ fz¿ 

MvW -a/^ 3 +V>’ 4 

2x-2 

Vx 2 + Vx +1 

1 

V 5 +V 2 -V 7 

17 

2V5-V3 


Límites de funciones irracionales (Segundo tipo) 

E1 procedimiento que hemos seguido en el cálculo de los lfmites que se 
estudian en este capítulo se pueden resumir así: 

1) Comprobamos que se trata de un límite con la indeterminación -. 

2) Aislamos, factorizando, el factor que origina la indeterminación. 

3) Buscamos un límite equivalente que no tenga esa indeterminación. 

4 ) Sustituimos la variable por el valor al que tiende para calcular el límite. 
Esquemáticamente: 


Comprobamos que f {a) - ^ 


Factorizamos 


Simplificamos 


Calculamos el límite 
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En los casos que siguen, dado que la variable aparece afectada por el símbolo 
de radícal, el segundo paso, la factorización, no puede ser ejecutado si no racionali- 
zamos antes la expresión irracional. Tendremos, pues, que racionalizar el nume- 
rador, o el denomiñador, o ambos. 

E1 esquema del procedimiento será éste: 


Comprobamos que f {a) = - 


Racionalizamos 


Factorizamos 


Simpliñcamos 


Calculamos el límite 






Ejemplo 


Calcular: lím 

x->7 


a/jc 4 -Jt 3 +JC —Vx + 8 

3jc 3 -8x 2 +5x-2 


Comprobamos que / (2) = § (Indeterminación) 


No podemos aislar en el 
numerador el factor x - 2, 
que es el que produce la 
indeterminación. Racionali- 
zamos. pues, el numerador 
multiplicando ambos térmi- 
nos de la fracción por la con- 
jugada E: 


= lím 

x —> 2 


E = Vjt 4 -Jt 3 + Jt+VI+8 

(V* 4 -* 3 +^-VI+8 

(3jc 3 — 8jc 2 + 5jc — 2 ) JE 


= lím 

x —> 2 


jc 4 - jc 3 + x - x - 8 
(3x 3 - 8* 2 + 5 jc - 2 ) £ 



= lím 

jt 4 - jc 3 -8 


.t->2 

(3jc 3 — 8jc 2 h-5 x-2)E 

Aislamos, mediante divisio- 



nes sintéticas. el factor x - 2 



en el numerador y en el 



denominador: 

* 

= lím 

(jc-2)(jt +jc +2jc + 4J 


x~>2 

(.c — 2)(3x 2 — 2jc + l)£ 
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u x 3 +x 2 +2x + 4 

lim - . . =- - y 

(3jc 2 -2x + \)\4x a -jc 3 + jc+Vjc + 8J 

_ 8 + 4 + 4 + 4 _ 

(12-4 + 1)(V16-8 + 2+a/2 + 8) 


20 

9-2VÍ0 


vTo 

9 


EkmekJá.. 


Calcular: lím 


x 2 -x-10 


*-*5 4j3x + l -i¡4x — 4 
Comprobamos que ; / ( 5)=1 (Indeterminación) 

Racionalizamos cl denomi- 
nador para poder aislar el 
factor .r - 5 que es el que 
produce la indeterminación. 

Construimos, para eso, la 
conjugada: 

E = $j(3x +1) 3 + \ J(3x + 1) 2 (4jc - 4) + 3x + 1)(4jc - 4) 2 + ^j(4x - 4) 3 

Multiplicamos numerador y 
denominador por E\ 


Factorizamos el numerador: 


= lím 

x —>5 

* 

K> 

1 

* 

1 

o 

(i¡3x + l-if4x- 

= lím 

x-*S 

(x 2 -x-20 )E 

3x +1 - 4x + 4 

lt 

II 

(jc 2 -jc-20)£ 

—jc + 5 

II 

* 

iS' 

(jc — 5) ( jc + 4) £ 

-(■r - 5) 


= lm -(jr + 4^(3^ + l) 3 +^/(3 jc + 1) 2 (4jc-4) + ij(3x +1)(4* - 4) 2 +^(4x-4) 3 j 

= -(5 + ^iíló 3 + Vl6^ + t/l6 3 + V¡6 5 ’) 

= -9 • (8 + 8 + 8 + 8) = 


-288 
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Ekrnk lí- 


Calcular: lím 


4-VSx^2 

*"" 2 V3x + 3-Vjc 2 +5 


Comprobamos que 


En esta oportunidad tenemos 
que racionalizar ambos tér- 
minos de la fracción para 
poder aislar el factor x - 2. 

Construimos la conjugada 
del numerador: 


y la del denominador: 


/( 2 )»$ 


(Indeterminación) 


Multiplicamos numerador y 
denominador por ambas con- 
jugadas: 

= Um 

x->2 


= lím 

x->2 


= Um 

x->2 


II 


= lím 


£ = 3|(jc 2 + 4 ) 2 + j/(jc 2 + 4)(5 jc - 2) + - 2) 2 

F = V3l+3 + V* 2 +5 

^ V* 2 + 4 - V5jc - 2 j £F 
^V3 jc-T5 -Vjc 2 + 5 ^£F 

(jc 2 +4-5jc + 2)f 



(jc-3)(jc- 2)F 
í-^2 —(jc — 2)(jc — 1) £ 


¡ Um 

x-*2 


u-3: 

)^V3jc + 3 + Vjc 2 +5 

-U-D 


+ 1 ¡(x 2 + 4 px -2 ) + V 

f (S*-2) 2 J 


(~1)(V9+V9) 


-(1)^/? + V? + ^8^j 


4 + 4 + 4 
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( Ejerciclo 25 


Calcular los siguientes límites: 


1 ) lím 

x —> 2 


2 -V 2 T 7 

2-jc 


2 ) lím 

x —>3 


3) lím 

x —> 2 


4) /zm 

' x-*4 


5) lím 

x —>2 


6) //m 

*->2 


7) lím 


-4-yfU + X 


3- x 

4- x 2 


3-V?+5 

16-x 2 

l~4x 

V8-2jc - -Jx + 2 

x — 2 

V5jc-1 - W+7 
-JTx + 2, -4 
3-V5x + 4 


jt-*i V3jc + 1 - V5jc — 1 
VlO + jc - v4 - jc 


8 ) lím 


x —> - 3 yfx+~5 — V2jc + 8 
y ¡ 2x -2 


9) lím 


10) lím 


•v ->2 V3x-1-V11-3jc 
W+3-V3jc-1 


11) lím 


■*—>2 V2x + 5 - Vjc + 7 
4x 2 +2-v r 3xT2 


12 ) lím 


>t Tx + \-42x-2 

•fx -+ 3 - \/*5jc -1 


t->i jc 3 + 7jc 4 - 6jc 2 + 3jc - 5 


V 


13) lím 

x -*-a 

\ a\ 1 * 24-3a: 

14) lim - 77 =- 

vjc - 2 


x 2 +a 2 -4¿-. 


x+.a 


15) //m 


jc' 1 - 5jc 2 + 4jc + 4 


16 ) lím 


t ->2 Vjc + 1 -V2jc-1 

V7jc+T-2 


>t jc 4 + 5jc 3 — 3jc 2 — x — 2 


17) /zm 

-V —>—2 


i/ jc 4 + jc 3 + 8 - 2 
jc 2 — 3jc —10 


18 ) lím 

jt->2 


19 ) lím 

j->0 


20 ) lím 

x->~. 


21) lím 

x-*l 


22 ) /zm 

,v->3 


23) /zm 

jr—>2 


24) lím 


25) //m 

r->0 


26) /zm 

jr—>0 


27) lím 

jc-43 


28) /zm 

jc ->2 


29) /zm 

A—»2 

30) /zm 

.t— 1 

31) lím 

x —>0 

32) lím 

a ->2 

33) /zm 

x->l 


34) /zm 

A->0 


V5jc + 6-V7jc + 2 
jc 3 - 5jc 2 + 5jc + 2 

Vjc 2 +2jc 

Vjc + 5 - V3jc + 5 

jc 2 +2jc + 1-Vjc 2 + 7 
* V4-x - Vjc + 10 
V2jc + 7-2a-1 
1 -2jc 

V 5jc — 6 — Vi + 6 
Vjc + 7 - V 2 jc + 4 
V7V+2-T/5jc + 6 
VjcTT — V 2 jc — 1 
jc s — 7jc 4 +3jc 2 + 3 
V5x + 1 -V7jc-1 

V/> + JC - V/>-JC 2 - JC 3 
4b + x - VZ>- Jc 2 
Vjc 2 + 1 - V3jc + 1 

V3x 2 + 2-T/4jc + 2 
VFjc 2 + 12 jc - V 2 jc 3 + 27 

V 2 jc 2 +1 - V5jc + 4 
V3V+2 - V5a-2 
V3jc +1 - i]5x - 3 

V5jc 2 +7-3 
Vjc + 2 — V3jc + 2 
Vjc + 5 - V7 - jc 
\'4-5jc - T/jc + 10 
1 - Vjc + 1 

JC 

T/V7+2-V9jc-~2 
VV+7-3 
Vjc + 7-V5~jc + 3 
V13jc + 19-V20jc + 12 

V4 + JC - i¡4- jc 2 + jc 3 
V3jc + 2 - Vjc 2 +2 
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Método de los Coeficientes Indeterminados 


Es un método utilizado para hallar los coeficientes de una o varias expresio- 
nes algebraicas (de grado y forma determinadas), que, sometidas a ciertas operacio- 
nes, deben dar un resultado conocido. E1 proceso consiste en representar dichos 
coeficientes por letras y posteriormente calculaiios mediante la aplicación de ciertos 
principids. Generalmente lleva a la construcción de un sistema de ecuaciones que, 
una vez resuelto, nos permite conocer el valor exacto de esos coeficientes 
indeterminados. 


Dos de los principios más frecuentemente utilizados son los que siguen: 


1) E1 primero ya fue enunciado al comienzo del capítulo y es el que se refiere 
a la igualdad de polinomios: ' 

Dos polinomios P ix> y Q ix) son iguales o equivalentes sólo si los coeficientes 
de los términos del mismo grado son iguales: 


Sean P {x) = a () x n +a l .x n 1 +a 2 x n 2 + . +a n 

y Q(x) =b () x" +b i x""' +b 1 x"~' + . + b„ 

P(X) = Q<X) ** a 0 = V «i = b i< a 2 =b 2 , . a„ = b„ 


(I) 


2) E1 segundo es un corolario del primero: 


Si dos polinomios P (Kl y Q (xl son iguales, toman igual valor numérico para un 
mismo valor de la variable: 


P(x)=Q(x) p (k)-Q(k) 


(ii) 


Veamos la aplicación de estos principios en los siguientes ejemplos: 


Eiemplo 76 

¿Cuáles deben ser los valores de m y n para que M ix) y N lx) sean polinomios 
equivalentes? 

M { x) = 5jc 3 + (m + n)x 2 + (m + 6 n)x - 3 
N lx) s5x- -lx 2 + 3x-3 

Para que M {x) y N, xl sean 
polinomios equivalentes de- 
ben ser igualcs los coeficien- 
tes dc los términos del mis- 
mo grado (Aplicación dcl 
principiol). 

Ya son iguales los coefi- 
cientes dc jr 3 y los tcrminos 
independientes. Deben serlo 
también los coeficicntes de 
x 2 y de x. Por lanto: \m + n = —7 

I m + 6/? = 3 


La solución dcl sistema rn = —9 
planteado cs: 

n = 2 
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Ejempb 77 

Determinar A, B, C y D , sabiendo que 

M {x) s A(*-l)(x 2 + x + l) + (2?x + C)(jt-l)(jt-2) + D(jr +jc + 1)(jc-2) 
y N U) = 8jc 3 - 14jc 2 + 8jc -17 son polinomios iguales. 

Este ejemplo, que puede ser 
resueito si sc quiere como el 
anterior, se puede resolver 
más fácilmente con la 
aplicación dei principio II. 

Si M (xí y N m son poiinomios 
iguales, podemos escribir: 

/ 

A(x- l)(x 2 + x +1) +(Bx + C)(jc - l)(x■- 2) + D(x 2 + x +1)(.*-2) = 8x 3 - 14x 2 + 8.t -17 

# Por el principio II, si-los po- 
linomios son iguales, toman 
igual valor numérico para un 
mismo valor de la variable. 

Podemos, por tanto, sustituir 

la variable por cualquier 

yalor arbitrario y, cada vez * 

que lo hagamos, obtendre- 

mos una ecuación con las 

incógnitas A, B, C y D. Si 

construimos de esta forma 

cuatro ecuaciones, podemos 

formar un sistema y hallar 

los valores dc esas incógni- 


Sin embargo. si sustituimos 
la variable por valorcs que 
anulen algún término del pri- 
mer miembro, el trabajo se 
simplifica. Por ejemplo, para 
x = I se anulan los dos pri- 
meros términos y se puede 
obtener de inmediato el valor 
de D Para x = 1 


/4(0)(3) + (fl + C)(0)(-l)+ Z>(3) (—1) = 8-14 + 8-17 


-3D = -15 
D = 5 

Si haccmos x - 2, se anulan 
el segundo y el tercer térmi- 
no y se obtiene el valor de A : 

Para^ = 2 

/4(1)(7) + (2B + C)(1)(0) + D(7)(0) = 64-56+16-17 
7/4 = 7 

* 1/4 = 1 
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Para obtener B y C sustitui- 
mos la variable por otros del 
valores. Uno, muy conve- 
niente siempre, es x = 0: 


Para x = 0 

A (-1)(1) + C(-D(-2) + D(D(-2) = -17 


Reemplazamos los valores 

ya conocidos de A y D: — 1 + 2C — 10 = —17 


2C = -6 


C = -3 


Para hallar B hacemos una 
última sustitución, por 
cjempk), x ■ -1 


Parax = -1 


A (-2) (1) + (-5 + C) (-2) (-3) + D (1) (-3) = -8-14-8-17 
-2A -6B + 6C-3D = -47 


Reempiazando vaiores cono- 
cidos: 


-2-65—18-15 =-47 
-65 = -12 


5 = 2 


( EJercicio 26 

¿Qué condiciones deben cumplirse en cada caso para que M (x) y N (x) sean poli- 
nomios equivalentes? 


í M {x) h 3jc 3 - (m + n)jc 2 + (m + 2n)x - 2 
| N ix) s 3x 3 - 5x 2 + Ix - 2 

A/ U) s 5jc 4 + (2<? + 5r)jc 3 + (<7 + 2r + p)or 2 + (4r + <7 + 2p)jc + 5 
% } s5x 4 -10jc 3 +x 2 +2x + 5 
f M {x) 3 (m + w)jc 3 - 5jc 2 + 3 x - 4 
|n ( jc) ^ jc 3 + (n - m 2 )jc 2 + 3jc - 4 


4) 


M (x) 3 x 3 + (n - m)jt 2 + (m - 4n)x + 6 
N ix) 3(x + 1)(jc-2)(jc-3) 
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7 > 

8 ) 

9) 

10 ) 

11 ) 

12 ) 


\M ix) = ( P +y,x 2 +a P +\)x 2 -\ 

= abx 3 + (b — a + ab)x 2 +(b-a-l)x — l 

í M (x) = A(x 2 + 1) + Bx 2 + Cx(x 2 + 1) 

K)-» 

¡M {x) = (Ax + B)(x — l) + C(x 2 +1) 

K," 2 * "3 

ÍM (JC) s Aa:(a: — 1) -h £(jc-1)(jc + 2) +Cat(jc- h 2) 
[n u) s3jc 2 -5x + 3 

ÍA/ (j) h (Ax + 0)(jc 2 -4jc + 1) + (Cjt + D)(x 2 + jc + 1) 
[N{ X ) = 2jc 3 + 3jc 2 - x +1 

\ M {X) = 4jc 3 + (2m - n)jc 2 +1 Ijc +1 
jw u) = 4 jc 3 + 6jc 2 + (« 2 -* m)x +1 


Alaunas aplicaciones 

del Método de Tos Coeficientes Indeterminados 

Aprenderemos a utilizar el Método de los Coeficientes Indeterminados a 
través de algunas aplicaciones prácticas. Las primeras (dividir polinomios, hallar la 
raíz de un polinomio) tienen como única finalidad la de familiarizamos con el 
método, pues existen formas mucho más prácticas para realizar esas operaciones. En 
cambio dedicaremos mayor atención a la aplicación del Método de los Coefícientes 
lndeterminados a la separación de fracciones algebraicas en fracciones simples. 


A) División de polinomios 

Es conveniente, antes de pasar a los ejemplos ilustrativos, releer el Cuadro- 
resumen que aparece en la pág. 10. 

Eiemplo 78 

Dividir por el Método de los Coefícientes Indeterminados: 

D {x) h jc 5 + 1 Ijc 4 + 28jc 3 - 7jc 2 - 5jc - 3 entre 
d( X ) = Jt 3 + 7 jc 2 +2x-\ 

La tarea consiste en determi- 
nar Qis > y Rtx) (Cociente y 
Residuo). 
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Del cociente sólo sabemos 
que es una expresión de se- 
gundo grado y que el coe- 
ficiente del primer término 
es 1. Representando coiv le- 
tras los coeficientes desco- 
nocidos de los otros tér- 
minos, cl co<yente toma esta 
forma: 

Del rcsiduo sabemos que, de 
existir, es una expresión 
cuyo grado no puede ser 
mayor que 2. Como sus 
coeficientes son desconoci- 
dos, los representamos con 
letras: 

Por la identidad fundamental 
de la división, podemos es- 
tribir: 

Sustituyendo: 


= x 2 + Ax-f B 

= Cx 2 + Dx + E 

D {x) = d{x) ‘ Q{X) + X) 


/ 


* 5 + lljc 4 +28A 3 -7jc 2 -5;c-3 = (x 3 +7* 2 +2jr-l)(jt 2 +Ac + íj)+Cx 2 +Dx + E (I) 

Trabajaremos en el segundo 
miembro multiplicando, re- 
duciendo términos semejan- 
tes y sacando factor común 
en cada grupo: 

= x 5 + Ax a + Bx z + 7x 4 + TAx 3 + IBx 2 + 2x 3 + 2Ax 2 + 2Bx - x 2 - Ax - B + Cx 2 + Dx + E 

= x 5 +(A + l)x 4 +(B+7A + 2)x 3 +(7B + 2A-l + C)x 2 +(2B-A + D)x-B + E 

Con lo que la ecuación (I) 
queda así: 

jc 5 +1 ljt 4 + 28^ 3 -7x 2 -5x-3 = 

= x 5 +(A + 7)x* +(B + 7A + 2)x 2 +(7B + 2A-\ + Qx 2 +(2B-A + D)x-B + E 

Aplicando ahora el principio 
de igualdad de polinomios, 
podemos igualar los coefi- 
cientes de los términos del 
mismo grado: 

En el término de x A ; -4 + 7 = 11 


A = 4 

En ei témünp dg B + 74 + 2 = 28 

Reemplazando el valor 

conocidodeA: fl + 7A + 2 = 28 

# £ = - 2 
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En el término de jr’: 


7B+2A-l + C = -7 


Recmplazando valores cono- 

cidos: - 7(— 2) + 2- 4- l + C = -7 

c=o 

Enel términode.t: 2B-A + D = -5 

2(-2) - 4 + D = -5 
D = 3 

Ea d tíaüaa indcwmlienic; -B + E = -3 

2 + E =-3 


Sustituyendo los valores ya 
conocidos de los coeficientes 
indeterminados. tenemos, en 
defimtiva, que: 


£ = - 5 


Qu)=x 2 +*X~2 

^> = 3-t-5 


( Ejerclcio 27 


Hallar por el Método de los Coeficientes Indeterminados el cociente y el 
residuo de dividir D,., entre d„ 


1 ) 


2 ) 


3) 


4) 


5) 


D (x) 

3 jc 4 -4jc 3 + 3jc 2 

-2jc + 6 

d(x) 

s x 2 - 2 jc +1 



D (x) 

s jc 5 + 5jc 4 + 2jc 3 

-6x 2 

+ 9jc-4 

d(x) 

bjc 2 +2jc-2 



D U) 

3 jc 6 + 2jc 5 + 6jc 4 

+ 4jc 3 

+ 7jc 2 -2jc + 2 

d(x) 

= jc 3 + 2jc 2 +4jc + 

1 


D (x) 

s jc 6 + jc 5 + 2x 4 + 2jc 3 - 

-jc 2 -jc + 1 


s jf 3 — 1 



D (x) 

s 3 jc 6 +jc 4 +7jc 3 

+ 3 


<kx) 

s3jc 3 +x + l 
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B) Raíz de un polinomio 

Recordemos.algunos aspectos elementales referentes a radicación de polino- 


mios: 


Raíz n-sima de un polinomio P U) es otro polinomio que, elevado al 
exponente n , nos da el primero: 


n i^7) = Qi 


x) 


Sl 


P (x) ~ 




X) 


E1 grado de será igual al grado de P (x) dividido entre n. 

Todo esto es cierto si P (x) tiene raíz exacta. En caso con|rario, existirá un 
rfesiduo Si restamos de P (x) este residuo, la raíz será exacta y tendremos que 

= Q*> 

*U)“^U) = [Qx)] 

( 1 ) 


Por tanto 


y, finalmente: 


*U)-[0(*)] + ^0 


E1 coeficiente del primer término de es igual a la raíz n-sima del 
coeficiente del primer término de P (*)- 

Nota: Si la raíz buscada es de índice par, existirán dos expresiones, Q x) y 
- Q x) , que, elevadas al índice n nos darán P (X )• Por tanto, si n es par, la relación (I) 
se transforma así: 


P (x) -[^Qjx)] +R (x) 


(II) 


E1 máximo grado que puede alcanzar /^ x) , de existir, es igual a una unidad 
menos que el grado de P (x) menos el grado de Q^ x) . 


Máximo grado de R {x) = Grado de Pu) - gradode - 1 


(III) 


Utilizaremos las relaciones (I) y (II) en el planteamiento de los ejercicios que 


siguen. 


EjempU/J9 


Calcular: V* 6 - 6jc 5 + 19jc 4 - 32x 3 + 21jc 2 + 1 


Llamando P fx) a la cantidad 
subradical tenemos (aplican- 
do II): 


0 ) 


El grado de fifjr» será 6+2 = 3 
y el pñmer coeficiente será 1 

Dando a los demás términos 

coeficientes’ indeterminados, 
* 

tenemos: 


= x 3 + Ax 2 + Bx + C 
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y 


[±d ,)] 2 = x 6 + 2Ax 5 + (a 2 + 2 fi).t 4 + (2 AB + 2C)x y + ( B 2 + 2AC)x 2 + 2 BCx + C 2 

E1 máximo grado que puede 
alcanzar, de existir, el 
residuo es ^aplicando III): 

6-3-1 =2. 

Dando a sus términos 

coeficientes indeterminados, D _ 2 r »7 

el residuo será: K^^-Dx +Lx + t 

Sustituyendo en (1): 

/ 

x 6 -6x s + I9x 4 - 32x 3 + 2\x 2 +1 = 

= x 6 + 2Ax s + (A 2 + 2B)x* + (2 AB + 2C)x 3 + (fl 2 + 2AC)x 2 +2 BCx + C 2 + Dx 1 + Ex +F 
x 6 -6x s + 19jc 4 -32x 3 +21x 2 + 1 = 

= jt 6 + 2A* 5 + (A 2 + 2B)x 4 + (2 AB+ 2 C)x 3 + (b 2 + 2AC + d)x 2 + (2BC + E)x + C 2 + F 

Igualando los coeficientes de , 

los términos de igual grado: 

En el lérrmno de r': 2A = -6 


Á=- 3 


En cl lérmino de A 2 +2B = 19 


9 + 2B = 19 


B = 5 


En el lérrruno dc .r': 2 AB +2C = -32 

-30 + 2C = -32 

C = -1 

En c l rón ain o dt . r; B 2 +2AC+ D = 2\ 

25 + 6 + 0 = 21 

D = - 10 

En el ténnino de 2BC + E = 0 

-10 + £ = 0 

* _ 

£ = 10 
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En el téipiino iádependiente; 


c 2 + f =i 

1 + F = 1 


F = 0 


Sustituycndo en (1) tendre- 
mos, en definitiva: 


^(.r) 


= [±(.r 3 ~ 3 jc 2 + 5* -1)] - IOjc 2 + 10x 


Ejsnuúa. SH 


Calcular: Vjc 6 +9jc 5 + 21jc 4 - 4x 3 - 22* 2 + 36* - 8 

Llamando p,„ a la cantidad p _ l 3 p 
subradical y aplicando (I): Mx) “ [m*) J *\x) 


E1 grado de Q, xt será 6+3 = 2 
y el coeficiente del primer 
término será !. Dando a los 
demás términos coeficientes 
indetcrminados, tenemos: 


Q, x) = x 2 + Ax + B 


y 


( 1 ) 


[fiu,] 3 = * 6 + 3A* 5 + (3A 2 + 3 B)x* + (a 3 + 6 AB)x 2 + (3A 2 fl + 3 B 2 )* 2 + 3 AB 2 x+ fi 3 


E1 máximo grado del resi- 
duo, en caso de existir, será 
(aplicando III): 6 - 2 - 1 = 
3. Dando a sus términos 
coeficientes indeterminados: 


R, x) = Cx 3 + Dx 2 + Ex + F 


Sustituyendo en (1) y 
reduciendo términos seme- 
jantes, tendremos en defi- 
nitiva: 

* 6 + 9x 5 +21x 4 - 4x 3 - 22x 2 + 36x - 8 = 

x 6 + 3Ax s + (3 A 2 + 3fl)jc 4 + (a 3 + 6AB + c)x 3 + (3A 2 fi + 3 B 2 + Z>)jc 2 + (3 AB 2 +E)x + B s + F 

Igualando los coeficientes.de 
los términos de igual grado: 

En el lérmino de x': 3A = 9 


A = 3 

Ea fil lénninQ sk ¿1 3A 2 +3fi = 21 

27 + 3fi = 21 

* ^ 

B = - 2 
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2AB + 2C = -32 

4 3 +tAB + C = -4 
27 - 36 + C = -4 

C = 5 

3A 2 B + 3B 2 + D = -22 
-54 + 12 + D = -22 

D = 20 


3AB 2 + E = 36 
36 + £ = 36 

£ = 0 


£ 3 + £ = -8 
-8 + £ = -8 

£ = 0 


£<„ = (x 2 + 3x - 2) 3 + 5x 3 + 20x 2 


Calcular las siguientes raíces por el Método de los Coeficientes Indetermi- 

nados: 

1) 'Jx*+2x 2 +5x 2 +3x + 5 

2) V4x 4 -4x 3 + 13x 2 -6x + 9 

3) V9x 4 -24x 3 + 28x 2 -6x + 1 

4) Vx 6 + 2x 4 +6x 3 +6x 2 +6x + 6 

5) Vx 6 + 2x 5 + x 4 + 2x 3 + x 2 +1 

6 ) Vx 6 - 3x 5 + 6x 4 - 9x 3 + 6x 2 - 5x +1 

7) Vx 6 - 3x 5 - 6x 4 + 17x 3 + 27x 2 - 27x - 27 

8) ^'- 1 > x ( ;c + 1 )( ;,: + 2 ) + 1 


Ea.£l tóiipmQ Uc 


En el tsrmiiio üc r,; 


En d término dg a; 


En slicxniiiiQ mdeggiuligmc. 


En definitiva: 


( Ejerclcio 28 
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C) Separación de fracciones algebraicas en fracciones 
simples. 


La expresión 


r U) 


A 


\x) 


en la que P U) y D (x) son polinomios, es una fracción algebraica racionaL P ( x) es 
el numerador y D {x) el denominador de dicha fracción. 


La fracción algebraica 


r U) 


A 


\x) 


se .llama propia si el grado de D (x) es mayor que el grado de r«v Se llama 
impropia en el caso contrario. 

Llamaremos factor iineal a toda expresión en la forma ax + b , siendo a y b 
números reales (a * 0). 

Llamaremos fáctor cuadrático irreducible a toda expresión en la forma 

ax 2 + bx + c , siendo a, b y c números reales que satisfacen la desigualdad b 2 < 4 ac 
Un factor lineal o un factor cuadrático pueden estar elevados a un exponente 
n sin dejar de ser tales. Por ejemplo, (3x-2) 5 sigue siendo un factor lineal y 

U 2 + 


[x 1 + x +1 j sigue siendo un factor cuadrático irreducible. 


La separación en fracciones simples de una fracción algebraica sigue las 
siguientes normas: 

1) A cada factor lineal ax + b que aparezca una sola vez como factor del 

A 


denominador, corresponde una fracción simple de la forma 
es una constante. 

Ejemplo: 


ax + b 


, en donde A * 0 


r U) 


B 


(ax + b\cx + d)(mx + n) ax + b cx + d mx + n 

2) A cada factor lineal ax + b que aparezca k veces como factor del 
denominador, corresponde la suma de k fracciones simples cuyos denominadores 
serán el factor ax + b ejevado sucesivamente a los exponentes 1 , 2 , , k- 1, k. 

Ejemplo: 


r (x) 


B 


M 


N 


(ax + b) k (cx + d) ax + b (ax + b) 2 


(ax + b) k 1 (ax + b) k cx + d 


3) A cada factor cuadrático irreducible ax l +bx + c que aparezca una sola 
vez como factor del denominador, corresponde una fracción simple de la forma 

— . —, en donde A y B son constantes no simultáneamente nulas. 
ax +bx + c > 

Ejemplo: 
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Ax + B 


Cx+ D 


(av 2 +bx + cjmx 2 +nx + /?) ax 2 +bx + c mx 2 +nx + p 

4) A cada factor cuadrático iixeducible ax 2 +bx + c que aparezca k veces 
como factor del denominador, corresponde la suma de k fracciones simples cuyos 
denominadores serán el factor ax^ + bx + c elevado sucesivamente a los exponentes 
l*, 2, k-Uk. 

Ejemplo: 

P(x) _ Ax + B t Cx+D Mx + N Px + Q 

(a.r 2 + bx + c* j CLX +bx + c + + c j 2 + bx + c j (ar 2 + bx + cj 

En esta expresión, A,B,C,D, ... , M, N, P y Q son constantes y P y Q no son 
simultáneamente nulas. 


5) Si la fracción algebraica dada es impropia, debe primero efectuarse la divi- 
sión teniendo en cuenta que 



= 2 ( t) + 


D (x) 


con lo que se transforma la fracción ímpropia original en la suma de un polinomio 

Ríx) 

Q, u y una fracción propia——, fracción ésta última que puede ser separada en 

D (X) 


fracciones simples. 


6 ) El caso especial de la fracción algebraica - u . en la que el 

(ax + b) 

denominador es un único factor lineal repetido k veces, se separa más fácilmente en 
fracciones simples (aun en el caso de fracciones impropias) utilizando el método de 
Horner, tal como se muestra en los ejemplos 86 y 87. 


r---1 

. Nota: Para hallar el valor de los coeficientes indeterminados A, B, C , D, etc., puede j 
aplicarse indistintamente cualquiera de los dos principios enunciados en la i 
pág. 109. Por su mayor practicidad, siempre que podamos utilizaremos el i 
j segundo. j 


Eiemplo 81 


Separar f {l) en frac'ciones simples: 

Factorizamos. utilizando 
Ruffini, el denominador: 


f(x) ~ 


2x 2 + \Sx + \6 
jc 3 +4x 2 +x-6 
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Tenemos, pues, que 


2jc 2 + 18x +16 
(jr - 1 )(a'+ 2)(x + 3) 


E1 denominador contiene só- 
lo factores lineales. La des- 
composición en factores 
simples será"*de la forma: 


_ 2x 2 +18X + 16 _ _A__ _B_ _C_ 

(x) (j.-l)(jc + 2)(jr + 3) jc — 1 jc + 2 jr + 3 


Sacando mínimo común 
denominador en el segundo 
miembro: 

• • 2jt 2 +18jt + 16 _ A(j: + 2 )(jr + 3 )+ g(jr - l)(x + 3)+ C(x -l)U + 2) 

(x-l)(Jt + 2)(* + 3) 

• Para que dos fracciones de 
igual denominador sean 
equivalentes tienen que ser 
también iguales sus numera- 
dores. Por tanto: 

2x 2 +1 8jt +16 = A(jr + 2)(x + 3) + B(x - 1)( x + 3) + C(x - 1) (jc + 2) 


(x-1)(jc + 2)(jc + 3) 


Damos valores a la variable 
x para obtener A, B, y C (es 
conveniente utilizar las raí- 
ces de los factores lineales, 
pues al hacerlo se anulan 
siempre algunos términos). 

Para x = 1 


2 + 18 + 16- /4(3)(4) 
36 = 12A 


A = 3 


Para jt = - 2 8 - 36 + 16 = £(-3)(l) 

-12 = -35 

5 = 4 


Para * = - 3 18 - 54 + 16 = C(-4)(-l) 

-20 = 4 C 

C = -5 

Sustituyendo en (1) los va- 
lores hallados obtenemos f x) 
separado en fracciones 
simples: 


3 _4_5_ 

J(X) i i O . 'j 

x - 1 jc + 2 jc + 3 
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Eiemplo 82 


Separar f w en fracciones simples: f (x) 

Factorizamos el denomina- 
dor: 


-2jc 3 — 19at 2 — 18jc 7 
x 4 + 8a 3 + 18.r~ + 16 jc + 5 


-1 

1 8 18 16 5 

1 -7 -11 -5 

• 

1 7 11 5 ]_0 

-1 

-1 -6 -5 


1 6 5 L0 

-1 

-1 -5 


1 5 LO 

-5 

-5 

* 

1 lq 


La’fracción es, pues: _ _2a 3 - 19.C 2 - 18a’+ 7 

■> u) ~ (a + 1) 3 (a + 5) 


La separación en fracciones 
simples será de la forma 


-2a 3 - 19a 2 - 18a + 7 
(a + 1) 3 (a + 5) 


A B C D 

.c + 1 (a + 1) 2 (a + 1) 3 a + 5 


Sacando mínimo común 
denominador en el segundo 
miembro: 


-2a 3 - 19a 2 - 18a + 7 _ A(* +1) 2 (a + 5) + fi(c + l)(c + 5) + C(a + 5) + D(x +1) 3 
(c + 1) 3 (a + 5) (a + 1) 3 (a + 5) 

Igualamos numeradores: 

-2c 3 - 19jc 2 - 18A + 7 = Mx + 1 ) 2 (jc + 5) + B(x + l)(c + 5) + C(x + 5) + D(x +1) 3 

Damos valores a la variable 
(primero los valores -I y -5 
por ser raíces de Jos factores 
lineales del denominador): 


.2-19 + 18 + 7 = 6(4) 
8 = 4C 

C = 2 


250 - 475 + 90 + 7 = D(-4) 3 
-128 = -64£) 


D = 2 
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No habiendo más raíces de 
factores Jineales, damos a la 
variable valores cualesquie- 
ra. Los dos valones más con- 
venientes son 0 y 1. 

Para .v = 0 

Sustituyendo los valores ya 
conocidos: 

de donde 
Para x = 1 


Reduciendo términos y sim- 
plificando: 

Formamos un sistema con 
las ecuaciones (1) y (2): 


La solución del sistema es: 


f x) , separado en fracciones 
simples, es: 


7 = A(1)(5) + B(1)(5) + C(5) + Z)(1) 

7 = 5A + 5fl + 10 + 2 

A + B = - 1 (1) 

-2-19-18 + 7 = /1(4)(6) + B( 2)(6) + C( 6) + D( 8) 
-32 = 24A +125 + 12 + 16 


2A + B =-5 


A + B = -1 
2A + B = -5 


( 2 ) 


A = 4 


B = 3 


fu) ~ 


rr + 


x +1 (* + l)* (jc + l) J x + 5 
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Separar f (x) en fracciones simples: 


jc 3 + 19 jc 2 — 18jc + 22 
fu) ~ x* +2x>-x 2 +4x-6 


Factorizando el denominador: 


l 

1 

2 

1 

-1 

3 

4 

2 

-6 

6 

-3 

1 

3 

-3 

2 

0 

6 

-6 

LO 


1 

0 

2 

LO 



E1 último cociente resultante 
no tiene raíces reales. La 
fracción, con el denominador 
factorizado, es: 


Ax) 


JC 3 + 19jc 2 - 18JC + 22 
(jc-1)(jc + 3)(jc 2 +2) 


El tercer factor del denomi- 
nador es cuadrático irreduci- 
ble. La separación en 
fraceiones simples será de la 
forma: 


f(x) 


jc 3 + 19jc 2 — 18jc + 22 A B Cx+JD 
(x - 1)(jc + 3)(jc 2 + 2) _ x-\ JC + 3 x 2 +2 
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Sacando mínimo común dc- 
nominador é igualando nu- 
meradores, resulta: 

x 3 +1 9x 2 -18* + 22'= A(x + 3)(* 2 + 2) + B(x - l)(x 2 + 2) + (Cx + D)(x- 1) (x + 3) 

Damos vaiores a la variable: 

Parajr=1 ' 1 + 19-18 + 22 = A(4)(3) 

24 = 12 A 


A = 2 


Paraj: = -3 -27 +171 + 54 + 22 = fl(-4)(l 1) 

220 = -44 fi 

B = -5 


Para x = 0 1 22 = A(3)(2) +B(-l)(2) + D(-l)(3) 

Sustituyendo valores ya co- 

nocidos: 22 = 12 + 10 — 3 D 

D = 0 

Para jt = -1 -1 + 19 + 18 + 22 = A(2)(3) + B(-2)(3) + (-C + £>)(-2)(2) 

58 = 12 + 30 + 4C 


C = 4 


f - 2 

5 4jc 

f(x) ~ x-\ 

* + 3 x 2 +2 


Eimpto Sá 


Separar f (x) en fracciones simples: f (x) = 


jc 4 -2jc 3 + 4x 2 + 2x+l 

x 5 + + 2x 3 + 2x 2 + x + 1 


Factorizando el denominador: 



1 

1 

2 

2 

1 

1 

-1 


-1 

0 

-2 

0 

-1 


1 

0 

2 

0 

1 

L0 


E1 cociente resultante, aun- 
que no tiene raíces reales, es 
el desarrollo del binomio 



La fracción, por tanto, con el 
denominador factorizado es: 



jc 4 - 2j: 3 + 4x 2 + 2 jc + 7 
(x + l)(x 2 + l) 2 
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La separación en fraccio- 
nes simpies toma la forma: 


f(x) - 


jc 4 - 2jt 3 + 4jt 2 + 2 jc + 7 

(jt + l)(jt 2 + l) 2 


A Bx + C Dx + E 

x+l+ * 2+l + (* 2 + i ) 2 


Sacando mínimo común de- 
nominador e igualando nu- 
mcradores: 


x 4 - 2jc 3 + 4jt 2 + 2jc + 7 = a(jc 2 + 1) 2 + (Bjc + C)(jt + l)(jt 2 +1) + (Dx + £)(jt + 1) 


Dando valores a la variable: 


l + 2 + 4- 2 + 7 = A(4) 
12 = 4A 


A = 3 


Para .r = i (raíz imaginaria 

del factor cuadrá.ico): ,-4 _ 2 f 3 + 4í 2 + 2« + 7 = (D/ + £)(í + 1) 

1 + 2t — 4 + 2/ + 7 = — D + Di + Ei + £ 


Agrupando en cada miembro 
)a parte real y la parte ima- 
ginaria: 

Igualando partes reales y 
partes imaginarias: 


4 + 4í = -D +£ + (£> + £)/ 

-D+ E = 4 
£>+£ = 4 


de dondc 


£ = 4 


Parajt = 0 7 = A + C(l)(l) + £(1) 

7=3+C+4 

C = 0 


Para.r= i 1 - 2 + 4 + 2 + 7 = A(4) + (B + C)(2)(2) + (D + £)(2) 

12 = 12 + 45 + 8 

B = - 2 


f _ 3 2* 

4 

/( *> Jt + l jt 2 + l , 

[»*♦«] 

I 2 
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Nota: en el ejemplo anterior fue muy ventajoso utilizar la raíz imaginaria i del factor 
cuadrático para hallar los valores de D y E. Si hubiéramos sustituido a 
continuación la variable por la otra raíz imaginaria -i, no hubiésemos obte- 
nido nada nuévo, sino otra vez los valores ya conocidos de D y E. 


Eiemplo 85 


Separar/¡ v) en fracciones simples: / (JC) = 

Tratándose de una fracción 
impropia, debemos primero 
efectuar la división: 


jt 7 + 3 jc 5 — 6jc 4 -19jc 3 -47x 2 -67jf-IQ2 
x 5 -2x 4 +&x* -\6x 2 +l6x-32 


1 0 3 -6 -19 -47 -67 

J_ 2 -8 16 -16 32 


-102 


I 1 -2_8 -16 16 -32 

1 2 -1 


2 -5 10 -35 -15 

=2_4 -16 32 -32 64 

-1 -6 -3 -47 -3 

1 -2 _3 . - 1 6.1 6.. -3 2 

-8 5 -63 13 -134 


De la división resulta que 


Qu)= x +2x-l 

x) = _8jc 4 + 5 jc 3 - 63x 2 + 13jc -134 


Recordando que 


d, 




Rjx) 


U) 


D, 


U) 


podcmos escribir: 


. 2 „ , -8x 4 +5jc 3 -63* 2 + 13*-134 

() x 5 — 2jc 4 +8x 3 -16jc 2 + 16jc-32 

#( r) 


Separaremos ahora g (x) en 
fracciones simples. Factori- 
zando el denominador: 


E1 denominador sólo podía 
tener raíces posilivas, dado 
que los coeficientes son al- 
ternadamente positivos y ne- 
gativos. E1 cociente resultan- 
te no admite más raíces posi* 
tivas, por lo que tenemos que 
concluir que el denominador 
no tiene más raíces reales. 
Sin embargo, el cociente 
resultante es el desarroilo de 

[x 2 + 4| . Pqr tanto: 



1 

-2 

8 

-16 

16 

-32 

2 


2 

0 

16 

0 

32 


1 

0 

8 

0 

16 

!_0 


-8x 4 + 5x 3 - 63x 2 + 13x -134 
(jc-2)(jc 2 +4) 2 
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La separación en fracciones 
símples toma la forma: 

^ -8x 4 + 5* 3 - 63jc 2 + 1 3jc — 134 _ A Bx + C Dx + E 
<*-2,(,= + 4) ! -,-2 + 4= + 4 + (, !+4) > 

Sacando mínimo común de- 
nominador e iguaiándo nu- 
meradores: 

- 8 jt 4 +5x* -Chx 1 +\?>x-\!A = a{x 2 +¿f +(Bx + C)(x-2)[x 2 +4)+{Dx + E)(x -2) 

/ 

-128 + 40 - 252 + 26 -134 = A(64) 

—448 = 64A 


A = -7 


-128i 4 + 40¿ 3 + 252 + 26i - 134 = (2Z>/ + E) (2 i - 2) 
-128 - 40í + 252 + 261-134 = -AD - 4Di + 2 Ei - 2 E 

-lO-l4i--AD-2E + (-4D + 2E)i 
—5 — 7/ --2D-E + (-20 + E)i 


Dando valores a la variable: 
Para x = 2 


Para x - 2i (raíz imaginaria 
del factor cuadrático): 

Agrupando partes reales y 
partes imaginarias: 

Simplificando: 


Igualando partes reales y 
partes imaginarias: 


|- 20 -£ = —5 
[-20+£ = -7 


de donde 


0 = 3 


£ = -1 


Para t = 0 -134 = A(16) + C(-2)(4) + £(-2) 

-134 = -112 - 8C + 2 
. -24 = -8C 


C = 3 


Para x = 1 


-8 + 5-63 + 13-134 = A(25) + (B + C)(-l)(5) + (O + £)(-!) 


-187 = -175 + (B + 3)(-5) + (3 -1)(-1) 
-187 = -175-55-15-2 


B = -l 
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f( X ) = X 2 +2x-l + 


-7 -jc + 3 3jc — 1 


x-2 jc“+4 


(*’+*r 


f — x 2 + 1 ^ X ^ J- 

3jc — 1 

/(x) x-2 x 2 +4 j 




i Nota: A1 comenzar la resolución del ejemplo precedente efectuamos inmediatamen- I 
te la división por tratarse de una fracción impropia. Sin embargo es, tal vez, I 
preferible, adelantar el trabajo de factorizar el denominador pues, si éste es de j 
| • la forma ( ax + b) n , tal división es completamente innecesaria, como podrá j 
verse en el ejemplo 87. 


Kimplo 96 


Separar f (x) en fracciones simplesc / (jr) = 


_ 3x 3 -10x 2 +7 _ 

x 5 - \0x A + 40* 3 - 80jc 2 + 80x - 32 


Factorizando el denomina- 
dor: 



La fracción, con cl denomi- 
nador factorízado, es: 


3x 3 -10x 2 +7 

(x-2) 5 


Dado que el denominador es 
un único factor lineal, la 
separación en fracciones 
simples se hace más fácil si 
escribimos el numerador en 
términos de (x - 2) utilizando 
el método de Horner (sin 
nccesidad de acudir al 
Método de los Cocficientes 
Indeterminados. , 


Utilizando Homer: 
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3Qt-2) 3 + 8(x-2) 2 -4(;t-2)-9 
C x-2 ) 5 


Dividiendo cada término del 
numerador por el denomi- 
nador: 


_ 3(x-2) 3 , 8(x-2) 2 
f(x) (x - 2) 5 (x-2) 5 


4(jt - 2) / 9 

(x-2) 5 (x-2) 5 


Simplificando: 


/<*> - 


(x-2 ) 2 (jt-2) 3 


_4_9_ 

(jt-2) 4 (jt-2) 5 


EtemkiM 


Separar/ U) en fracciones simples: / (x) = 


x 6 + 7 jc s + 18x 4 + 26,t 3 + 40 jt 2 + 59jc + 26 
jt 4 +8-t 3 + 24jt 2 +32jt + 16 


La fracción a separar es im- 
propia, pero el hecho de que 
el denominador sea (jr + 2) 4 
(compruébese), hace innece- 
sario dividir previamente. 


Escribimos, utilizando Hor- 
ner, el numerador en térmi- 
nos de (x + 2): 




(jt + 2) 6 - 5(jt + 2) 5 + 8(jt + 2) 4 + 2(jt + 2) 3 - 4(jt + 2) 2 + 3(jt + 2) -12 

(x + 2) 4 


Dividiendo cada término del 
numcrador por el denomi- 
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nador y simplificando: 


/ U) =(jc + 2) 2 -5(x + 2) + 8 + 


12 


jc + 2 U + 2) 2 (x + 2) 3 (x + 2) 4 


Desarrollando la parte entera 
y reduciendo t^rminos scme- 
jantes: 


f(x)= x2 - x + 2 + 


12 


x + 2 (x + 2) 2 (jc + 2) 3 (x + 2) 4 


( Ejercicio 29 


Separar / M en fracciones simples 
5jc + 7 
x 2 + 2 x ~ 3 
3x 2 -1 . 


6jc" - lx -2 


4-c 2 -6jc-16 
jc 3 +jc 2 -4jc-4 
-jc 3 +7jc 2 -23jc-7 


-2jc 3 -26x 2 +42-c + 96 
jc 4 -2jc 3 - 13jc 2 +14jc + 24 
jc + 4 


l) 

f(x ) 

2) 

* 

II 

3) 

/(,) - 

4) 

II 

"k 

5) 

fx) - 

6) 

/(,) - 

7) 

/(,) = 

8) 

/(,) = 

9) 

fx) - 

10) 

* 

II 

11) 

/(,) = 

12) 

f(x) ~ 

13) 

f(x) - 

14) 

f(x) - 


14jr-13x + 2 
4 jc 3 — 8jc 2 +5jc-1 
jc 3 — 2jc 2 

jc 4 -4.c 3 + 6a' 2 -4jc + 1 
jc 3 -6jc 2 + 15jc- 10 
x 4 - 8x 3 + 24jc 2 - 32jc +16 
2 


+ 1 


JC 3 +6jc 2 -4jc + 4 
jc 4 -4jc 3 +6jc 2 -4x + 1 
5jc 3 +22jc 2 +24jc + 3 
jc 4 + 8a 3 + 24jc 2 + 32jc + 16 
-2jc 3 -19jc 2 — 18jc + 7 


14) f, r \=—A -3-3- 

jc 4 +8jc 3 + 18jc" +16jc + 5 


15) f x) - 

16) / ( „ = 

17) f x) - 

18) f x) - 

19 ) / ( ,) = 

20 ) /„> = 
21 ) /(,)■ 
22 ) /„> = 

23) /<,) = 

24) /,) = 

25) /„ = 

26) / ( „ = 

27) / ( ,) = 

28) /(,,= 


5jc 4 + 16jc 3 +15jc 2 +4jc-I 
x 5 +5jc 4 +10jc 3 +10jc 2 +5jc + 1 
-4jc 3 -28jc 2 +83,-33 
jc 4 +2jc 3 — 12jc 2 + 14jc-5 
7jc 3 + 61jc 2 + 176jc +172 
x * + 12jc 3 +54jc 2 +1 08jc+81 
_ jc 2 +JC-1 _ 

.c 4 +6 jc 3 + 13jc 2 + 12jc + 4 
3jc 2 -8jc + 9 


jc 3 -6x 2 +12 jc-8 


JC 2 + X 


x 3 -JC 2 +JC-1 
5jc 2 +2jc-1 
, 3 +3jc 2 +3jc + 2 
IOjc 2 -5jc + 9 
jc 3 - x 2 +JC-1 

jc 3 +7 jc 2 +13jc + 10 
jc 4 + 5jc 3 + IOjc 2 + IOjc + 4 
26jc 2 +5jc + 26 
’ jc 4 +2jc 3 -4jc 2 -5jc-6 

5jc 2 -3jc + 10 


x ó - x 4 * + 3jc - 3 
9jc 2 -jc + 14 
X 7, +x 2 + 2x+ 2 
4jc 2 + 5jc +16 
jc 3 -2jc 2 +2jc-4 
jc 3 +19jc 2 -18jc + 22 
jc 4 +2jc 3 — x 2 +4,-6 
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iU.Y -Z.IJC + Dl 


, 

Mx ) “ 

-V 4 — JT 3 — 11jc 2 — Jt —12 

30) 

/o = 

-V 4 +1 • 

f+.v’ 

31) 

f — 

A* 3 +3a* 2 +5a* + 4 

/( V) “ 

.V 4 +5.v 3 +10.v 2 + 9x + 3 

32) 


—3a 3 -1 Ijc- +25.V-7 

A.v) - 

.v 5 - 5 a- 4 + 9.v 3 - 9x 2 + 8a - 4 

33) 

/„= 

x 2 +1 

(,v 2 +.v+l) 2 

34) 

/u = 

2.v 4 + 3.v 3 - 4 a 2 + 8a -1 

,v 5 - a 4 + 2a 3 - 2.v 2 + A -1 

35) 


4a 4 - 3.v 3 + 5 a 2 - a -1 

h.\) ~ 

/u = 

-V — .V 4 + 2a 3 - 2a + x — i 

4 v 4 -2.v 3 +2.v 2 -7 

36) 

(v-2)(a 2 + a + |) 

37) 

7¡ai = 

8.v 4 -1 l.v 3 + 13 a 2 -8.V-I 

v 5 - 2.v 4 + 2* 3 - 4x 2 + v - 2 

38) 

/(,) = 

-.v 4 +2 a 3 -7a 2 +a + 1 

,v 6 - 3a 5 + 4a 4 - 6a 3 + 5a 2 - 3a + 2 

39) 

II 

a 4 - 2a 3 - 4a 2 + a + 4 

a* 5 + 3a 4 + 2a* 3 + 6a 2 + a + 3 

40) 

/,,= 

25 

a 5 - 2a 4 + 2a 3 - 4.v 2 + a - 2 

41) 

/( V) = 

v 5 + 4.v 4 + 7a 3 + 29 a 2 + 9a + 38 

a 6 - a 5 + 2.v 4 - 4.v 3 - 4a 2 - 4a - 8 

42) 

II 

48 

a 5 - 3.v 4 + 6.v 3 - 18.v 2 + 9a - 27 

2 v 2 - 2 a - 7 

43) 

■Aa ) 

a 2 + 3.v + 2 

44) 

A,) = 

2.v 3 - a : -3a + 9 

A* 2 + a-6 

45) 

7(v> = 

a 3 — v 2 + 5a + 1 
a 2 - 3.v + 2 

46) 

A V > “ 

3a 4 - 2a 3 - 1 5.v 2 + 28.v - 18 

a 3 -7.v + 6 

47) 

/A) = 

a 5 -a 3 -a 2 

A 2 -1 
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48) 

49) 

50) 

51) 

52) 

53) 

54) 

55) 

56) 

57) 

58) 

59) 

60) 
61 ) 


/<„ = 

/(v) : 

/,) = 

/(,) : 

/<,) : 
/(,' : 
f { -( I : 
/(.,) ; 
/(,) : 

/(,)= 

/<,) : 


,v 3 7.V+6 

■v 5 + 2.v 4 +';r 3 + ,v~ + .V-2 
- .v 3 +.v 2 -.v-l 

25 v 2 -32.V-46 


2x*-x* 


X ' +.V-14.V-24 


■V — JC* + 1 

.v 3 -3.v 2 +3 a —1 

■v 6 + 7,v 5 +18.v 4 + 26 v 3 + 40,v 2 + 59v + 26 
.v 4 +8.v 3 +24.v 2 +32.V + 16 
3.< 6 - 10.v 5 + 9.v 4 -15.v 3 + 19.v 2 - 20 v + 8 


A' 5 -3.v 4 +2.v 3 
.v" + a' 5 +6.v 4 +9.v 3 - 


-6.V + .v-3 
.v 2 + 7 a - 2 


x' +2.v 4 +4.v + 8.v +4.V + 8 
x 1 +4.v" -4v 5 +4.v 4 -12.v 3 +4.v 2 -1 


,v 3 -.v 


- +.V-1 


2.v 4 + (a-4).v 3 -(2 a +15).v 2 -(9 a- 32)v +18a-9 
a 3 -2v 2 -9.V + 18 

o.v 3 + 2 -ab + í,J.v 2 + (ab — a~b — b~ j.v + a + b -ab~ 

x 2 + ax - b.x - ab 


.v 4 + 4 


f(\) - 
/,) - 
/<,) = 


2.v 4 

v 4 +.v 2 +l 

3.v 3 +15.V + 6 
.v 4 + .v 3 + 3.v 2 + 2.v + 2 
7.v 3 — 5.v 3 + 26 v 2 - 15++19 
,v 5 -.v 4 +6.v 3 —6x~ +9.V-9 


( Ejercicio 30 

Ejercicios de Rcrapitulación 

1) Determinar A, B, C y D para que =x 4 + Av 3 +Bx 2 Üx + 4 sea 
divisible por D^ x) , siendo /), ) = v 2 -í ( v + D. 

2) Determinar la relación que debe existir entre los parámetros a, b r c y d 
para que se cumpla que M ( ~ X) = N {t) , siendo M iA) =2x“ +ax + b y 

N { v ) = 4.v 4 - 4 c.x* + 4 dx~ + 2c(p +1).\* + (p +1)~. 

3) Determinar para (jué valores racionaíes de a y b es divisible d polino- 
mio\v 4 + 3 v" - 5 ax 2 + b por .v 2 + la.x + 2 . 
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4) Determinar para qué valores racionales de a y b es divisible el polino- 
mio x 4 +2jc 3 — 3jc 2 +8 ax + b por jc 2 -ax + 2. 

5) La ecuación 3jc 4 ^5jc 3 +3jc 2 + 4jc-2 = 0 admite la raíz 1 + i. Determinar 
las restantes raíces de la ecuación. 

6) Determinar las cuatro raíces de la ecuación x 4 - (7m - 4 )jc 2 + (m +1) 2 = 0 , 
sabiendo que éstas son racionales y están en progresión aritmética. 

7) Determinar las raíces de la ecuación jc 4 -(2m + 10)jc 2 +(m-3) 2 = 0, 
sabiendo que éstas son complejas y están en progresión aritmética. 

Determinar los polinomios de segundo grado a los que corresponden las siguientes 
tablas de valores: 


8) x 

-1 

1 

2 

f(x) 

9 

3 

3 

9) x 

0 

I 

2 

/u) 

-7 

-4 

3 

10) x 

2 

-1 

1 

fu) 

-31 

-15 

-1 


Determinar los polinomios de tercer grado a los que corresponden las siguientes 
tablas de valores: 


11) X 

-3 

-2 

-1 

1 

f{x) 

-20 

-5 

0 

4 

12) x 

0 

1 

2 

3 

f(x) 

-I 

2 

15 

50 

131 x 

-3 

-2 

1 

2 

f(x) 

-14 

-2 

10 

26 


Determinar los polinomios de cuarto grado a los que corresponden las siguientes 
tablas de valores: 


14) 

X 

-1 

0 

1 

2 

3 

f(x) 

12 

/2 

-4 

-12 

-4 

15) 

X 

-2 

-1 

1 

2 

3 

f(x) 

59 

-3 

-13 

-33 

-31 

16) 

X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

f(x) 

207 

30 

1 

-6 

3 

17) 

X 

-2 

-1 

0,5 

1 

5 

f(X). 

0 

-12 

0 

0 

0 
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Calcular los siguientes límites: 


18) 

lím 

X — »1 1 

' 1 3 "j 


J-* l-or' 5 J 


19) 

lim 

x ^>2 

f 7-2jc 

1 1 

U 2 -*-2 x 2 

-3jc + 2 J 

20) 

lím 

x ~>2 

4x 2 +3 

1 

x 2 (x 2 +x-6) 

x 2 — 6x + 8 

21) 

lím 

x ->2 

jc-12 

x 2 +l 

x^ + 2x — 8 3| 

jc 2 -5jc + ój 


22 ) 


lím 

a-»4 


’ a I 4 
tg-jc + 4 + —^-- 

tg~ -r-3 


5 + - 


14 


tg jc - 9 


/ 


23) ¿Qué condiciones deben cumplirse para que un polinomio de la forma 
jr 3 + px + q sea divisible por un polinomio de la forma x 2 + mx -1 ? 

24) ¿Qué condiciones deben cumplirse para que un polinomio de la forma 
jc 4 + px + q sea divisible por un polinomio de la forma x 2 + mx +1 ? 

25) Determinar A y B para que Ax 4 + Bx 3 +1 sea divisible por (x -1) 2 . 


Construir el polinomio de grado mínimo y de coeficientes enteros que admita... 

26) ... las raíces 1, 2 y -1+/. 

27) ... las raíces -1, 3 y 

28) ... lasraíces 2 +V3/ y -7 + V2/ 

29) ... las raíces 1, /, -1 - v 3/, -2 + VSi 

30) ... la raíz doble 2 - 3/ 

31) Determinar la relación que debe existir entre los coeficientes de la 

ecuación x' 4 +ax 3 +bx 2 +cjc + J = 0 para que el producto de dos raíces de 

la ecuación sea igual al producto de las otras dos. 

32) Determinar m en la ecuación jc 3 -7x + m = 0 para que una de las raíces 
sea igual al doble de la otra. 

33) Determinar a, b y c en la ecuación x 3 -ax 2 +bx-c = Q para que las 
raíces de la ecuación sean, precisamente, a, b y c. 

34) Determinar a, b y c en la ecuación jc 3 +ojc 2 +¿?jc + c = 0 para que las 
raíces de la ecuación sean, precisamente, a, by c. 
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35) Hallar la relación entre los coeficientes de la ecuación jc 3 +p* + ¿7 = 0 
para que las raíces de la ecuación satisfagan la siguiente condición: 

jc 3 =^ + X 
3 ■*! * x 2 

36) P (x) es un polinomio de quinto grado en el que el coeficiente de x 5 es 3. 
- E1 residuo que se obtiene al dividir P {x) por x 2 +1 es el mismo que el 

que se obtiene al dividirlo por * 2 +3 jc + 3. A1 dividir P (x) por 
( x - 1) 2 (x + 1 ) el residuo es 4x +5. Hallar P { x )- 

37) P (x) es un polinomio de tercer grado y de coeficientes enteros en el que 
el coeficiente de jc 3 es 1. P (x) admite la raíz -i. Hallar P (x) sabiendo, 
además, que P (x+ \ } no tiene término cuadrático. 

38) Determinar sabiendo que es un polinomio de cuarto grado, que el 

coeficiente de jc 4 es 1, que admite la raíz -1, que al dividirlo por x + 2 el 
residuo es 9 y que P (x+ 2) carece de los términos de tercero y de primer 

grado. 

39) Dado P (x) = jc 4 -jc 3 -3jc 2 +a- + 2, determinar P (y) tal que las raíces de 
P (y) sean iguales a las de P (x) multiplicadas cada una por 3. 

40) Dado P (x) = jc 4 -2.v 3 -3 jc 2 +20a+ 20, determinar un polinomio P (y) tal 
que sus raíces sean las de P {x) aumentadas cada una en 2 unidades. 

41) Dado P (Jt) = jc 4 -2jc 3 -7jc 2 +8jc + 12, determinar un polinomio P (y) tal 
que sus rafces sean las de P {x) disminuidas cada una en una unidad. 

42) Dado P (x) = x 4 +3.v 2 +2.t + 3, determinar un polinomio P (y) tal que sus 
raíces sean las de P (x) multiplicadas cada una por 2. Hallar después las 

cuatro raíces de f¡ v) sabiendo que una de las raíces es . 

43) En la écuación 8.r 3 +36 jc 2 +40jc + 12 = 0 hágase el cambio x - ay + b 
y hállese cuál debe ser el valor de a y b para que la ecuación en y tenga 
el coeficiente de y 3 igual a la unidad y no exista el término y 2 . 

44) Determinar el valor de k en la ecuación x 3 - 3jc 2 +kx-\2 = 0 para que el 
producto de dos de las raíces de la ecuación sea -6 y resolver la 
ecuación. 

45) Determinar el valor de k en la ecuación lx } -37 x 2 +kx-\2 = 0 para que 
la suma de dos de las raíces de la ecuación sea 5 y resolver la ecuación. 

46) Determinar el valor de k en la ecuación 6* 3 -1 Ijc 2 + kx - 24 = 0 para que 
dos de las raíces de la ecuación sean recíprocas entre sí y resolver la 
ecuación. 

47) Determinar el valor de k en la ecuación 9 jc 3 -21jc 2 +Ajc + 25 = 0 para que 

• la ecuación tenga una rafz real doble y resolver la ecuación. 

* 

48) Determinar el valor de k en la ecuación 8 jc 3 +kx 2 — 18jc + 9 = 0 para que 
dos de las raíces de la ecuación sean opuestas y resolver la ecuación. 
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49) Determinar m y n para que la ecuación 12jc 4 -44* 3 +mx 2 + 3 = 0 

tenga un par de raíces dobles racionales y resolver la ecuación. 

50) Determmar m y n sabiendo que son números reales y que la ecuación 
jc 4 -8jc 3 +mjc 2 +>u + 169 = 0 tiene una doble raíz imaginaria. Resolver la 
ecuación. 

51) Determinar m y n para que la ecuación 4* 4 +2x 3 -3x 2 +mjc + /i = 0 
tenga una raíz triple y resolver la ecuación. 

52) Demostrar que, si la ecuación x 3 +cx + d = 0 tiene una raíz doble, 
entonces (-j) +(y) = 0. Demostrar, además, el recíproco. 

T J f m 

, , 53) Demostrar que, si la ecuación x +bx +cx + d = 0 tiene una raíz triple, 

entonces d = . 

54) Demostrar que, si y 3c = ¿? 2 , entonces la ecuación 

x 3 + bx 2 + cx + d = 0 tiene una raíz triple. 

55) La diferencia de los cuadrados de dos trinomios de segundo grado es 
16jc 3 -48jc-32. Determinar los dos trinomios sabiendo que el término 
independiente del primero es 2 y que el término independiente del 
segundo es un número negativo. 

Resolver las siguientes ecuaciones: 

56) lg 3 jc + 2 lg 2 (10jc)-9 lgjc-8 = 0 

57) lg2(2x)+91gl±-361g 2 *+45 = 0 

co , 1 3 1 

58) -+-+-= 1 

lg.v + 2 31gjc + l \gx-\ 

59) 6tg 5 jc-13tg 4 jc-30tg 3 jc + 30tg 2 jc + 13tgjc-6 = 0 

60) Un polinomio P {x) , dividido por x + 2, da de residuo 29; dividido por 
jc - 2, da de residuo 25. ¿Qué residuo dará si se divide por jc 2 - 4 ? 

61) Un polinomio P U)> dividido por x - 1, da de residuo 1; dividido por 
x- 2, da deresiduo 16. ¿Qué residuo dará si se divide por jc 2 -3jc + 2? 

62) A1 dividir un polinomio por jc + 1 se obtiene -45 de residuo. A1 dividirlo 
por jc - 3, el residuo es -165. ¿Cuál será el residuo al dividir P U) por 

jt 2 - 2.Í-3? 

63) A1 dividir un polinomio /¡ r) por jc + 1 el residuo es -2; al dividirlo por 
jc + 2, el residuo es -1 y, al dividirlo por jc + 3, el residuo es 28. ¿Cuál 
será el residuo al dividir P (x) por jc 3 +6jc 2 +1 Ijc + 6 ? 

64) EDresiduo de dividir P ( v) por x - 1 es -4; el residuo de dividirlo por 
jc - 2 es -9 y el residuo de dividirlo por jc + 3 es 196. Determinar cuál es 
el residuo cuando se divide P ( x) por .r 3 - 7 jc + 6 . 
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65 ) 


66 ) 
67) ' 


68 ) 


69) 

70) 

71) 

72) 

73) 

74) 


A1 dividir un polinomio P )x) por x - a, x - b y x - c, se obtienen 

residuos iguales, respectivamente, a A , B y C. Calcular el residuo 
cuando el polinomio se divide por (jc-a)(A -fc)(jt-c). 

Resolver: (V2 

Las raíces de 7 (í) s jc 3 +Jf 2 -2 son L a y p. Construir un polinomio 
<p (r) de segundo grado sabiendo que p (l) =l, qp (a) =/3 y <p { ^=a . 
Demostrar que <p ((p } -a- es divisible exactamente por /^ x) y calcular el 
cociente Q {x) de dicha división. 

¿Qué relación debe existir entre los coeficienteü del polinomio 
P {x) sar 3 +b.x 2 + si entre las raíces de P (X) existe la siguiente 

relación: *i-* 2 + X 2 X 3 “ 2x ( x 3 ? 

Resolver la ecuación a: 4 +3jc 2 + 2.r + 2 = 0 sabiendo que una de sus 

raíces es un número imaginario puro. 

Resolver la ecuación 5.t 4 -* 3 +25 jc 2 -4.r + 20 = 0 sabiendo que una de 
sus raíces es un número jmaginario puro. 

Resolver la ecuación jc 6 +2jc 5 +25.r 4 +6jc 3 + 266.r 2 +600 = 0 sabiendo 
que una de sus raíces es un número imaginario puro y que 1 + 3/ es 
también raíz de la ecuación. 

Si las raíces del polinomio P ( r) s jc 3 + /?.* + </ son a, b y c, determinar el 
polinomio Q x) cuyas raíces son ± y 

Dado P (x) = x 2 -6x 2 +mx + n , determinar m y n para que las raíces de 
P U) sean tres números naturales consecutivos. 

Desde hace años, los hermanos Gómez acostumbran hacer cada semana 
un cuadro de caballos. Recientemente los hermanos Martínez se han 
unido al grupo y ahora hacen el cuadro entre todos. Un día ganan y, de 
acuerdo con las normas que ellos mismos establecieron, se reparten a 
partes iguales el 80% del total ganado. E1 20% restante lo reparten así: 
60% para los Gómez, que son los más antiguos, y 40% para los 
Martínez. De esta forma, los Martínez ganan entre todos Bs. 264.000 
más que los Gómez, pero cada Gómez gana Bs. 75.600 más que cada 
Martínez, Si la repartición se hubiera hecho dividiendo sencillamente la 
ganancia total entre todos, cada Martínez hubiera recibido Bs. 33.600 
más. ¿Cuántos son los hermanos Gómez, cuántos los Martínez y cuánto 
pagó el cuadro ganador? 
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SUMATORIAS 


Generalidades 

/ 

Sea la sucesión de 100 términos 

a w =a,, a 2 , a 3 ,., a m 

La suma de los términos de la sucesión es 

•5l00 = a \ + ^2 + + . + fl l00 

Esta suma se puede expresar de forma más sencilla con el símbolo de 
sumatoria Z (mayúscula de la letra sigma griega, correspondiente a la s de nuestro 
alfabeto) de la siguiente forma: 

100 

*ioo = 

k-\ 

Esta expresión se lee así: sumatoria desde k = 1 hasta 100 de la sucesión a k . 

E1 uso de la letra k en la sumatoria anterior es arbitrario, pudiéndose utilizar 
otras letras: 

100 KK) 

ó 5>, 

1 = 1 / = 1 

son otras formas de expresar la suma de los términos de la misma sucesión. 

Tenemos por tanto que la sumatoria 

í>* (m<n) 

k-m 

es una forma de expresar la suma de los términos de una sucesión , términos que se 
obtienen dando a la variable k valores enteros comprendidos entre dos límites 
escritos en la parte inferior y superior del símbolo £ de sumatoria. 

Los límites my n reciben el nombre de índices de la sumatoria. 


Eiemvlos: 


20 

a) £2* =2' +2 2 +2 3 +- 
= 1 

1 ,11 

/' + 3 2 3 

c) ¿(2f + l) = l + 3 + 5 + - 
/=0 


+ 2 20 

1 

+- 

13 

+ (2n + l) 
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Algunas propiedades de las sumatorias 


1) Si c es una constante y a k una succsión, entonces 

n n 

k = \ _ * = 1 

En efecto: 


(I) 


n 

ca k = ca { +ca 2 +ca¡ + .+ 

k = 1 

= c(a,+a 2 +a 3 +. + a n ) 

- c±a k 

k = \ 


2) Si c es una constante, entonces 


£c = (n- m + l)c 

k=m _ 

y, en particular, 

n 

X c = nc 
_ 

En efecto: 

n 

Y c = c + c + c +.+ c = nc 

¿ -1 ' v * 

* 1 n vcccs 


(H) 


3) Si a k y b k son sucesiones se cumple que 

±(o k +b k )=±a k +±b k 

k = \ _ * = l k= I 


(1H) 


En efecto: 

n 

XK +b k ) ~(a, +b,)+(a 2 + b 2 ) + (ai +b } )+ . + (a n +b„) 

k = 1 

= (a,+a 2 +a } + . + a n ) + (b,+b 2 +b } + . + b„) 

n n 

= ± a k+± b k 

k=\ ¿=1 

Esta propiedad es válida tanibién para el caso siguiente: 

* n n n n 

X K +c)='L a k + 'L c = nc +'L a k 

k=\ k=\ k=\ k=\ 
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4) Si m < /? < n, cnlonees 


En efecto: 


5) 

En efecto: 


Por otra parte 

n+p 

'j£¿ a k-p ” a m+p-p + G m +p+\ -p +. a n + p~¡* 

t{-tn+p 

= a m +tf#,n.| + ■• ' + tl n 

Ejercicios que implican el uso de sumatorias 

Desarrollo de sumatorias 

A continuación aparecen algunos ejemplos i 1 ustrativos de desarrollo cle 
sumatorias. Se utilizan, en lo posible, las propiedades anteriormente enuticiadas 
cuando ayudan a simplificar los cálculos. 

í(3/-4) 

/=?. 

7 7 

=X*-I 4 

i-2 i 

7 

= 3 X'- (7 -2+l)4 

' /=2 

= 3(2+3+4+5+6+7) - 24 


I) 

Uiilizando la propicdad III: 

Uiilizando la propiedad I cn 
la primcra sumatoria v la 
propicdad II cn la segunda: 

iXsanollando' * 


ll 

r 

l‘h 

ii 

M 

^ JL 

k = m 

k—tn k = 

tt 



= «», +«m+l 

A =m 

X 

n 

n+p 

x«. 

II 

M 

& 

k-rn 

k~m+ p 

n 


x«* 

~ a m + l 1 

k~m 



(IV) 


i'h 


(V) 


= 81 -24 = 
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2 ) 


£(3* + l) 


k-2 


k=2 


= (3 •2 + 1)" +(3-3 + 1)' + <3 - 4 +1) 2 + (3 ■ 5 +1 
= 1 + 10 + 169 + 4096 = 


4276 


5 

3) £(2¿ + l)(-l)* 

i=ü 

= 1(-1)° + 3(-l)‘ + 5 (—l) 2 + 7(-l) 3 + 9(-l) 4 + 11 (-I) 5 

= 1-3 + 5-7 + 9-11 = | -6 | 
k 10 

4 > X( 10 °- 101:) 


Por las propiedades I, II y 10 

III: =ioioo-io£a- 

*=l 


= 1000-10(1 + 2 + 3+ +10) 

= 1000-550 = 


450 


5) ¿(¿ + 2) (2* + 3) 

* = l 


= 3-5 + 47 + 5-9 +.+ (/i + 2)(2 a/ + 3) 


Nota: en el caso de la suma de los términos de una sucesión infinita, coino en el 
ejemplo anterior, no tiene sentido sumar los primeros términos que se 
desarrollan. 


6) ¿Ig2* 

k=2 

= lg 2 2 + lg 2 3 + Ig, 4 + lg, 5 + lg : 6 
= 1 + lg 2 3 + 2 + lg 2 5 + (lg 2 2 + lg 2 3) 
= I + lg 2 3 + 2 + lg 2 5 + 1 + lg 2 3 

= 4 + 2 lg 2 3 + lg, 5 
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7 ) 


Xtgf 

**=-l 

= tg(-f) + tgO + tgf+ tg^ 

= —yj 3+0+ \¡3 — ^¡3 = 


-V 3 


8) ¿(sen-^ + cos-^ 1 ) 


*=-2 


Por la propiedad III: 


= £sen^+ 

it=-2 ;-=-2 


= sen(-;r) + sen(- f} + sen 0 + sen f + cos(- f ) + cos(- f) + cos 0 + cos f 

uarto términos 
entrc sí. ^EI 
primero, tercero y quinto _ ? n , rnQ n 
términos son nulos: ^ cos 4 + COS ° 


E1 segundo y cuarto términos 
se eliminan entre sí. *E1 


V2+1 


C Ejercicio 31 


Desarrollar y calcular el valor (si se trata de la sumatoria de una sucesión 
finita) de las siguientes sumatorias. Utilizar, cuando se pueda, las propiedades de las 
sumatorias para simplificar el proceso. 


1) 

5 

X* 

k =0 

8) 

8 

X(* — 1)(* + 2) 

k =3 

15) 

X 

k=Q 

2) 

mr 

9) 

¿(* + 4)(*-l) 

k =-1 

16) 

¿(20-24)(-l) ; 


í(2k-4) 

k =3 

10) 

¿(* + 3)(t-4) 

k=- 2 

17) 

¿(4 + 3)(-l)* 

k=-2 

0 

¿(2* + l) 

i=-3 

H) 

±(* 3 -*) 
k=- 3 

18) 

f J (k + 5) 

k=0 

5) 

k—2 

12) 

t(( 2 +3*-7) 

it = -l 

19) 

f(k + l ) 3 

* = l 

6) 

¿ 3k + l 

h 2 

13) 

2 

£(3fc 3 +5it 2 +*--3) 

k=-3 

20) 

«+3 

X(^-7) 

Jt=4 

7) 

X++3) 2 

k=- 3 

14) 

¿ 3k 2 -5k + 9 
¿2 24-1 

21) 

X(24 + 3) 2 

k = -2 
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22) ”¿(* 2 -2*-5) 2 

23) ¿lg 2 (* + l) ‘ 

k=() 

24) ¿Ig^Jfc 

k=\ 

8 L _ 1 

25) 

njfc-ifc 2 

26) Ylg,^- 

; '*Ti <t +6ifc + 5 

• ¿ . 7- 2* 

271 

9 


Xaoo-*)(-i)‘ 

L*=o 


28) lg 5 

2 

29) ]T (sen* ac + cos* x j 

Jt=0 

30) £ sen X 

Jk=0 

31) X( sen ¥ + ct S^) 


*=i 

3 


32) X 


cos 


2 kn 


33) ítg 


2 kn 


k--2 

2 


34) ¿[sen 2 ^-cos 2 ^] 

Jt=~l J 

35) ^[sen * ( ~'* ^ +(-1) 


‘cos^ 


Jt=l 

36) lg 


2-V3 


icos^ 

U=-2 


37) X{(Cisa)‘ 

k=—2 
6 


38) Í[(Cisa) 4 ‘*-Cis (3-/fc)a] 

jt=r J 

39) ¿[(Cisa) 2 -*-(Cisa)'-*](-l)‘ 

, k=() J 

40) ¿[lg 2 (* + 2) + cosf] 


Jt = -| 


41) lg 2 


Icosf + X sen T 


k=-2 


k=-2 


42) ¿2*(l-sen^) 

k=0 


Jt=0 


Desarrollo de sumatorias dobles y tríples 

Las sumatorias múltiples se desarrollan a partir de la más intema. 

Es de suma importancia reducir los primeros desarrollos a su mínima 
expresión. 

Ejemplos de desarrollo de sumatorias dobles: 

9 ) ÍX(*+»-3) 

k=0i=\ 

Dcsarrollamos primero la 2 

sumatoria intema: = X [(* + * “ 3) + (k + 2 - 3) + (k + 3 - 3) + (k + 4 - 3)] 

*=o 

= X( 4 *-2)) 

Jt=0 


144 SUMATORIAS 

















Por las propiedades I, II y 
III: 

= 4¿*-3-2 

. k-0 

Desarrollando: 

= 4(0 + 1 + 2)-6 = [ó] 

10) 

t c'f) 

4=-l i=0 

Desarroilando la sumatoria 
intema: 

= X f(l + l) + (sen^- + cos^) + (sen : ^ + cos-^)] 
k=- 1 

/ 

Et tereer paréntesis es igual a 
la unidad. Por tanto: 

= ^(3 + sen^ + cos-^-) 

k=- 1 

Por las propiedades II y III: 

= 3-3+ Xsen^- + X cos X 

¿ = -1 *=-l 

Desarrollando las sumato- 
rías: 

= 9 -f |sen(- + sen 0 + sen f j -f [cos(- + cos 0 + cos f j 

= 9 + [- sen f + sen 0 + sen ^j + [cos ~ + cos 0 + cos ~ j 

El primer corchete se anula 
por completo. Sustituyendo 
valores en el segundo: 

= 9 + 4- + 1 + t-= 10 + v3 

ii) 

íí(* + i + 3) 

4 = 1 /=2 

Desarrollando ia sumatoria 
intema: 

3 

= [( k + 2 + 3) + (A: + 3 + 3) +.+ (/: + n + 3)] 

4 = 1 

3 

= Xf( jt + 5 ) + ( Jfe + 6 ) + .+ (Jk + « + 3)] 

4=1 


Volviendo a desarrollar: 


= [6 + 7+- 

••• + (n + 4)] + [7 + 8 +.+ (n + 5)] + [8 + 9 +.+ (n + 6)] 

12) 

¿ X( ¿+ 0« 

4=2 i=0 

Desarrollando la sumatoria 
intema: ' 

= ^T[0 + (k + 1) + (k + 2)2 + (k + 3)3] 

4=2 
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Volviendo a desarrollar: 


26 + 32 +.+ (6h + 14) 


( Ejercicio 32 


Desarrollar las siguientes sumatorias dobles y calcular su valor si se trata de 


sucesiones finitas: 




\ 2 3 


5 2 

(». 

X !(*+'+ 2 ) 

14) 

XX('-1 1 

\_ / 

¿=0 1=1 


k = \ /=() 

’ .2) 

'x¿(*+«r' 

15) 

¿ t(3/-8)‘ +2 


¿=i /=() 


k = -2 /= 3 

3) 

X ¿(2*-«-l)^' 

16) 

¿¿(* + <) 2 -' 


it = 2 /=0 


Jt=0 t= 1 


3 1 


4 3 

4) 

X X(¿+/+i)*' 

17) 

XX['g*( 2 ' + 2) + ctgf] 


i=I k=-[ 


k=2 i=\ 


3 3 


3 2 r , 

5) 

X Xcos* (2í - 4 ,, ' r 

it=() 1=1 

18) 

XX[lg</'+senif+(-l)" 

A =0 /=1 


2 4 


« 2 

6) 

I 2>‘í 

19) 

X X(* + 'f 


it = -| / = 1 


/=2 /t=-l 

7) 

¿ ¿(sen' f+ C0S ' *f) 

20) 

¿¿(2* + /-D 4 


it = -| /=() 


A =0 i=2 

8) 

X X( secí + -'g' -r) 

21) 

¿ ¿(2f-7) A 


k = \ /=-1 


/=() it=0 


4 4 


l // 

9) 

X X'g*' 

22) 

X X(3/-2* + 4)" 


üc=2 i=2 


/=-l k=0 

10) 

¿ ¿[lg,(2/-l) + (-1)‘ Ig, 2/1 

k=2 /=1 

23) 

XX(*-'+1) 



/=3 k=2 


4 1 


n 4 

11) 

X X'g a ‘(' + 3) 

24) 

IX(-2/+5f i 


it = I i=-2 


it=2 i=3 


100 2 


3 3 r 

12) 

X X'gí'gf 

25) 

V V _¿ (2i+I)jt __ k (2/-1 )7T 1 

X X sen 1 + sen 6 


it=2 /=l 

1 4 


t=l(=l l 1 

13) 

X 




k=-\ /=2 
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Ejemplos de desarrollo de sumatorias triples: 

13 > ¿ ¿ t(»+.r 

k = \ /=-1 í=0 


pesurrollanüo lu sumatoria 
más interna: 


= X XÍ 1 +(2* + 0 + (2^ + 0’] 

i=l i=-l 


Dcsarrollando lu sumatoria 
inicma: 


= ¿ j|l + 2& -1 +(2k - 1) 2 ] + [l + 2A: +(2<:) 2 ] + [l +2k + l + (2k + l) 2 jj 


Efcctuando > reduciendo tér- 
minos semejantes: 


= £(l2* 2 +6* + 5) 

k = \ 


Aplicando las propicdades 1, 
II y llf: 


= 12¿í: 2 ,+ 6¿<: + 3-5 


k = I /1 = 1 


= 12 (1 + 4 +9)+ 6(1+ 2 +3)+ 15 
= 168 + 36 + 15 


219 


14) 


l(K) 3 2 

X X X( cosi f+') 


Dcsarrollando la sumaloria 
más inlcrna y simplificando: 


100 3 . _ 

= X X [( cos T + ') + ( cos 2 f' + i )] 


/=4 *=0 


100 3 

= ^(cOS-y- + COS-^p + 2 l) 



Desarrollando la suinatoria 
interna: 


__ r \ í 

= ^ (1. + 1 + 2i) h- (cosf + cos~- + 2/) + (cos-y- + cos4~ + 2/j + (cos;r + cos 2 k + 2r )! 


Sustituyendo íos valorcs dc 
las e.xpresioncs irigonomctri- 
cas y reducicndo tcrmmrrs 
semejantes: 


100 

-S(1 + 8Í) 

i=4 


Por las propiedades I. II y 

(II: 


100 100 

-Xi+*X' 

1=4 /=4 
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==(100-4 + 1)1+8(4 + 5 + 6 +.+ 100) 

=--97 + 8(4-1 5 + 6+ -+100) 


L.os luímeros de* purcntcsis 
lorinan una |}io“iv>ión arit 
métiea de 97 térmmos euya 
suma culculamos por la co 
nocida fórmula: 


n 2 

c _ (4 4 100)97 
S 97 = 5044 


.Sustituyendo: 


-97 + 8-5044 


40449 


( Ejercicio 33 


Desarrollar las siguientes sumatorias Iriples y calcular su valor si se trata de 
sucesiones finitas: 


•)j X £ £(' + « + *) 

k~~\ / = ~1 f = () 

V 4 4 

SI( 2 * + '- 3 ') 

/=-l it=3/=2 
I 3 

,A-1 


3 ) I I S(2/ + «f 

_/=-l f= I k = \ 

0 I 2 


4) ¿ XÉ[/ + (-l) t sen' +, aj 

A =-l /=() /=l 

5 ) í í X[/ + lg*(i + 5)] 


k=2 t =() /=-4 

6) ¿¿ti 1 *" 

k =2 /=1 /=1 

7) X x ¿Igí-t^ + ') 

A=2 /=-l /ss-2 

8) X XX'g/(' + 5) 

/=-4 A =0 /=2 

9) ÍÍÍctg^'" 

A=-l t = 2 i¿= 0 

i°) X X £(/+*-1) ( * 

/=4 A=-2 1=0 


Ak+2)i 


II) ¿ ¿ ¿'(l-«n¡f) 

/=() A=-1 /■--() 

•2) X X X(l+cos¥)' 

/=() k= I /=() 

13) Ü X'g:( 2 + / <')' 

/=ü k~-\ /=() 

14) X X X( cos ¥ +3 ') 

/=-7 A -0/=l 

15) X X i(2k + t + 2i) 

/=-2 t— J í=0 
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Cambio de índices de sumatorias 

La propiedad (V) de las sumatorias nos pennite cambiar a nuestra convenien- 
cia los índices de una sumatoria. Hay que tener tan sólo en cuenta que la cantidad 
que se le suma o resta a ambos índices en ei símbolo de sumatoria debe restársele o 
sumársele respectivamente a la variable en el término general de la sucesión. 


Eiemplo 15 t 

7 

Dada ]£(fc + 5), 

*=- 3 , 

cambiar los índices para que ia sumatoria comience a variar desde 1. 


Para que el índice inferior de 
la sumatoria sea 1. hay quc 
sumarle 4 unidades, cantidad 
que se le suma también al ín- 
dice superior y se le resta* * a 
la variable en el térinino ge- 
neral de la sucesión: 


7+4 

= X(*-4 + 5) 


A =-3+4 




k = \ 


Eiemplo 16 

45 

Dada ^(3* —17), 

k =5 

cambiar los índices para que la sumatoria comience a variar desde cero. 

Restamos 5 a cada uno de 
Ios índices y sumamos 5 a la 
variable en el término ge- 
neral: 45-5 

= I[3(* + 5)-17] 

k=5-5 


40 

1(3* -2) 

A=() _ 


Ejemplo 17 

34 46 

Dada £ £(2 *-í + 18), 

• k=- 5 ¡=1 

> 

cambiar los índices para que la sumatoria comience a variar desde 1. 


Sumamos 6 a los tndiccs del 
primer símbolo de sumatoria 
y restamos 6 a la variable k 
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en el término general. 


Por otra parte, restamos 6*a 
los índices del segundo sím- 
bolo y sumamos 6 a Ja va- 
riable /' en el Igrmino gene- 
ral: 


34-+-6 46-6 

= X XÍ 2 (^ - 6)-(í' + 6) + 18] = 

k=- 5+6 í=7-6 


40 40 


X X( 2 *- ¿ ) 


Eiemplo 18 

/í+ 6 w-4 ' 

' Dada. X X( 7 *-. 5 °) 2 “' 

k =7 í=-4 

cambiar los índices para que la sumatoria comience a variar desde cero. 


/H-6-7 w-4+4 _ .. . 

I I [7(* + 7)-50] ! - (, - , > = 

A=7-7 / = -4+4 


/i-l 


xx( 7 *-ir 


k =0 /=0 


Restamos 7 a los índices del 
primer símbolo de sumatoria 
y sumamos 7 a la variable k 
en el término general. Ade- 
más, sumamos 4 a los índi- 
ccs dcl scgundo símbolo y 
restamos 4 a la variable / en 
el término general: 


( Ejercicio 34 

Cambiar convenientemente los (ndices para que las siguientes sumatorias 
comiencen a variar desde cero: 


5 0 


k -3 


1) X X(*+'->) 

A =3 i=-2 

2) ¿ ¿(2A: + 3/-10) 2 “' 

k=- 2 i=5 

3) x í(*+/-ir 

k =-3 i=4 
2 /i+3 /í-3 

4 ) I X I ( 2 *-/ + 3 / + 25)^'-' +6 

k=—5 /=3 / = -4 

5) ¿(* + l)(2*-l) 

k = 2 

0 '6 A+3 

6) X Xt^ 

*=-3 /=3 (t — 3) 


7) X(6-*)(3*-2) 

k=3 

8) £ 3* -3 sen 2 (3 — í)* 

k=2t =-4 

9) £(5-*)(4*-5) 

k=2 

10) t ¿2‘- 3 tg(2-/)^ 

k=2 /=-3 

11) x i(tg**r 

A=-3 /=2 

12) ¿ ¿ (2* - 3/ -13) 

k = 2 i=- 3 
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Utilización del símbolo de sumatoria para expresar la 
suma de los términos de una sucesión 

Efectuaremos este proceso de una forma más bien intuitiva. Sin embargo, las 
siguientes-consideraciones nos pueden facilitar la tarea: 

1) Conviene fijar desde el principio el límite o índice inferior de la sumatoria. 
La experiencia nos ayudará a hacer la elección más conveniente. 

2) En una misma sucesión pueden existir cantidades que varían en distinta 
forma. Cada una de esas series de números se procesa por separado. 

3) Si los números de una serie crecen siempre en k unidades, la variable en el 
término general estará multipJicada por k. 

Por ejemplo, en la suma 

5 = 5+11 + 17 + 23 +. 

los números crecen siempre en 6 unidades. Si elegimos cero como límite inferior, 
podríamos expresar esa suma de la siguiente forma: 

S=¿(6* + 5) 

k =0 

Hemos corregido el término general añadiéndole 5 unidades para que, al 
tomar la variable el valor cero, se obtenga el primer sumando de 5. 

4) Si los números de una serie decrecen siempre en k unidades, la variable en 
el término general estará multiplicada por -k. 

Por ejemplo, en la suma 

5 = 90 +83 +76 +. 

los números decrecen en 7 unidades por vez. Si elegimos nuevamente cero como 
límite inferior, tendremos que 

5=¿(90-7fc) 

k= 0 

Nuevamente hicimos una corrección sumándole 90 unidades a la variable 
para que, al tomar ésta el valor cero, se obtenga el primer sumando de la serie. 

5) Si los signos de los sumandos son altemadamente positivos y negativos, el 
término general estará multiplicado por (-1)* o por (-l)* +l . 

Por ejemplo, en la suma 

5 = 5-9+13-17 +. 

el valor absoluto de los sumandos va creciendo en 4 unidades por vez y los 
sumandos son alternadamente positivos y negativos. Eligiendo 1 como límite 
inferior, podemos expresar la suma de esta forma: 

* 5=¿(4¿ + l)(-í) i + 1 

k = 1 

Se ha multiplicado el término general por pues, para que el primer 
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sumando sea positivo, el exponente de (-1) debe ser par, cosa que se logra 
sumándole una unidad al límite inferior, que es impar. 

Si la suma hubiese sido, en cambio, 

¿=-5 + 9- 13 + 17-. 

expresada mediante una sumatoria sería: 

S=X(4A + 1)(-1)* 

k = I 

con lo que se obtendría que el primer término fuera negativo. 

6) Si en todos los términos de la suma hay alguna cantidad que permanece 
constante, esa cantidad no debe ser expresada con una variable. 

Sea, por ejemplo, 

S = 2 3 • 5 2 + 2 4 • 7 2 + 2 5 ■ 9 2 + 2 6 • 11 2 +. 

En esta sucesión van variando el exponente del primer factor (en una unidad 
por vez) y la base del ségundo factor (en dos unidades por vez). En cambio, la base 
del primer faclor y el cxponente del segundo son constantes. La suma, expresada 
mediante sumatoria, podría ser: ’ 

S = '¿2 k {2k-lf 

k =3 

7) Si la suma tiene un número finito de sumandos, el lfmite superior de la 
sumatoria se calcula al final, como se ilustra en el siguiente ejemplo: 

6 ^ 13 ^ 20 ^ 27 ^ 510 

‘ ~ 9 4 + 17-9 + 2514 * 33 19 585-364 

E1 numerador crece 7 unidades por vez. Los factores del denominador en 8 y 
5 unidades, respectivamente, por vez. Tomando 1 como límite inferior, tenemos: 

5- y_ lk ~ l _ 

£(8* + l)(5A-l) 

Para determinar el límite superior igualamos una cualquiera de las 
expresiones del término general con su correspondiente en el último término. Por 
ejemplo, 

Ik -1 = 510 

Ik = 511 

k - 73 

Igual resultado hubiéramos obtenido con cualquiera de estos otros dos 
planteamientos: 

8*+ 1 =585 ó 5*-1=364 

En definitiva, podemos expresar la suma así: 


(8/c + l)(5/c -1) 
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( Ejerclcio 35 

Expresar mediante sumatorias las siguientes sumas: 

1) 5' = l + 2 + 3 + 4 + 5 + 

2) 5 = 2 + 4 + 6 + 8 + 

S = l + 3 + 5 + 7 +. 

5 = 3 + 6 + 9 + 12 +. 

5 = 4 + 7 + 10 + 13+. 

5 = 2 + 5 + 8 + 11 +. 

5 = 2 + 4 + 6 + 8 +.+ 500 

5 = 4 + 7+10 + 13 +.+ 271 

5 = 1 + 6 + 11 + 16+.+756 

5 = 100 + 99 + 98 + 97+. 

5 = 50+49 + 48 + 47+.-150 

5=100 + 98 + 96 + 94 +. 

5 = 250 + 243 + 236 + 229 +.+ 40 

5 = l-2 + 3-4 + 5—. 

5 = -l + 2-3 + 4-5 +. 

5 = 2-4 + 6-8 +. 

5 = 200-198 + 196-194+. 

5 = l-2 + 3-4+ .-100 

5 = l- 2 + 2-3 + 3-4 + 4-5+. 

5 = l-2-3+2-3-4 + 3-4-5 + 4-5-6+. 

5 = 2-4-3-5 + 4-6 —5-7 +. 

5 =-1-2+ 2-3-3-4+ 4-5+.+ 50-51 

5 = l-2-3 + 2-4-6 + 3-6 9 + 4-8-12+. 

5 = 1 - 3-5 — 2-5-9 + 3-7-13 — 4- 9-17 +. 

5=1 100 + 2 99 + 3 98 + 4-97+. 

180 


3) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 
9) 

10 ) 

11 ) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18 ) 

19) 

20 ) 
21 ) 
22 ) 

23) 

24) 

25) 


26) 

27) 

28) 
29) 


„12 3 4 

5 = - + - + - + -+- 
2 3 4 5 


5 = 


2-3 


4 7 

3-5 + 4-7 


181 

10 

-h • 

5-9 


2 3 3 4 4 5 5 6 

S — — 75 - H-T- H-T- H-c” + ■ 

■ 4 3 5 4 6 


5 = 


3 

50 

,10 


49 2 48 3 47 4 
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30) • S = 

31) S = 

32) -S = 

33) S = 
S = 

s = 
s= 
s = 


8 


1-2-5 


6- 


2-3-6 3-4-7 

nr6 


4-5-8 


8 


l-2 3 -5 3 


2 • 3 3 • 6 4 


3•4 3 •7 5 


• + • 


34) 

35) 

36) 

37) 

38) 


S = 


4 -5 3 -8 6 

1 + V2 + V 3 + V 4 +. 

tg 3* - tg 4.v + tg 5x - tgóx +. 

tg x + sen 2x + tg 2x -f sen 3x + tg 3x + sen 4x +. 

sen x + cos Ix + sen 2x + cos 6x + sen 3jc + cos 5x + • 
lg 2 (x + 5) + )g 3 (x + 6) + ]g 4 (x + 7) + lg 5 (jc + 8) + • • • 

V7 +V8 + V9+VlO+VTT + V12 +13 
19 278 


39) S = 

40) S = 

41) S = 

42) S 


5 12 

8-2 + 13-6 
80 77 

5-1 + 11-8" 


18 10 
74 

17 15 H 


203 158 
100 

365-421 


+ ._J_ 

3 8 13 148 


1 lg, 3 2 

:- + _£á_ + _ + .. 

3 4 5 

= -100-^ + ^ 
6 3 13 5 


65 


85 
20 7 


20 

167 4 ' 


( Ejercicio 36 

Ejercicios de recapitulación 


En los siguientes ejercicios a„ y b u son sucesiones. 

20 30 15 

1) Sabiendo que £ a k = 30 y que = 18, detemiinar ^a k . 

k =10 k = \6 k = 10 


100 100 100 

2) Sabiendoque £ a k =28 y que ^b k =43 , calcular ]r(4a¿ ~5¿ A ). 

¿=1 k=\ k=\ 

ÍCK) 1(K) )(H) 

3) Sabiendo que . £(a A )~ = 50 , X(^a) = 30 y =40, calcular 

- A=1 A = 1 A = 1 

100 _ 

IK+^) 2 - 

k= 1 


4) 


10 


10 


10 


Sabiendo que a A = 12 , calcular (8 - 3¿/ Á )y ^ 


k =1 


A = 1 


A = 1 



100 100 

5) Calcular £ a k sabiendo que ]T (8 - 3a¿) = 602 . 

, k = 10 A = 10 

100 100 

6) Calcular ^b k sabiendo que £(46¿ - 5) = 16. 

k = 1 A=1 
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15 15 15 

7 ) Sabiendoque a A . = 29 y . = 35 , calcular ]£( 3 a A + 4 ). 

• *=i ¿=1 *=! 

42 * 42 42 

8 ) Sabiendoque ^ a k - 84 y = -64 , calcular ^( 4 a A + 5 ¿? A + 3 ). 

A=9 A=9 k =9 

37 37 

9 ) Sabiendo que - 5 ) = 9 , calcular ^a k . 

k =5 A=5 

^ 21 21 

lOMSabiendo que £( 4 a A - 7 ) = 215 y que J]( 5 ¿> A - 8 ) = 180 , calcular 

A~7 11 = 7 

-+ 36 *- 11 ). 

*=7 

10 25 30 30 

11 ) Sabiendoque ]Ta A = 55 , ^a A =270 y ^a k = 465 , calcular ]jT a k 

k =I *=ll A = 1 A=26 

*\ 5 10 10 5 

( 12 ) Sabiendo que a k = 48 , ^a k =128 y ]Ta A = 143 , calcular £ a k . 

_ ' Í=0 * k=i k = 0 k =3 

9 9 13 13 

13 ) Sabiendo que ^a k = 315 , ^a k =145 y ^]a A = 207 , calcular £ a k . 

k = I A=5 A: — 5 * = l 

9 18 14 9 

14 ) Sabiendo que a k =- 2 , ^a A _^= 80 y J]a A+ , = 65 , calcular ^a k . 

k =3 A=9 A=-2 11=6 

15 ) Si a /( es una sucesión en la que a A =a A _, gara cualquier valor de y 
50 

^Ta,- = 100 , determinar a, r 

i =1 

n 

16 ) Si a„ es una sucesión, demostrar que ^ (a A - a A _,) = - a,. 


A=2 


1IHKI j 

17) Calcular — - (Sui'emn ia: separar el lérmino general en fracciones simples v desarrollar). 

ftí*“+* 


500 j 

18) Calcular ]T —- 

ir—'y k"~ — 1 


k=2 r 

400 


19) Calcular £ — 


1 


A = I0 


kr -11¿ + 30 


_ . . v? 2k 2 +6k + 6 

20) Calcular V —j- 5 -,- 

fak* +6k 2 + Uk- +6k 


Resolver los siguientes sistemas: 


21 ) 


Z(kx + y) = 55 

k = \ 

¿(fcr + y) = 98 

k= I 


22 ) 


X(jf + *y + i) = -7 

k= 3 

¿(2.v-A:y —9) = 28 

Jt = l 
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23) 


25) 


26) 

•27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) 

33) 

34) 

35) 

36) 

37) 


£(* + ¿ry-6)=14 

*=4 

7 

I[3* -(2fc+l)y + 5] = 72 

k=2 


24) 


5> + *y-4) = 20 

k= 4 
6 

£(xy + /c) = 30 

¿ =2 


2ÍK) 

Calcular ^(3/r + 3/c + 1). Sugcrcncia: 3/c 2 +3¿ + I =(* 3 +3¿ 2 +3A + l)-* 3 = 
k = \ 


= (A + 1)’ - A 3 . Sustituir y desarrollar. 
1000 

Calcular X(2& + 1) 

k = \ 

30 

Calculai- ]T(4¿ 3 +6* 2 +4¿ + l) 

*=i 

301 

Calcular I( -2* + l) 

k =2 
200 

Calcular ]^4/c 

fc=2 

999 / i 

Calcular Xigl + 7 

¿=i V k 

Calcular h"T 

¿=3 ^ k 


Calcular 


,IHÍ 


Calcular 

A:=()V 3 


45 


100 


Sabiendoque ]¿(2A r -l)+ ^(2/c -1) = 10, determinar ]T(3/c + 2). 

k = I ¿=46 ¿ = 1 

20 40 54 

Sabiendo que £(3/c-l) + + 7 ) “ deíerminar £(4/:-50). 


¿=i 

22 


¿=21 

55 


¿ = 15 
42 


Sabiendoque ]T(2/c + 3) + ]T (2/c - 5) = 150, determinar ]T(3/c + 20). 

¿=-2 ¿=31 ¿=-7 

10 13 22 

Sabiendo que ]T (3/c -11)+£(3/c +1) + £(3/c + 4) = 22, determinar 

¿=4 ¿=8 ¿=11 

30 

1 ( 2 *- 11 ). 

¿=6 
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INDUCCION COMPLETA 


E1 ser humano utiliza su habilidad de razonar, su lógica, de dos formas 
distintas. A veces aplicando a casos particulares leyes o proposiciones generales 
conoeidas. Es el caso del silogismo. Un ejemplo de silogismo podría ser éste: 

Todos los seres humanos son mortales , , 

. . Pedro es un ser huinano; 

por to tanio, Pedro es mortal. 

Otras veces se pasa de casos particulares a proposiciones generales: dc la 
observación de un fenómeno que se repite reiteradamente, se saca una ley o 
gencralización. Es el caso dc una persona, por ejemplo, que en varias oporlunid¿ides 
conoce a ciudadanos chinos que Io tratan con mucha cortesía y saca esta conclusión: 
"Todos los chinos son corteses". 

•% 

A pesar de que este último modo de razonar puede originar errores, la gene- 
ralización es una forma usual de razonamiento en el campo de las ciencias y muchas 
de las grandes leyes científicas nacieron de la observación de casos particulares. 

En nuestro lenguaje ordinario hablamos de deducción en cualquiera de las 
dos formas descritas de razonamiento: en el primer ejemplo se deduce que Pedro es 
mortal; en el segundo, se deduce que Jos chinos son corteses. 

En matemáticas estos procesos reciben nombres diferentes: la aplicación de 
una proposición general a un caso particular recibe el nombre de Dcducción; la 
generalización derivada de la observación de casos particulares recibe, en cambio, el 
nombre de Inducción. 

En matemáticas también se usa con frecuencia la inducción. Veamos, por 
ejemplo, cómo determinamos, al estudiar las progresiones aritméticas, la fónnula del 
término general: 1 

Sea Ia progresión 1,4, 7, 10, 13,.de razón r = 3 

Ordenemos en columna los términos de la progresión y notemos la 
forma en que puede descomponerse cada uno de ellos: 

ü' = 1 =1 = r/, 

a 2 = 4 =1 + 1*3 = íij +1 • r 
- 7 =1 + 2-3 = +.2r 

r/ 4 =10 =1+33 =a { +3r 
a 5 = 13 =1+4*3 = a { + 4r 


RcproíUic imos una parte de la pag 239 dc nuestro libro Selección de Temas de Matemática 4. 
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Siguicndo cste proceso podemos 
calcular cualquier término. 

P6r lo tanto 


Generali/ándo: 


a n = 1 + (n - 1)3 = «, -h (/7 — 1 )r 
a n =a } 


La deficiencia de esta demostración es obvia: establecimos una fómiula paia 
. unos cuantos valores de n y sacamos inmediatamente la conclusión dc que esa 
fórmula era válida para cualquier valor entero de n en esa y en cualquier otra 
progresión aritmética. 

Aunque en el ejemplo anterior la generalización hecha da por resultado una 
expresión cierta (como más tarde estaremos en capacidad de demoslrar). el mismo 
niodo de razonar puede llévarnos a un error. 

Véase, por ejemplo, el siguiente caso: al calcular los diez primeros términos 
de la sucesión a n =(;t-l) 2 -f « + 40 nos encontramos con que, curiosamente, todos 
ellos son primos. En efecto: 

a, =41 
a 2 = 43 ' 
a 3 = 47 
a 4 = 53 
o 5 =61 
a 6 = 71 
a 7 = 83 
« 8=97 
= 113 
«io = t31 

¿Podemos hacer ya una generalización? Mejor no precipitarse. Calculemos 
cinco términos más, por si acaso: 


«II 

= 151 

C¡\2 

= 173 

«13 

= 197 

«14 

= 223 

«i<i 

= 251 


Todos los números que se obtienen son primos. ;Pues no perdamos tnás 
tiempo! Saquemos nuestra conclusión: 

Todos los términos de la sucesión a n =(n -1) 2 + n + 40 son primos 

Acabamos, lamentablemente, de sacar una conclusión falsa. Nuestra 
generalización es errónea. Si calculamos 25 términos más, todos ellos serán primos. 
Pero cuando calculemos el término 41 tendremos: 
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«41 =(41-1) 1 2 +41 + 40 = 1681 

que no es un número primo, pues 

1681 = 41 2 

Alguno podría pensar: "La falla está en no haber comprobado suficientes 
casos. Si en lugar de veñficar 15 términos, verificamos 100 o 200, no podremos 
equivocamos ' 1 . 

Tampoco esto es cierto: en la sucesión a n = 991 n 2 +1 cualquiera sea el 
número de términos que calculemos, nunca en nuestra vida encontraremos un 
término que sea un cuadrado perfecto, pues el primer valor de n que produce un 
cuadrado perfecto es, nada menos, que , 

n = 12055735790331359447442538767 (!!!) 

* En la historia de la matemática nos encontramos con casos famosos de 

errores de este tipo. 

Fermat, matemático francés del siglo XVII, afirmaba que todos los núme- 
rosdeltipo 

2 2 " +1 » 

eran primos. Su colega suizo Euler, del siglo XVIII, encontró que 

2 2 ' +1 = 4294967297 = 641x6700417, 

es decir, un número compuesto. Fermat, pues, estaba equivocado. 

Leibnitz, matemático y filósofo alemán del siglo XVII, demostró que, 
cualquiera sea el entero positivo n , el número n 3 - n e s divisible por 3, el número 
n 5 -n es divisible por 5 y el número n 1 —n es divisible por 7. Esta coincidencia lo 
llevó a pensar que, para todo k impar y todo n natural, la expresión n k —n era 
divisible por k. Posteriormente él mismo constató la falsedad de esta suposición 
cuando encontró que 2 9 - 2 = 510 no era divisible por 9. 

E1 matemático D. A. Grave afirmaba que, para todo p primo, la expresión 
2 p ~ l -1 no era divisible por p 2 . Resultó ser falso: si p = 1093 (número primo) la 
expresión 2 I092 - 1 sí es divisible por 1093 2 . 

Después de estudiar estos casos, podríamos sacar la siguiente conclusión: 

En matemáticas no se debe nunca generalizar 

jEsta generalización también es errónea! La matemática cuenta con un 
poderoso instrumento que permite comprobar, sin lugar a error, si una generali- 
zación es válida o no: es la demostración por Inducción Completa. 

Esta forma matemática de demostración comprende dos pasos: 


1) Comprobar que una determinada proposición es válida para n = 1. 

2) Demostrar que, si la proposición es válida para n = k y lo es también 

para el siguiente valor de n, es decir, para n = k +1. 
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. Si logramos demostrar que de la validez de la proposición para un valor n 
se desprende su validez para el siguiente valor natural, habiendo ya comprobado que 
la proposición es válida para n = 1, tenemos que concluir que lo es también para 
n = 2, el siguiente valor de n. 

Pero, nuevamente, si la proposición es válida para n = 2, habiendo 
demostrado que entonces es válida también para el siguiente valor de n> tenemos que 
concluir que ló es también para n = 3. 

Y, si es válida para n = 3, lo es también para n = 4, el siguiente valor de n. 


Siendo válida para n - 4, lo es también para n = 5, etc. 


Se establece así una cadena infmita, pues, sumando una unidad por vez, se 
puede alcanzar cualquier valor natural de n.. 

De esta forma sí podemos afirmar con todo derecho, y sin posibilidad de 
equivocarnos, que la proposición es válida para todos los valores naturales de n. 

Podemos comparar la Inducción Completa con lo que sucede cuando 
disponemos las fichas del dominó en fila y a una distancia conveniente para que, si 
una ficha se cae, se caiga también la siguiente. 


Si las piezas se dispo- 
nen como se ha dicho (Fig. 1-a), 
la caida de la primera ficha 
causará la caída de la segunda 
(Fig. 1-b). La caída de ésta 
causará la caída de la tercera y, 
como cada ficha al caer hará caer 
la siguiente, el resultado final 
será (Fig. 1-c) que todas las 
fichas terminarán cayéndose. 

Pero ¡cuidado! Para que 
el fenómeno se produzca exitosa- 
mente, es necesario que se cum- 
plan dos condiciones: 



(a) (b) (c) 

Fig. 1 


1) Que las fichas estén colocadas de tal forma que la caída de una origine la 
caída de la siguiente. 


2) Que la primera ficha de la fila se caiga. 

Si una cualquiera de estas condiciones no se da, o no se cae ninguna ficha, 
o sólo se cae una porción de ellas. 


Veamos algunos ejemplos de demostraciones por Inducción Completa: 


Eiemplo 1 


Demostrar que 1 + 2 + 3 + 


+ /! = 


n(n +1) 
2 


Comprobamos que la propo- 
sición es válida (>ara n - 1. 

Enefecto: 1(1 + 1) 

~ 2 
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Suponemos que la propo- 
sición es cierta para un valor 
cuaiquiera n = k: 


1+2+3+ 




Tenemos que demostrar, en- 
tonces, que" la proposición es 
válida también para el si- 
guiente valor de n, es decir, 
n = k+ 1: 


1+2+3+ 


+ * + (* + !) = 


(k + l)(k + 2) 

2 


Tomamos el primer miem 

brode la igualdad (b): l + 2 + 3 +.+ * + (* + !) 


(a) 


(b) 


Sustituimos los k primeros 
términos por su equivalente 
en la igualdad (a): * 


k(k + 1) 
2 , 


+ (* + !) 


k(k + \)+2(k + \) 
2 


(* + D(* + 2) 
2 


Partiendo del primer miembro de la igualdad (b), y utilizando la igualdad (a), 
hemos obtenido el segundo miembro de la igualdad (b). Con esto acabamos de 
demostrar que, si la proposición (a) es cierta, también lo es la proposición (b), es 
decir, que de la validez de la proposición para n = k se desprende su validez para el 
siguiente valor de n . Y, como ya hemos comprobado que la proposición es válida 
para n = 1, tenemos que concluir que la igualdad que teníamos que demostrar es 
válida para cualquier valor natural de n. 

Antes de seguir adelante con más ejemplos queremos subrayar el hecho de 
que el método de Inducción Completa no tiene la finalidad de deducir fórmulas 
matemáticas sino la de demostrar si son válidas o no las fórmulas que hemos 
planteado por otras vias o las suposiciones que hemos hecho por la observación de 
fenómenos recurrentes. 


Ejemplo 2 

Sea la sucesión a 

Notemos que el primer tér- 
mino de la sucesión se puede 
exprcsar dc' )a siguiente for- 
ma: 


1 11 1 
1-3’ 3-5’ 5-7’ 7-9 


1 _ 1 _ 1 

1 - 3 3 2 *1 + 1 


1 

(2n-\)(2n + \) 
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La suma de los dos primeros 
términos, asr: 


1 _ 6 _ 2 __ 2 _ 

1-3 + 3-5 15 5 2-2 + 1 


La de Ios tres primeros tér- 

minos: 1 1 1 _ 45 _ 3 _ 3 

F3 + 3^5 + 5^7 “ 105 " 7 “ 2T+7 


La de los cuatro primeros 
términos: 


Todo nos induce a pensar 
que el fenómeno se seguirá 
repitiendo para la suma de 
los cineo, seis, siete, etc., tér- 
mirios y, en general, para la 
suma de cualquier número 
de términos. 

Planteamos, por tanto, la si- 
guiente igualdad: 


Por Inducción Completa po- 
demos ahora comprobar si 
nuestra suposición es válida. 

Como ya verificamos que la 
igualdad es cierta para los 
valores 1, 2, 3 y 4 de n, no es 
necesario que volvamos a 
constatar que es válida para 
n= 1. 


1 1 1 1 _ 140 4 _ 4 

13 + 3-5 + 5'7 + 7’9 _ 315 ~ 9 ” 2-4 + 1 


1 1 1 1 = n 

l-3 + 3-5 5-7 . (2n-l) (2/i + l) 2n + l 


Es sufíciente que demostre- 
mos que, si la igualdad es 
válida para n = k , lo es 
también para n = k + 1. 


Para n-k tenemos: 


í í í 

1-3 + 3-5 + 5-7 


+ 


1 k 

+ (2k-l)(2k + l)~ 2k + l 


(a) 


Tenemos que demostrar que, 
entonces, esto también es 
cierto para n = k + 1: 

1 1 1 

-+-+ -=— + 

1-3 3-5 5-7 


1 

+ (2k-l)(2k + l) 


+ 


1 

(2* + l)(2ifc + 3) 


k + \ 
2k + 3 


(b) 


Tomamos el primer miem- 
bro de la igualdad (b): 

j_ j_ j_ í í 

l-3 + 3-5 + 57 + . + (2k-l)(2k + l) + (2k + l)(2k+ 3) 


Sustituimos los k primeros 
términos por su equivalente 
en la igualdad (a): 


k 

2k + \ + 


1 

(2k + \)(2k + 3) 
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Á:(2¿ + 3) + l 
• _ (2A +1)(2* + 3) 

2fc 2 + 3A: +1 
" (2A: + l)(2Jt +3) 

(2ifc + 2)(2ifc + l) 

2 

(2Jfc + l)(2Jfc + 3) 

Qfc + l)(2ifc + l) 

_ (2ifc + l)(2Jfc + 3) . 

' • _ k+l I 

1 2ifc + 3 

Logramos demostrar, utilizando la igualdad (a), que la igualdad (b) es cierta. 
Esto significa que, si la igualdad es válida para n = lc, lo es también para el siguiente 
valor de n , es decir,' n = k +1. Y como ya comprobamos inicialmente que existen 
valores de n que satisfacen la igualdad, podemos concluir que nuestra fórmula es 
^ válida para cualquier valor natural de n. 


Ejemplo 3 


n 

Demostrarque £t(t +1) 2 = -¡ytt(tt + l)(n + 2)(3n + 5) 

i=i 


La igualdad que tenemos que 
dcmostrar se puede expresar 
también así: 


l-2 2 + 2-3 2 +3-4 2 +.+ tt (n +1) 2 =-£n(n + l)(n + 2)(3„ + 5) 


Comprobamos que es válida 

para n = 1: 1■2 2 =^•1•2■3•8 

1 - 2 2 = 4 

Suponemos que es válida 
para n = k : 

1 • 2 2 + 2 • 3 2 + 3 • 4 2 +. + k(k + \) 2 = k(k + l)(k + 2)(3k + 5) (a) 

Demostraremos que, enton- 
ces, es válida también para 
n = k + 1: 

l-2 2 +2 3 2 +3-4 2 +.+*(* + l) 2 +0t + l)(jfe + 2) 2 =j¿(k + l)(k +2)(k+ 3)(3/k + 8) (b) 


Tomamos el primer miem- 
bro de la igualdad (b): 


l-2 2 + 2 3 2 + 3-4 2 +.+jfcQfc + l) 2 +(ifc + l)(Jfc + 2) 2 
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Sustituimos ,los primcros k 
términos por su equivalente 
en la igualdad (a): 


= ±k(k + l)(k + 2)(3 k + 5) + (k + l)(k + 2 f 


= (k + l)(k+ 2)[-¡L k (3 k + 5) + (k + 2)] 
3k 2 +5k + l2k + 24 


= (k + i)(k + 2) 


12 


= -¡¿(k + 1)(* + 2)(3 k 2 +llk + 24) 
(3Jt + 9)(3/r + 8) 


= ±(k + l)(k + 2) 


■¡y (¿ + l)(k + 2)(k + 3)(3k + 8) 


La proposición es, por tanto, válida para cualquier valor natural de n. 

Ejmploá 

Demostrar que 

5-2 5 + 7-5 9 + 9-8 13 +.+(2n + 3)(3n-l)(4/i + l) = -(36n 3 +140n 2 +123n + l) 

Comprobamos que la propo- 
sición es válida para n = 1: 

5-2-5 = -i(36 + 140 + 123 + l) 

50 = — • 300 = 50 
6 

Suponemos que es válida 
para n - k : 

5-2-5 + 7-5-9 + 9-8-13+ .+(2* + 3)(3*r - 1)(4A: +1) = — (36* 3 +140* 2 +123* + l) (a) 

6' ' 


Demostraremos que, enton- 
ces, es válida también para 
n = k+ 1: 


5-2-5 + 7-5-9 + 9-8 13+•.‘••+(2* + 3)(3¿-l)(4A: + l) + (2* + 5)(3* + 2)(4* + 5) = 

= ^-^[36(* +1) 3 + 140(Jt +1) 2 + 123(Jfc +1) +1] 


Tomamos el primer miem- 
bro de la igualdad (b) y sus- 
tituimos en ella los k prime- 
ros términos por su equiva- 
lente en la igualdad (a): 

|(36A: 3 + 140A 2 +123A: +1) + (2Jt + 5)(3Jt + 2)(4Jt + 5) 


(b) 
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*(36Jt 3 +140* 2 +123* +1)+6(2* + 5)(3* + 2)(4* + 5) 

6 

36* 4 +140* 3 +123* 2 + * + 6(24* 3 +106* 2 +135* + 50) 
6 

36* 4 + 284* 3 + 759* 2 + 811* + 300 

, 6 - • 


Utilizando el método de 
Homer, escribimos el nume* 
rador en términos de k + 1: 



36 

284 

759 

811 

300 

-l 


-36 

-248 

-511 

-300 


36 

248 

511 

300 

LQ 

-1 


-36 

-212 

-299 



36 

212 

299 

L_L 


-I 


-36 

-176 




36 

176 

1 123 



-1 


-36 





36 

1 140 





36(* +1) 4 +140(* +1) 3 +123(* +1) 2 +(* + !) 

6 


Sacando, por último, factor 
común: 


^Í^[36(* + l) 3 


+ 140(* + 1) 2 +123(* + 1) + 1 


La proposición es, por tanto, válida para cualquier valor natural de n. 


( Ejerciclo 37 

Demostrar por Inducción Completa las siguientes igualdades: 


1) 

1+2+3+- 

n(« + l) 

■ •+ n = 

2 

2) 

2+4 + 6+-- 

•+2n = n(n + l) 


1 + 3 + 5+-- 

+ (2n-l) = n 2 

4) 

4 + 8 + 12+-- 

•+4/i = 2 /i(/i + 1) 

5) 

2 + 6 + 10+- 

■•••+(4n-2) = 2n 2 

6) 

2 + 7 + 12+- 

•+(5n-3) = ^(5n-l) 

7) 

1 + 4 + 7 H— 

•+(3n-2) = ^(3n-l) 

8) 

1 + 3 + 6+--- 

/t(/i + l) n(n + l)(n + 2) 
2 6 

9) 

2 + 5 + 8+--- 

• +(3« l)=-(3n + l) 
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10) ¡2 + 5 + 10+.+ +lj = — |2n 2 +3n + 7 ) 

11) 1 + 5 + 9+.+(4n - 3) = n(2n -1) 

12) 5 + 11 + 17+ + (6/i-l)=n(3w + 2) 

13) 3+10 + 17+.+(7n-4) = i*(7n-l) 

14) 3 + 11 + 19+ +(8n-5) = /i(4/i-1) 

15) 1 + 11 + 21+.+(10n-9) = /»(5n-4) 

16) 1-2 + 34 + 5-6+.+(2n-l)2n = ^- (n+ - 1 - ) 3 (4n ~ 1) 

17) 1-3+3-5 + 5-7+ + (2n-l)(2n + l) = in(4n 2 +6n-l) 


18) 1-2-3+2-3-4 + 3-4-5+ + n(n + l)(n + 2) = i-n(n + l)(n + 2)(n + 3) 

19) 1 • 2 + 2’ 5 + 3*8+.+ n(3n — l) = n 2 (n + l) 

20) 1-4 + 2 9+3-14+ + n(5n-l) = }n(n + l)(5n + l) 

21) 3-2 + 5-S + 7-8+.+ (2n + l)(3n-l) = in(4n 2 +7n + l) 

22) 1-5 + 4-9 + 7-13+.+ (3n-2)(4n + l) = jn(8n 2 +7n-5) 

23) 1-1-1 + 2-3-4 + 3 5-7+ + n(2n-l)(3n-2) = ¿n(n + l)(9n 2 -5n-l) 

24) 1-4 1 + 3-7 5 + 5-10-9+.+(2n-l)(3n + l)(4n-3) = £n(36n 3 +28n 2 - 

25) 1-2-3 + 3-4-5 + 5-6-7+ +(2n-l)2n(2n + l) = n(n + l)(2n 2 +2n-l) 

26) l-n + 2(n-l) + 3(n-2)+.+ n-l = -¿n(n + l)(n + 2) 

27) l-2-n + 2-3(n-l)+3-4(n-2)+ +n(n + l)-l = -pj-n(n + l)(n + 2)(n + 3) 


30) 

31) 


1 

1 

i_ 

1 

1 

n 


1*2 

2-3 

T *r • • 

3 4 

n(n + l) n + 1 


1 

1 

i 

1 


1 

n 

14 

4-7 

t* -r- • 

7-10 

(3n 

-2)(3n +1) ~ 

3n + l 

1 

1 

1 

1 

_1_ 4.. . 


1 

n 

15 

5-9 

T T 

9 13 

(4n 

-3)(4n + l) ~ 

4n +1 



1 


1 


o(a + l) 

(a + l)(a + 2) 

(a + n~l)(n + n) 

1 

1 

4 __ 

1 

4 _ _i_. . 


1 

n 

2*5 

5*8 

8*11 

(3n 

-l)(3n + 2)~ 

6n + 4 

1 

1 

1 

4 _ 4.... 

1 

n(3n 

+ 5) 

1-3 

2*4 

T T 

3 5 

n(n + 2) 4(n + l)(n + 2) 


34) 


«#>v 5 6 

1*2*3 2-3*4 n(/i + l)(n + 2) 2(n + l)(n + 2) 


1 _ n(n + 3) 

l)(n + 2) 4(n + l)(n + 

n + 4 _ n(3n + 7) 


1 1 

1*2*3 2-3*4 n(n + l)(n + 2) 4(n + l)(n + 2) 


33n-7) 













































36 ) 


12 3 

- +-+-+.+ 


n(/i + l) 


1 3 5 3-5-7 5-7-9 

f 


3?) ^Jfc(Jfc + l)(Jfc + 2)(Jfc + 3) 18(n + l)(n + 2)(» + 3) 


(2n-l)(2n + l)(2n + 3) 2(2n + l)(2n + 3) 

n^n 2 +6n + llj 


38) l 2 +2 2 +3 2 +.+/i ¿ = 


2 _ /i(n + l)(2n + l) 


39) l 2 +3 2 +5 2 +.+ (2n - \) ¿ = 


2 /i(2/i-l)(2n + l) 


40) 

2 2 +4 2 +6 2 +••• 

•+(2n) 2 =|n(n + l)(2n + l) 

41) 

l 2 +4 2 +7 2 H— 

-+(3n- 

-2) 2 ={n(6n 2 -3n-l) 

42) 

. I 2 +5 2 +9 2 + :•• 

•+(4 n 

-3) 2 = y n(l6n 2 — 12n -1) 

43) 

l 2 -2 2 +3 2 -4 2 

+. +( ir'« 2 -( ir in(n+1) 

44) 

n l 

y x '-' = l ~ x 

\-x 

/=I 1 


'l) 

45) 

l 3 +2 3 +3 3 +•••• 

•+/i 3 = 

i" 2 (n + l f 

46) 

l 4 +2 4 +3 4 +••• 

-+n 4 = 

= -^ n (n + l)(2n + l)(3n 2 + 3n -1) 

47) 

l 5 +2 5 +3 5 +■••• 

•+n 5 = 

: lT” 2 (n + l) 2 (2n 2 +2n —l) 

48) 

l 3 +3 3 +5 3 + 

-+(2n- 

-l) 3 =n 2 (2n 2 -l) 

49) 

2 + 2 2 +2 3 +. 

+ 2” = 

2 n +\ _2 

50) 

I 3 +4 3 + 7 3 +••• 


- 2) 3 = 4-n(27n 3 - 18n 2 -9n + 4) 

51) 

1 + 3 + 3 2 +• •+3" -1 = 

3" -1 

2 

52) 

1 + 5 + 5 2 + +5" =- 

n+l _ ^ 

4 

53) 

21 + 3-2 + 4-2 2 

+ 5-2 3 

+.+ (n + l)2" -1 =n-2 n 

54) 

11 + 2-2 + 3-2 2 

+ 4-2 3 

+.+ n-2""'=(n 1)2" 

55) 

1-3 + 2- 3 2 + 3-3 

3 +. 

+ n-3" = ( 2 n - l)'3 n+l +3 

4 


1 1 1 1,1 

56) - + - T + ^ r + + — = 1—- 

2 2 2 2 3 2 2 

c -. 1 2 3 /i /i + 2 

57) —■ + —— T + + —= 2 — 


2 2 2 
11 1 


2 ". 


2 ” 


58) f-— T + ““r+ h-= T 1 —~ 

7 3 3 2 y 3 n 2 
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59) 

60) 
61) 

62) 

63) 

• 64) 

65) 

66 ) 

67) 

68 ) 

69) 

70) 

71) 


.3 5 7 2„ + l n(n + 2) 

l 2 -2 2 + 2 2 -3 2 + 3 2 -4 2 + . + „ 2 („ + l) 2 '(« + l) 2 

1 7'17 2/j 2 -1 _ „ 2 

l 2 -2 2 + 2 2 -3 2 + 3 2 -4 2 + . + „ 2 ( n + l) 2 („ + l) 2 

3- f 4 ( 5 f f n+2 _1_ 

1-2-2 2-3-2 2 3-4-2 3 „(„ + 1)2" ” („ + 1)2" 

iÍ + il + il + t " 2 n(n + l) 

1- 3 + 3-5 + 5-7 + . + (2„ -1)(2„ +1) 2(2„ + l) 

2- 1 2 2 -2 2 3 -3 22" +1 . 

-+-+-+.+ --—-- =-1 

2-3 3-4 4-5 („ + l)(„ + 2) „ + 2 

¿(2'+3 , ’) = 2 w -l + ^(3' , -l) 

i=0 

1 + 6 + 24 + 84+.+(4-3 w ’ l -3-2' ,_, ) = 2(3 n -l)-3(2 n -l) 

, , , r ■» n\2a + (n-l)r] 

a + (a + r)+(a + 2r)+ .+[« + (n-l)r] = —---- 

2 „_i a-ar n 

a + ar + ar + . +ar =- 

1-r 

i t i t t i ( x n i 

lg.r2-lg. v 4 + l gj[ 4-lg. r 8 + . + lg,2"-' l g[ 2" l „Jlg 2 2 


n 

( » \ 

M 

-w 

11 

I' 

i=l 


2n , 

2 n 

= 1 

*=w+1 * 

m=1 


(l + 2+3+---•-+„) =i-„ 2 („ + l)- 


( Efcrciclo 38 

1) Obsérveseque 


1 + - 


» 1 1 

1 + —+— 
2 4 

,111 
1 + - + - + - 
2 4 8 



Indúzcase la ley general y demuéstrese por Inducción Completa. 
2) Obsérvese que 1 = 1 

1-4= -(1+2) 
1-4+9= 1+2+3 
1-4 + 9-16= -(1 +2 + 3 + 4) 
Indúzcase la ley general y demuéstrese por Inducción Completa. 
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.3) Obsérvese que 


i-i 

2 


(414) 

(4)(4)(4) 


\_ 

2 

3 

4 


Indúzcase la ley general y demuéstrese por Inducción Completa. 

4) Obsérvese que 

1.2 = Í-l(l + l)(l + 2) 
l-2 + 2-3 = i.2(2 + l)(2 + 2) 

12 + 2-3+3-4 = i-3(3+l)(3 + 2) 

1-2 + 2.3 + 3-4 + 4.5 = i-4(4 + l)(4 + 2) 

Indúzcase la ley general y demuéstrese por Inducción Completa. 

5) Obsérvese que 



Indúzcase la ley general y demuéstrese por Inducción Completa. 

6) Hallar la ley general que simplifica el producto 

(4X4H).H) 

y demuéstrese por Inducción Completa. 


Eiauiki í 

Demostrar por Inducción Completa que para cualquier valor natural de n 
3 2n+l + 2 n+2 =7 (7 se lee "múltiplo de 7") 

Comprobamos quc la propo- _ - • 

sición cs válida para n ** 1 : 3 +2 =27 + 8 = 35 = 7 


Suponemos quc es válida • 

para n =k: 3+2—1 


Debemos demosirar quc, 
enionces, es también válida 
para n = k + 1: 


^ 24+3 


(a) 


(b) 
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Tomamos £l primcr miem- 

bro de la igualdad (b): 3 2¿+3 + 2* + ‘ 


Descomponemos ambos fér- 
minos tratando de aislar la 
igualdad (a): 


= 3 2i+1 -3 2 +2 t+2 -2 

= 9.3 2 * +i +2-2 í+2 


• Descomponemos 9 en 7 + 2: 


Sacamos factor común en los 
dos últimos términos: 

fel primer término es 
obviamente múltiplo de 7 y, 
si (a) es cierta, el segundo 
término también: 

Y la suma de dos múltiplos 
de 7 da como resultado un 
múltiplo de 7: 


= (7 + 2) • 3 2 * +l + 2 • 2* +2 
= 7-3 2 * +i +2-3 2 * +i +2-2* +2 

= 7-3 2 * +i +2(3 2 * +i + 2* +2 ) 

• • 

= 7+ 7 

■ m ■ 


/ 


EJmeÍQ á 

Demostrar que, para todo valor natural de n , 3 2n+2 + 2 6,1+1 = 11 


Comprobamos que la propo- 
sición es válida para n = 1: 

3 4 + 2 7 = 81 +128 = 209 = 19 • 1 1 = 1*1 


Suponemos que es válida 
para n -k: 

3 2 * +2 + 2 6 * +i = 1*1 

(a) 

Debemos demostrar que, 
entonces, es también válida 
para n » k + 1: 

3 2 * +4 +2 6 * +7 = 1*1 

(b) 

Tomamos el primer miem- 
bro de la igualdad (b): 

<^2*+4 _j_ 


Descomponemos ambos tér- 
minos tratando de aislar la 
igualdad (a): 

, ^2k+2 ' ^2 _^_ '2'bk +1 



= 9-3 2 * +2 +64-2 6 * +i 


Descomponemos 64 en 

9 + 55 y multiplicamos: = 9 • 3 2k + 2 + (9 + 55) • 2 6 *"*’ 1 

= 9 • 3 2 * +2 + 9 • 2 6 * +l + 55 • 2 6 * +i 


Sacamos factor común en los 
dos primeros términcfts: 

= 9Í3 2 * +2 +2 6 * +i ) + 55-2 6 * +i 
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Si la igualdad (a) es váüda, 
el primer término es múltiplo 
de 11 y, dado que 55 es 11 -5, 
el segundo término támbién 
lo es: 

Y la suma da múltiplo de 11: 


= 1*1+ n 


-m 


EjgmsteJ- 


Demostrar que, para todo valor natural de n, 9" +1 - 8n +,55 = 64 


Comprobamos que la propo- 
sición es válida para n - 1: 


9 2 -8 + 55 = 81-8 + 55 = 128 = 64-2 = 64 


Suponemos que es válida 
para n =k: 

9* +l -8Jt + 55 = 64 

(a) 

Debemos demostrar que, 
entonces, es también váiida 
para n - k + I: 

9* +2 — 8(Ar +1) + 55 = ¿4 

(b) 

Tomamos el primer miem- 
bro de la igualdad (b): 

9* +2 — 8(Jfc +1) + 55 


Descomponemos tratando de 
aislar la expresión (a): 

= 9 9* +1 - 8Jfc - 8 + 55 
= (8 +1) • 9 i+l — 8/fc — 8 + 55 
= 8 -9 k+ ' +9 k+ ' — 8* - 8 + 55 

= 8-9 t+l -8 + 9* +l -8* + 55 
= 8 (9* +1 -1) + (9* +l - 8* + 55) 


Si la igualdad (a) es cierta, el 
segundo término es múltiplo 
de 64: 

= 8(9* +l -l) + M 

(c) 

Pero tenemos que demostrar 
que el primero también lo es, 
es decir, que 

8(9* +l -l) = 64 


o, lo que es lo mismo, que 

9 t+l -1 = 8 

(d) 

Esta demostración la hace- 
mos también por Inducción 
Completa. 



Comprobamos que la propo- 
sición (d) es válida para 
k= 1: 

• 00 
tl 

o 

00 

II 

7 

oo 

II 

7 

<N 

ON 


Suponemos su vatidez para 
k -h: 

9 /,+l -1 = 8 

(e) 
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Debemos demostrar que, 
entonces, fes también válida 
para k = h + 1 : 

9 h+2 -1 = 8 

Tomamos el primer miem- 
bro de (f): 

9 h+2 - 1 

Descomponemos tratando de 
aislar la exprc'&ión (e): 

- 9 .9* +l _ i 

= (8 + 1)-9 a+i 
= 8-9 a+1 +(9' 

EI primer término es obvia- 
mente múltiplo de 8; el se- 
gundo también, si es cierta la 
propofcición (e): 

• 00 

+ 

• oo « 

II 

# 

= 8 

Gon lo que queda demostra- 
da la proposición (d). 


Volviendo a la expresión (c): 1 

= 8(9 a+ ' - 1 ) + ¿4 

* •» ' 

acabamos de demostrar que 
el primer término es múltiplo 
de 64 y, por tanto. 

= 64+ 64 



La demostración del ejemplo anterior puede ser hecha más brevemente de la 
siguiente forma: 


Prescindimos, por haberlo ya 
hecho, de comprobar la vali- 
dez para n * 1. 


Transcribimos las igualdades 
(a) y (b) resultantes de sus- 
tituir n por k y por k + I , res- 
pectivamente: 

9* +1 -%k + 55 = 64 

(a) 


9 k+2 -S(k + \)+55 = 64 

(b) 

Tomamos el primer miem- 
bro de (b): 

9 k+2 -%(k + \) + 55 



= 9-9 k+> -Sk + 41 

m 

.. * , 

Tratamos de aislar la expre- 



sión (a) multiplicada por 9, 
es decir, la cxpresión 

9 9*+* _9 8jt-+9 -55 


que, una vez efectuada, da 

99* +l —72^ + 495 
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para lo cual: 


a) restamos y sumamos (Ak 
a la expresión: 

= 9-9* +1 -12k + 47 + 64k 

b) sumamos y restamos 448: 

= 9-9 k+ ' - 12k + 495 + 64k - 448 

Sacamos factor común 9 en 
los tres primeros términos y 
64 en los dos últimos: 

= 9(9 t+l -U + 55) + 64(k-l) 

E1 primer término es 
múltiplo de 64 si es válida la 
proposición (a). E1 segundo 
obviamente lo es: 

• • / 

= 64+ 64 

Y la suma lo será también: 

II 

%• 

Ejemplo §! - 



Demostrar que, para todo valor natural de n , n 4 + 2n 3 + n 2 = 4 

Comprobamos que la propo- • 


sición es válida para n - 1: 

1 + 2 +1 = 4 = 4 

Suponemos que es válida 
para n -k: 

/t 4 +2fc 3 +* 2 =4 (a) 

Debemos demostrar que, 
entonces, es también válida 
para n = k + 1: 

(k + 1) 4 + 2(k + 1) 3 + (fc + 1) 2 = 4 (b) 

Tomamos el primer miem- 
bro de la igualdad (b): 

(* + l) 4 +2(Jt + l) 3 +(* + l) 2 

Desarrollamos: 

■-k 4 +4k } +6k 2 +4k + l + 2(k 7 +3k 2 +3k + \) + k 2 +2k + \ 
--!¿_ + 4k 2 + 6k 2 +4k + \ + 2k^ + 6k 2 +6k + 2 + k 2 _ + 2k + \ 

Agrupamos los términos 
subrayados, que son los que 
conforman la expresión <a), 
y sumamos los restantes: 

= (k 4 +2k 2 +k 2 ) + 4k 3 + \2k 2 + \2k + 4 
= (k 4 + 2 k 2 +k 2 ) + 4 (k 3 + 3 k 2 + 3* + 1) 

Si la igualdad (a) es váiida, 
el primer término es múltiplo 
de 4. Es evidente que el 
segundo támbién lo es: 

= 4+ 4= \T\ 
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Eiemplo 9 

Otra forma de hacer la demostración del ejemplo anterior: 
n A + 2h 3 4 1 5 +m 2 =4 

E1 micmbro de la izquierda 

es factorizabler* # 

n 2 (n 2 +2n + lj = 4 

n 2 (n + l) 2 =4 

Comprobamos para n = 1: 2 2 * 

/ 

Suponemos para n=k: v • 

k 2 (k +1) 2 = 4 (a) 

Debemos demostrar que la 
proposición es, entonces, vá- 
üda también para n » k + 1: 

(Jfe + l) 2 (A: + 2) 2 =4 (b) 

Tomamos el primer miem- 

bro de la igualdad (b): • 

(k + l) 2 (k + l) 2 

Desarrollamos e! segundo 
cuadrado: 

= (* +1) 2 (jfe 2 + 4ifc + 4) 

Multiplicamos, aplicando la 
propiedad distríbutiva: 

= k 2 (k + 1) 2 + 4k(k + 1) 2 + 4(k + 1) 2 

E1 primer término es múl- 
tiplo de 4 si la igualdad (a) 

es válida. Los términos res- _ 

tantes son obviamente múl- • • • • 

tiplos de 4: = 4+ 4+ 4 = |_4J 


( EJerciclo 39 

Demostrar por Indiicción Completa las siguientes igualdades o proposiciones: 


1) r +5" =2 

2) 2 2 "-l = 3 

3) 2 2n+1 +1 = 3 

4) 4" —1 = 3 

5) 5" -1 = 4 


6) 2 3n -l = 7 

7) 3 2n -1 = 8 

8) 8 n -5" = 3 

9) 7"-1=6 

10) 3 4n +9 = 10 


11) 2 4n -1 = 1*5 

12) 2 4n+2 + 1 = 5 

13) 2 6n+3 + 1 = 9 

14) 2 2 n + 2 - 2 n+i =7 

15) 3-5 2n+1 +2 3n+l = 1*7 
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16) 

5 34 /t+i _ jy 

27) 

n(n + l)(/i + 2) = 3 

17) 

25 ■7 2 ' 1-1 +3 4 " =32 

28) 

/z(n + l)(n + 2 ) = 6 

18) 

^4n __ 2^ n _ 77 

29) 

n 3 +2n = 3 

19) 

2-7 n +3-5"-5 = 24 

30) 

n 3 + 5n = 3 

20 ) 

11" + 2 +12 2 " +i =133 

31) 

n 3 -n = 6 

21 ) 

10 " +1 +10" +1 = 3 

32) 

n(2n + l)(7n + l) = 6 

22 ) 

10 6 "-1 = 1*3 

33) 

2n 3 +3n 2 +7n = 6 

23) 

4" +15n-l = 9 

34) 

n 4 +3n 3 -n 2 -3n = 6 

24) 

10" + 3-4 ” +2 + 5 = 9 

35) 

n 4 + 2n 3 + 3n“ + 2n = 8 

25) 

7 2 "-48n-1 = 2304 

■> 

36) 

25n 4 - 2 n 3 - n 2 + 2n = 24 

26) 

9 • 

n + /1 = 2 

37) 

n 5 - n = 30 


38) E1 producto de cuatro números enteros consecutivos es divisible por 24. 

39) La suma de los cubos de tres números enteros consecutivos es siempre 

divisible por 9. 

40) E1 producto de tres números pares consecutivos es siempre divisible por 

48. 

41) E1 producto de tres múltiplos consecutivos de tres números consecutivos 

es divisible por 162. 

42) (n 2 -l)n 2 (n 2 +l) = 60 

43) n 7 -n = 7 

44) n 7 - n = 42 

'y *• 

45) n -1 = 8 (si n > 3 es impar) 

46) n 4 -1 = 16 (si n > 3 es impar) 

47) n 3 -n = 24 (si n > 3 es impar) 

48) E1 producto de un cubo por el número que le precede y por el que le sigue 

es múltiplo de 504. 

49) ||n 3 + 2nj es un entero positivo. 

50) y(n 3 + 6n 2 + 2 nj es un entero positivo. 
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Eimebí IQ. 

Demostrar por Inducción Completa que 

”* COS ' " (X S6I) ~ 

cosa + cos 2 a + cos3a +.+cosna =---— 

senf 

El primcr térn\¡no dc la succ- 
sión se obtiene al sustiuiir 
por I ci valor dc n cn el 
término general. 


Comprobamos, por tanlo, 
que la proposición es válida 
para n = 1: 


cos a = 


cosaseny 

sen“ 


/ 


Suponemos para n = k: 


cosa + cos2a + cos3a +.+ cosü:a = 


k+\ 

cosy^asen 
sen ® 


ka 

2 


(a) 


Tenemos que probar que la . 
proposición cs, entonces. vá- 
lida también para n-k + 1: 

1 k +2 it+1 

cosa + cos2a + cos3a +.+cos/ca + cos(¿ + l)a =----—-— (b) 

'-*-' senf 


Sustituimos los prinieros k 
términos por su equivalente 
en ia igualdad (a) y tcnemos 
que probar entonces que: 




,kg_ 


sen^ 


+ cos(* + l)a = 


k+2 Jt + I 

cos-y-asen-f^a 

sen^ 


Más fácil se hace, dada la 
semejanza de los términos, 
probar quc 


cos(* + l)a = 


cos^y^asen—^a 

sen^r 


cosy^-asen 


ka 

2 


seny 


expresión que obtuvimos pa- 
sando el primer término de 
la izquierda al miembro de la 
derecha. 


Tomamos el segundo miem- 
bro de la igualdad anterior. 
Demostraremos que es igual 
al primero: 


cos -y^ a sen y 1 a cos y^ a sen y- 
seny . seny 


Utilizando las fórmulas de 
Wemer, descomponemos en 
sumandos los numeradores 
de ambas fracciones: 


y[sen^y^a-senyj y[seny^a-senfj 


seny 


senf 
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Sacando .comün denomina- 
dor, multiplicando numera- 
dor y denominador por 2 y 
eliminando los signos de a- 
grupación, tenemos: 


sen—^a-seny-sen^y^a + sen “ 
2seny 


Reduciendo términos: 


sen a - sen yy- a 

2sen~ 


Factorizando el numerador: 


* Simplificando: 


2cos(it-hl)a seny 
2seny 


cos(* + l)a 


Eiemplo 11 . 

Demostrar por Inducción Coiyipleta que 

sen 3 a +jsen 3 3a+.+ p r sen 3 3 n a = y|3sena-- r sen3 w+1 aj 

Et primer término de la su- 
cesión se obticne dando a n 
el valor cero en el término 
general. 

Comprobamos, por tanto, la 

validcz de fa igualdad para i i ,_ _ v 

n = 0 . sen a = y(3sena-sen3a) 


Aplicando la fórmula de án- =l(3sena-3sena + 4sen 3 a 

gulo tnple: 4 V 

= ~-4sen 3 a 

4 

= sen 3 a 


Suponemos para n = k: 

sen 3 a + | sen 3 3a+.+~-sen 3 3 k a = y |3sena - -~sen3* +1 aj (a) 

Tenemos que demostrar que, 
entonces, la igualdad es vá- 
lida para n - k + 1: 

sen J a + -jsen 3 3a+.+ -I"sen 3 3*a + -^rsen 3 3 i+l a = l|3sena--^rsen3* +2 aj (b) 


Sustituimos ios k primeros 
términos por su equivalente 
en la iguaidad (a): 
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j|3sena~“Sen3 Á:+1 aj+“7rsen 3 3 Á:+, a = “-|3sena--p7 r sen3 <:+2 aj 

Pasamos el primer término al 
miembro de la derecha: 


~^*sen 3 3* +1 a = -~|3sena-~ T sen3 /c+2 aj--^|3sena-^ r sen3 A:+, aj 

Tomamos el miembro de la 
derecha y demostramos que 
es igual al de la izquierda; 

^■|3sena-^ r sen3 /: ' K2 aj-^|3sena-~gen3 A+1 aj 
= --|3sena-j~sen3 ft+2 a-3sena + ~sen3 /:+, aj 

= i(-pr sen3 * +2 « + 7- sen3Í+l «) 

Teniendo en cuenta que 3^ +2 a = 3-3 * +, a 

y sacando factor común, te- 
nemos: 

= 4 •^(“3-sen3-3* +, a+sen3* +, aj 

Aplicando la fórmula de án- 
gulo triple al primer término 
del paréntcsis: 

= ”4 * y'[”T(3 scn 3** hl a-4 se n 3 3 Á:+, a)+ sen 3 /:+, a] 

= j 3*’[~ Sen ^^ + ,a + ^ Sen3 3* + , <* + sen3* + , a] 

=l^y3 w « 


-sen 3 3* +l a 


EimeteJLl 

Demostrar por Inducción Completa que 

(cosf-fsecf)-(cos j¡- f sec f ).(cos ^--f 


E1 primer término se obtiene 
dándole a n el valor 1 en el 
término general. 


cosjr 

2"cos£ 


Comprobamos, pues, para 
n * 1: 


COSy 


1 

2 


cosx 

2cos^ 
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Aplicando la fórmula de án- 
gulo doble: 


2cos 2 j-1 

2c° s y 

= cos-|-jsec-j 


Suponemos para n = k: 


(cosf-isecf)-(cos¿-isec¿).(cos^--lsec^-)= 


(a) 


Tenemos que demostrar que, 
entonces, la igualdad es tam- 
bién'válida para n = k + 1: 


(cos-|--jsec-jj 



1 

2 



2* +1 cos^ 


(b) 


Sustituimos los k primerps 
factores por su equivalente 
de la igualdad (a): 


COSJC 

2* cos-f- 

2 



-ysec 



cosx 


2 cos- 


Aislando el paréntesis: 


I V 


Tomamos el miembro de la 
derecha y demostramos que 
es igual ai de la izquierda: 


cos;t-2*cos-“ 

_ 2* 

2 k+] COS cos x 


Simpiificando: 


cos —■ 

2* 

^cos^- 


Transformamos así el ángulo 
del numerador: 


x _ 2x _ 2 _£_ 
2 * 2 - 2 * 2* +1 


Tenemos entonces: 


Aplicando la fórmula de án- 
gulo doble: 


Dividiendo ambos términos: 


cos2^r 

2cos^- 


2cos 


2cos^- 


1 
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( Ejercicio 40 


Demostrar por Inducción Completa: 

sen-^-asenfa 

1) sena + sen2a + sen3a-i-.+ sen/ia =----— 


sen' 


2) cosa + cos3a + cos5a +.+ cos(2n - l)a = 


3) sena + sen3a + sen5a +.+ sen(2«-l)a = 


scn 2na 
2sena 


sen na 


4) seny + sen-y- + sen-y- +.+ sen ^j^a = sen 2 ^acsc-y 

5) sen-y + sen-y- + sen;r +.+ sen~- = 2sen-^sen-^y^ 


6) cosa + 2cos2a + 3cos3a + + ncos«a = 


_ (n + l)cos«a-/icos(n + l)a 


4sen 2 y 


* (n + l)sen/ia-/ 2 sen(n + l)a 

7) sena + 2sen2a + 3sen3a +. + nstnna = - ---=---— 


4sen 2 y 


8) 1 + 2 cos 2a + 2 cos 4a +.+ 2 cos 2na = csc a sen(2« +1 )a -1 


(n+W 


senía + ~jsen 

9) sen a + sen(a + P) +sen(a + 2 fi) + .+ sen(a + nfi) = —--- 

sen-y 

10) sen a + sen(a + 2 p)+ sen(a + 4 p)+ .+ sen[a + (2 n - 2)/?] = 

= sen[a + (n - l)/l]sen nfi csc ¡3 


t1 v , 2 o n l-Jccosa-jc n+ cos(n + l)a + Jc' ,+¿ cosna 

11) 1 + jc cosa + jc* cos2a +. + x cosna = ---- 

l-2;ccosa + x ¿ 


12) sen a sen 2a + sen 2a sen 3a + + sen na sen(n +1 )a = y cos a - 


cos(n + 2)asen/ia 


2 2sena 

13) cosacosa+cos 2 acos2a +.+ cos n acos/ia = sen/iacos" actga 

14) cosasena + cos 2 asen2a +.+ cos" asenna = |l-cos" acoswajctga 

15) cosa cos2a cos4a cos2' I a = -^^—— 

2 sena 

16) cos® cos^- cos-f.cos-~ = — — na — 

2 4 * 2" 2 /l sen-^ 


cos2 n+l a 


2 n+1 cosa 


17) (cosa - ysec a j • (cos 2a - y sec 2aj (cos 2 n a - ysec 2" a j = 

18) (cos-y + COSy)-(cOS-y + COSyj (cOS—+ COS-^-j = y-- ** — 

' 1 2,1 * 4 ' 1 2 r ' 

19) seca seq2a + sec2a sec3a +.+ secna sec(n + l)a = —ílíí. 

sena 

2 2 /> 2o 2 « cos(/i + l)a sen/ia 

20) cos a + cos 2a + cos 3a + + cos“ na = -y + —---- 

L 2sena 
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21) 

sen 2 a + sen 2 2a + sen 2 3a + * 

• - + sen 2 na = ~~ 

22) 

sen 2 a +~sen 2 3a + sen 2 5a + • • 

••• + sen 2 (2n- l)a 

23) - 

sen 3 y + 3sen 3 y + 9sen 3 + 

•• + 3 n -'sen 3 ^ 

24) 

cos 3 a--jcos 3 3a +.+(-y 

cos 3 3" -1 a = - 

25) 

(3-4sen 2 yj(3-4sen 2 —)••• 

■■(3-4sen 2 •p‘| = 


2sena 
„ sen4na 
2 4sen2a 


sen- 


26) 

27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) 

33) 


2tg2x + 4tg4* + 8tg8.* +.+ 2 n tg2 n x = 2ctg2jc-2 n+l ctg2 n+l ;t 


ytgf+ i«8i + ftg| +.+ r'tg^ r = jrctg^--ctgx (x*mn) 

tgxtg 2 f+ 2tgftg 2 f +.+ 2 n_l tg^ T tg 2 ^ r = tg.c-2 n tg-£- 

(l + sec;c)-(l + sec2.r).(l + sec2” _, A:j = ctg'| tg2 n_l ;t 

(i-tg 2 ^-) (l-'g 2 i).(l-tg 2 -p-)= 2" ctgx tg-p- 


1 \ 

í * 1 

|.1 

í ' 1 

tg 2 aj 

V1 — tg 2 2a J 

1 1 

(1-tg 2 2 n_1 a J 


= -p-ctgatg2 n a 


cos a + cos 2a +.+ cos na 


3cos i + ! asen n f cos 3(^+3-^asen^y* 

4sen^ 


4sen^ 


sen 3 a + sen 3 2a +.+ sen 3 na 


, 3sen^asen^ senBÍ—^Jasen^ 

■ na - - ^—-—¿- +---- 

A “« a 4sen - 


4sen y 


( Ejerciclo 41 

Ejercicios de recapitulación 

Demostrar por Inducción Completa las siguientes proposiciones: 


1) 

* 

4/r +3n + 5 = 6 

(si n no es divisible por 2 ni por 3) 

2) 

7 2n +7 n +1 = 57 

(si n no es múltiplo de 3) 

3) 

(a 2 fc 3 -4 0 2 fr)( a 4 + a 2 

-2) = 7*2 

4) 

ab[a A -í> 4 ) = 240 

(si a y b son impares) 

5) 

a n [a 4 -l) = 60 

(si c¡> 1 y n > 1) 

6) 


es divisible por 2 12 si n es impar. 

7) 

(n 2 -l)(n 2 -4) = 3*6 

(si n no es múltiplo de 3) 


INDUCCION COMPLETA 181 





























8) 

9) 

10 ) 
11 ) 
12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20 ) 

21 ) 

22 ) 

23) 

24) 

25) 

26) 

27) 

28) 

29) 

30) 

31) 


n -1 = 24 (si n i 5 es primo) 

n A - 5n 2 + 4 = 360 (si nZ 5 es primo) 

n 2 +1 * 3 
n 2 +n-l* 3 

n 2 -n-l* 3 

8 n 2 - 3n + 6*5 
3* 2 +2n + l*5 
n 4 +1*5 
n A + 2*5 
n 4 + 3*5 • 
n +n ¿ +\*5 
n 4 + /i 3 — 15* 5 

E1 término rt-simo de una progresión aritmética se determina por la 
fórmula a n =a } +(n-l)r. 

E1 término n-simo de una progresión geométrica se determina por la 
fórmula a n = a x r n ~ l . 

La suma de los ángulos internos de un polfgono de n lados es 
(n - 2)-180°. 

E1 número de diagonales de un polígono de n lados es jn(n-3). 

arc ctg3 + arc ctg5 +.+ arc ctg(2«-l) = 

= arc tg2 + arc tg4 +.+ arc tg-^-n arc tgl 

(Cisct)" =Cisna 
10 6n -1 = 13 


n 9 +n 7 - 7 n 5 - n 3 + 6n = 6720 
(n 3 - nj(5 8 ” +4 + 3 4n+2 ) = 3804 

(n 5 -nj(n 4 +n 2 -ó) = 210 


Si n es entero, 
Si nes entero, 


(2n + l) 2 -1 

---- tambien es entero. 

8 


(2n + l) 3 -(2n + l) 
24 


también es entero. 
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TEORIA COMBINATORIA 


Factorial de un número 

Se denomina factorial de un número natural n al producto de una serie de 
factores decrecientes en una unidad cada vez, el primero de los cuales es n y el 
últirao 1. 

n!= n(n-l)(n-2) . 3-2-1 

De esta forma 

7!=7-6-5-4-3-2 1 = 5040 
(La expresión 7i se lee "7 factorial” o ”factorial de 7 H ). 

8!= 8-7-6-5-4-f 3-2-1 = 40320 

E1 símbolo ! que se usa para indicar el factorial de un número se debe al 


matemático Kramp. 



( Ejercicio 42 



Calcular: 



i) 

5! 

5) 

3! 

2) 

4! 

6) 

12! 

3) 

6! 

7) 

9! 

4) 

2! 

8) 

11! 


La descomposición en factores de una cantidad factorial se puede detener de 
acuerdo a la conveniencia de las circunstancias. 

Cualquiera de las expresiones siguientes es equivalente a 12!: 

12 11 10 9 8 7! 

12 11! 

12 11-10-9! 

12H-10-9-8-7 6-5! 


( Ejercicio 43 

Desarrollar las siguientes cantidades factoriales deteniendo el proceso 
después del tercer factor: 

1) 10! 3) 8! 5) (a-2)! 

2) 15! 4) (jc+ 9)! 6)(w+6)! 
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7> 

(a-l)\ 

12) 

(4m-l)! 

17) 

(7-jc)! 

8) 

(m+ 2)! 

13) 

a\ 

18) 

(2+*)! 

9) 

(v+3)! * 

14) 

(m+«+7)! 

19) 

(/n+n)! 

10) 

(a+4)! 

15) 

(m+n-5)\ 

20) 

(m-n+1) 

U) 

- (5v+3)! 

16) 

(m-n+ 3)! 




( Ejercicio 44 

Transformar los siguientes productos en factoriales: 

1) 765! 

; • 2) 98-7-6! 

3) (m - l)(m - 2)(m - 3)! 

4) 90-8! 

5) 56-6! 

6) 4-3-2 

7) 132 10! 

8) (m + n + l)(m + n)! 

9) (/n + n)(m + n + l)(/n + « —1)! 

10) (m - rí)(m — n + l)(m — n + 2)(m — n — 1)! 

11) 840-3! 

12) 3024-5! 

13) n/!(n/ + l)(/n + 2) 

14) (x* — jc) (jc — 2)! 

15) (n + l)!(a 2 +5a + 6) 

16) 4536 80 

17) 72-70 

18) 720 

19) 2520 15840 

20) 73920-6480 

21) (^: 3 + 6jc 2 +11 jc + 6) jc! 

22) (íí-l)!(« 3 +3a 2 +2a) 

23) (.t 5 - 5.r 4 + 5x 3 + 5x 2 — 6a:)(jc - 4)! 

24) (8jc 3 + 24jc 2 + 22^: + 6)(2jc)! 

25) m (m - l)(m - 2) • • • (m -« + 2)(m-n + l)(m - n)\ 

26) Expresar el siguiente producto como producto de dos factoriales: 
10-9-8-7-6 

27) Expresar el siguiente producto como producto de 
dos 45 24 22 - 20 1 8 16 * 1 5 * 14 
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28) Expresar el siguiente producto como producto de dos factoriales: 
32 • 33 • 35 • 36 - 39 • 40 • 42 • 48 60 

29) Expresar el siguiente producto como producto de tres factoriales: 
35 • 36 - 40 • 48 • 54 • 60 • 63 • 64 

30) Expresar el siguiente producto como producto de tres factoriales: 
- 44 •45•48 - 50•54•56•84 

31) Expresar el siguiente producto como producto de cuatro factoriales: 
50-52-54-55-56-60-63 64-72-96 

32) Expresar el número 522.547.200 como el producto de cuatro factoriales. 

33) Verificar la siguiente igualdad: 3! 5! 7! = 10! 

34) Verificar la siguiente igualdad: 2! 8! 13! = 4! 16! 


Simplificación de fracciones 
que contienen factoriales 

Los siguientes son ejemplos -de fracciones que contienen factoriales y que 
pueden ser simplificadas sin necesidad de desarrollar por completo los factoriales. 

Eiemplo 1 

7! 15! 

Simplificar - 

12! 9! 

Descomponemos en factores 
el 15! hasta llegar a 12!. De 
la misma forma el 9! hasta 
llcgara 7!: 


7! 15-14 13-12! 
12! 9 8 7! 


Simplificando las cantidades 15-14 13 
factoriales: = _ _ 


Simplificando todavía: 


5-7-13 455 

3-4 ~ 12 


EÍ£MB¡o 1 

Simplificar 


221 + 21 ! 
201+19! 


Descomponemos en factores 
los factoriales del numerador 
y e! primero del denomi- 
nador hasta llegar en todos 
ellos hasta 19!: 


22 21 20 191+21 -20 19? 
20 191+19! 
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Dividiendo cada término por 
19!: 


Dividiendo todos ios térmi- 
nos por 21: 


22 21 20 + 21 20 
20 + 1 

22 - 21 - 20 + 21 20 
21 

= 22-20 + 20 = 440 + 20 = 


460 


( Ejerclcio 45 


Simplificar las siguientes fracciones desarrollando sólo lo indispensable: 


1 ) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 

Eiemplo 3 


7! 

5! 


7) 

15!+14! 

13! 

8! 


8) 

17 2 15! 

4! 


17!+16!+15! 

6! 

8! 


9) 

•> 

22!+23!+ 24!+25! 

24-22! 

11! 


10) 

31!+32!+33!+34! 

13! 


31!+32! 

5! 13! 


11) 

10!+11!+12! 

12! 7! 


12!+13!+14! 

6! 15! 

10! 

12) 

13(14!+13!) 

9! 8! 

14! 

15(11!+12!+13!) 


Simplificar 




jc (jc - 2)! 


Descomponemos en factores 
el factorial del numerador 
hasta alcanzar el del deno- 
minador: 


Simplificando: 


(x + l)x(x-l)(.c-2)! 
JC (jc - 2)! 


(* + l)(x-l) 


EisnabLá. 


Simplificar 


(.c+ 7)!—12(.c + 5)! 

( jc + 7)! -(jc + 6)! -9(jc + 5)! 


Descomponemos en factores 
el primer factorial del nume- 
rador y los dos primeros del 
denominador hasta ^lcanzar 
(jc + 5)! en cada uno de ellos: 


(jc + 7)(jc + 6)(jc + 5)!- 12(jc + 5)! 

(x + l)(x + 6)(je + 5)!-(jc + 6)(x + 5)! — 9(jc + 5)! 
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Dividiendp todos los térmi- 

nospor (x + 5)!: (x + 7)(;r + 6)-12 

{x + l){x + 6)-(x + 6)-9 


Desarrollando: 


Factorizando: 


, Simplificando: 


jc 2 + 13x + 42-12 
x 2 +\3x + 42-x-6-9 
x 2 + 13jc + 30 
jc 2 + 12jc + 27 

(x + 10)(jc + 3) 

(jc + 9)(jc + 3) 

jc +10 
jc + 9 


( Ejercicio 46 

* 

Simplificar las siguientes fracciones: 


1 ) 


2 ) 


3) 


4) 


5) 


6 ) 


7) 


8 ) 


C* + 2)! 
jc! 

(*-5)! 

U-4)! 

U-3)! 

(*-5)! 

jc! 

jc(jc-2)! 

(a: + 5)! 

(jc + 4)(jc + 3)! 

ix + 1)] 

(jc + 6)(x + 7) 

(jc-2)(jc-3) 
(Jc - 2)! 

(7-jc)! 

(5-jc)! 


9) 


10 ) 


11 ) 


12 ) 


13) 


14) 


15) 


16) 


(jc + 7)!(jc-4)! 

(jc-3)!(6 + jc)! 

(jc + 5)!(jc-6)!jc! 

(jc-1)!(jc + 6)!(jc-5)! 

(.c + 5)!+(jc + 4)! 

(jc + 4)!+2 (jc + 3)! 

(jc — 2)!+(jc — 3)!+(jc — 4)! 
(jc-4)!+(jc-3)! 

(jc — 3)!—2(jc — 5)! 

(jc - 3)!+(jc - 4)!—3 (jc - 5)! 

(jc-2)!+(jc-3)!-8U-5)í 
(jc — 3)!-+4(jc — 4)!+8(jc — 5)! 

(jc + 4)!-2(jc + 2)!+12(jc + 1)!-20jc! 
(jc + 3)! —2 (jc + 2)!+4(jc + 1)!^1jc! 

(jc 2 -16)! (jc + 3)! 

(jc + 4)! (jc 2 -17)! 
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Teoría Combinatoría 

La Teoría Combinatoria es la rama de la Matemática que estudia la cantidad 
de grupos distintos que se pueden formar con un número dado de elementos, distin- 
guiéndose cada grupo de los restantes por algunas condiciones que se dan en cada 
caso para laformación de los mismos. 

Dependiendo de estas condiciones, estudiaremos tres tipos de agrupaciones 
que reciben los nombres de Permutaciones, Variaciones y Combinaciones. 

Teorema Fundamental 

j - 

Si un primer evento puede ocurrir de m formas diferentes y, después 
de que éste ocurra, un segundo evento puede ocurrir de n formas diferentes, 

' entonces el número de formas diferentes en que puede ocurrir la secuencia 
de los dos eventos es igual a m-n. 


Eiemplo 5 

Si para el cargo de Presidente de una organización cualquiera se presentan 
tres candidatos 04, B y C) y para el de Vicepresidente se presentan otros cuatro ( M, 
N, P y Q), existen 3 • 4 = 12 posibles parejas de Presidente y Vicepresidente. 

Las parejas que podrían formarse son las siguientes: 


AM 

BM 

CM 

AN 

BN 

CN 

AP 

BP 

CP 

AQ 

BQ 

CQ 


Eiemplo 6 _ 

Si en una librería disponen de tres libros distintos de Algebra (A,, A 2 , A 3 ), 
dos de Biología (5,, B 2 ) y cuatro de Contabilidad (C,, C 2 , C 3 , C 4 ), existen 
3 • 2 • 4 = 24 formas distintas de comprar tres libros, uno de cada materia. Esas 
formas son las siguientes: 


A\ B } C, 

A 2 B\ C\ 

a í fi| C, 

A, C 2 

A 2 B\ c 2 

A 3 B\ c 2 

A, B x C 3 

a 2 B\ c 3 

a 3 B\ c 3 

A\ B\ C 4 

A 2 B\ c 4 

A 3 B\ c 4 

A, B 2 C, 

A 2 B 2 Cj 

A 3 ^2 C, 

A\ B 2 C 2 

A 2 B 2 c 2 

^3 ^2 Q 

A\ B 2 C 3 

a 2 b 2 c 3 

a 3 $ 2 Q 

A\ B 2 C 4 

a 2 b 2 c 4 

A 3 B 2 C 4 
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Permutaciones 

Estudiaremos *el primer tipo de agrupaciones distintas que se pueden formar 
con n elementos a través de un problema práctico: ¿de cuántas formas distintas 
pueden ocupar sitio cinco personas en un banco de un parque en el que pueden 
sentarse, precisamente, cinco personas? 

Si numeramos del 1 al 5 los puestos del banco, es evidente que para ocupar el 
primer sitio podemos elegir a cualquiera de las cinco personas, por lo que tenemos 5 
opciones. 

Una vez ocupado el primer puesto, para ocupar el segundo, tenemos 4 
opciones, pues son cuatro las personas que quedan de pie. 

Ocupados los dos primeros puestos, quedan tres personas para elegir a la que 
bcupará el tercer puesto. 

Para ocupar el cuarto puesto tendremos que elegir entre las dos personas 
restantes. . 

Y el quinto puesto será para la última persona que quede. 

Resumiendo: para elegir la forfna en que las cinco personas ocuparán su sitio 
en el banco tenemos: 

5 opciones para asignar el primer puesto 
4 opciones para asignar el segundo puesto 
3 opciones para asignar el tercer puesto 
2 opciones para asignar el cuarto puesto 
1 opción para asignar el quinto puesto 

De acuerdo con el Teorema Fundamental antes enunciado, el número total de 
formas en que pueden colocarse las cinco personas en el banco será 

5-4-3-21 = 120 formas distintas. 

Obsérvese que el primer miembro de la igualdad anterior es el desarrollo de 
5! 

Es fácil deducir por el ejemplo estudiado que, para colocar n personas en un 
banco de n puestos, las opciones que tenemos son las siguientes: 

n opciones para asignar el primer puesto 
n - 1 opciones para asignar el segundo puesto 
n -2 opciones para asignar el tercer puesto 

i 

j 

• 

i 

1 
» 

2 opciones para asignar el penúltimo puesto 
1 opción para asignar el último puesto 

y que el número total de formas en que podrán colocarse las n personas en el banco 
será igual a 


COMBINATORIA 189 




n(n-\){n-2) .3-2-1 

es decir, a nl 


Las distintasx>rdenaciones que podemos formar con n objetos de tal forma 
que en cada ordenación intervengan todos ellos recibe el nombre de Permutación 
de n objetos y ésta se simboliza así: P„. 


En una permutación de n objetos, una ordenación difiere de otra 
exclusivamente por el orden de colocación de los objetos. E1 numero total de 
ordenaciones se calcula por la siguiente fórmula: 


P n =n\ 


d c ) 


/ 


* ( Ejercicio 47 


Determinar el valor de las siguientes expresiones: 


1) 

Pn 

5) 

Pn 

8) 

Px +1 

2) 

Pm 

6) 

P(, 

9) 

p2n-\ 

3) 

Pi 

7) 

Pn 

10) 

P3-x 

4) 

P% 







Varíaciones 




Procederemos, para el estudio de este otro tipo de agrupaciones, con otro 
problema ilustrativo. 

De un grupo de 7 personas debemos elegir un Presidente, un Vicepresidente 
y un Secretario. ¿De cuántas formas distintas se puede conformar esta junta? 

Para ocupar el cargo de Presidente podemos elegir una cualquiera de las 7 
personas, por lo que tenemos 7 opciones distintas. 

Una vez nombrado el Presidente, el Vicepresidente puede ser elegido entre 
las 6 personas restantes. 

Ocupados los dos primeros cargos, el Secretario puede ser elegido entre las 5 
personas que quedan. 

Tenemos, pues, 

7 opciones para el cargo de Presidente 
6 opciones para el cargo de Vicepresidente 
5 opciones para el cargo de Secretario 

Por el Teorema Fundamental, el número de posibles juntas es 
7-6-5 = 210 

* 

Para un número m de candidatos y para un número n de cargos se nos 
presentan las siguientes opciones: 
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m opciones para el primer cargo 
m - 1 opciones para el segundo cargo 
m-=-2 opciones parael tercer cargo 


m-n+ 2 opciones parael penúltimo cargo 
m - n + 1 opciones para el último cargo 

y el total de posibles juntas de n cargos que se pueden formar con las m personas 
disponibles es 

. m(m - l)(m - 2)—(m - n + 2)(m- n + 1) 


Las distintas ordenaciones que podemos formar en estas condiciones con m 
pjersonas tomando n de ellas, recibe el nombre de Variación de m elementos 
tomados de n en n, y se simboliza así: V mn . E1 número total de estas ordenaciones es 


V mn - m(m-l)(m-2)••••(m-rt + 2)(m-/i + l) 

_._ n factores _ 


( 2 C ) 


En una variación, una ordenación difiere de otra por el orden en que se 
toman los elementos o por tener algún elemento distinto. 

En efecto, en el ejemplo anterior, la junta en la que A es Presidente, B es 
Vicepresidente y C es Secretario es distinta a la junta en la que B es Presidente, C es 
Vicepresidente y A es Secretario y es distinta también a la junta en la que esos 
cargos son ocupados por A, B y D. 

E1 cálculo de una variación se facilita teniendo en cuenta que el desarrollo de 
V m n es igual al producto de n factores decrecientes en una unidad por vez, siendo m 

el primero de ellos, como se muestra en los siguientes ejemplos: 


Eiemplo 7 

Calcular V 1A 


La variación pedida es equi- 
valente al producto de 4 
factores decrecientes en una 
unidad por vez siendo 7 el 
primer factor: 


7-6-5-4= 


840 


EimnloA 

Calcular w 


La variación pedida es equi- 
valente al producto dc 6 
factores decrecientes en una 
unidad por vez siendo (jr + 2) 
el primer factor: 


Vx+2,6 ~ 


(a: -I- 2)(x + l)x (* -1)(* - 2)(x - 3) 
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( Ejercicio 48 

Calcular las siguientes variaciones: 


1) 

V 6 .2 

5) 

V g, 3 

9) 

V jr + |,4 

2) 

'V* 

6) 

V 9 , 2 

10) 

V,u 

3) 

V 7 ., 

7) 

V ,0,4 

11) 

V m+n- 1,2 

4) 

V x+3,3 

8) 

V T-X.2 

12) 



Fórmula factorial de las variaciones 

Tomemos la fónnula (2 C ): 

V mn = —(m - n + 2)(m - n + \) 

Si multiplicamos y dividi^ 

mos por (m - n)\ lencmos: w ( w - l)(m - 2)--• (m - n + 2)(m - n + l)(ffl - n)! 

Vmn ~ ' (m-n )! 


En esta expresión el numera- 
dor es igual a m!, por lo cual: 


La fórmula (3 C ) nos permitirá desarrollar una variación en los casos en los 
que el valor de n sea desconocido. 


v m .„= 


m! 


(m — ri)\ 


(3 C ) 


Eiemplo 9 

Desarrollar V J+5jt+3 

Utilizando (3 C ): ^ (jt + 5)! 

^ +5 jt+3 " (x + 5 - x - 3)! 

_ (jc + 5)! _ (x + 5)! 
2! 2 


( Ejerciclo 49 



Desarrollar las siguientes variaciones: 



i) 

v 7 ,„ 

5) 

2x-3,jc-1 

8) 

V m—n,4~~n 

2) 

V X+4.X+I 

6) 

V m+n,m-n 

9) 

m+n+p,n+p 

3) 

V^-3,^-5 

7) 

m+«,n-3 

10) 

V m-n+p,p+n 

4) 
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Combinaciones 


Estudiaremos también este último tipo de ordenaciones a través de un ejem- 
plo ilustrativó. 

Dejjn grupo de 7 personas se necesita elegir 3 para trasladar unos bultos. ¿De 
cuántas formas distintas puede estar compuesto este equipo de tres personas? 

Este problema se diferencia del problema que estudiamos en la pág. 190 en 
que, en el ejemplo de la variación, la junta formada por A Presidente, B 
Vicepresidente y C Secretario era distinta de la formada por B Presidente, C 
Vicepresidente y A Secretario o de cualquier junta formada por cualquier ordenación 
distinta de los mismos elementos; en nuestro ejemplo, en cámbio, el equipo 
qonipuesto por las personas A, B y C no difiere del equipo formado por B, C y A. 

En aquel ejemplo, el orden en que se tomaban los elementos determinaba la 
•formación de juntas distintas; en éste, no: sólo tendremos un equipo distinto si se 
cambia alguna de las personas que lo conforman. 

Una variación és, pues, el producto de todas las ordenaciones distintas que se 
pueden obtener cambiando algun elemento por la permutación de esos elementos. 

Una Combinación (así se denomina el caso de nuestro problema) es el 
conjunto de ordenaciones que se pueden obtener de tal forma que una ordenación 
sea distinta de otra sólo si tiene algún elemento diferente. 


Para calcular una combinación basta, entonces, tomar la variación de esos 
elementos y dividirla por la permutación de los mismos: 



(4 C ) 


Si sustituimos en el numerador y en el denominador del miembro de la 
derecha por sus equivalentes de las fórmulas (2 c )y (l c ), respectivamente, 
tendremos: 


(5 C ) 


E1 resultado de una combinación de m elementos tomados de n en n será, 
pues, el producto de n factores decrecientes en una unidad por vez, siendo m el 
primero de ellos, dividido por n\ 

En nuestro ejemplo, el total de equipos distintos de tres personas que se 
pueden formar con las siete personas disponibles será Ci .. 


r = 

V-* m.n 


m (m - l)(m - 2) • {m - n + 2)(m - n +1) 


n\ 


La combinación que dcbe- 
mos calcular es equivalente 
al producto de 3 factores de- 
crecientes en una unidad por 
vez siendo 7 el primer factor 
y dividido por 3!: 


Cl,3 ~ 


7-6-5 

3! 

7-6-5 


3-2 


35 
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Eiemplo 10 _ 

Calcular C x+ \a 

La combinación que debe- 
mos calcular es equivalente 
al producto de 4 factores de- 
crecientes siendo x + 3 el 
primer factor y dividido por 

4? ' r = (.t + 3)(jc + 2)(jr + l)jc 


(jc + 3)(x4-2)(jc + 1)jc 
24 


( Ejercicio 50 

Desarrollar las siguientes combinaciones: 


1) 

C*5,2 

5) 

C]2,2 

9) 

Cjt,5 

2) 

C 6 .3 

6)’ 

C m ,3 

10) 

C]1,4 

3) 

Cu,3 

7) 

C.t+7,l 

11) 

C m + n +],3 

4) 

Cq,4 

8) 

C 2x+1,3 

12) 

C m +,,2 


Fórmula factorial de las combinaciones 

Si en la fórmula (4 C ) sustituimos el numerador y el denominador de la 
derecha por sus equivalentes de las fórmulas (3 C ) y (l c ), respectivamente, tenemos 
que 


m\ 


r = 

v-' m.n 


(m ~n)\ 


n\ 


c = 

V-' m,n 


m\ 


(m - /i)! n\ 


( 6 C ) 


Esta fórmula nos. permitirá, como en el caso de la fórmula (3 C ), desarrollar 
una combinación cuandó el valor de n sea desconocido. 


Eiemplo 11 


Desarrollar C.^ 6 ,.v +4 
Utilizando ( 6 C >: 


C 


(x + 6)! 


Desarrollando el faotorial del í x _j_ q- 5 )^ -f 4)1 
numerador: = --—-^-- - 


v+6 ’ ( * 4 (jc + 6 — jc — 4)!(a: + 4)! 

')(* +•*>)(* 

2! (x + 4)! 


(j:+ 6)(j: + 5) 
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( Ejercicio 51 

Desarrollar y simplificar las siguientes combinaciones: 


1 ) 

Cxn 

5) 

C2*+3,jt-1 

9) 

Cm+n.n-l 

2 ) 

- C x ,x-i 

6 ) 

C*7,n-1 

10 ) 

Cm-9,m-10 

3) 

C x+4.x 

7) 

C$xX-2 

11 ) 

Cfti+n-p.fl-/) 

4) 

C x-5.x-(y 

8 ) 

C x+l,x+6 

12 ) 

C m-n+p,n+p 


Combinaciones equivalentes' 

Dos combinaciones, C m n V C m , n , * son equivalentes si n, + n 2 = m. 


En efecto: 

r = m ' 

(m-n,)! n,! 

Pero 

n { -m- n 2 

Sustituyendo: 

m! 


(m - m + n 2 )! (m - n 2 )! 


m\ 


Y la expresión anterior es el 
desarrollo de 


n 2 ! (m - n 2 )! 

=c 


Se suele resumir esta propiedad mediante la siguiente igualdad: 


c 

V' m,« 


Cm,m-n 


(7 C ) 


Son ciertas, por la propiedad anterior, las siguientes igualdades: 

C|5,7 “ Cl5,8 
C 2 OJ 5 = C20,5 
C 7 J 7 Cl % 6 

etc. Y podemos aprovechar esta propiedad para facilitar en algunas ocasiones 
el cálculo de combinaciones. 


Eiemplo 12 

Calcular: C 5 o ,48 


La combinación a calcular es 
equivalente a esta otra: 


= C 


50,2 


Desarrollando éstai* 


50 49 

2 


1225 
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( Ejercicio 52 


Calcular las siguientes combinaciones: 


1) 

^20,18 

5) 

Cl0,8 

9) 

C200J98 

2) 

'•Cl7.14 

6) 

C|00,98 

10) 

C62.6I 

3) 

C 5 5,53 

7) 

C 7 0,66 

11) 

C 2 OJ 4 

4) 

^26,25 

8) 

C*33,30 

12) 

C 18,12 


Factorial de cero: 0! 

• E1 valor de toda combinación en la que m y n son cantidades iguaies es la 
unidad. En efecto: 


C5.5 - 


5-43-21 

5! 


= 1 


_ 7-6 5 4-3 ?l 

C 7 ,7- 7 , 


En general: 


r = 

^ mjn 


m(m-l)(m-2) * -3-21 


= 1 


m! 


Pero si calculamos cualquiera de esas expresiones por la fórmula (6 C ), nos 
encontramos con lo siguiente: 

~ m! m! 1 


(m-m)!m! 0! m! 0! 


Sabemos que Q m m = 1; por lo tanto la expresión ~ es igual a la unidad y 

esto sólo puede ser cierto si 0! es igual a 1. 

En consecuencia 


0 != 1 


Podemos, entonces, calcular también expresiones como C$ o» Cioo’ etc -’ 
que no podrían ser calculadas con la fórmula (5 C ): 

m! 


C m , 0 


m! 


(m - 0)! 0! m! 0! 
Toda combinación en la que 
n = 0 

ó n = m 

es igilal a la unidad. 


= 1 


- n = 1 


( 8 C ) 
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C Ejercicio 53 


7 > Zc„ 

k-2 

8 > ¿<-i)‘c 0 

k =3 
5 

^Cjt+5,5-¿ 

Jt=0 y 

10) ¿(-1)*C 1M _, 

k=0 

5 


Relación entre mynen /as fórmulas combinatorías 

Siendo m y n, respectivamente, el número total de elementos de los que se 
dispone y el número de elementos que entran en cada ordenación, es obvio que m y 
n deben ser cantidades enteras y positivas ( n puede ser también igual a cero 
tratándose de combinaciones, como ya hemos visto). 

Por otra parte, el número total de elementos debe ser mayor o, por lo menos, 
igual al de los que entran en cada ordenación. Tratándose de variaciones, m debe ser 
mayor que n, pues, de ser iguales, la expresión se transforma en una permutación: 

V = P 

y m,m * m 

Resumiendo: 

para las variaciones ( V m para las combinaciones [C m „) 


(9 C ) 


Ecuaciones que contienen expresiones 
combinatorias 

Para resolver ecuaciones que contienen expresiones combinatorias es 
necesario, en lá mayoría de los casos, desarrollar éstas. A1 terminar de resolver las 
ecuaciones es necesario verifícar si las soluciones obtenidas satisfacen las 
condiciones resumidas en (9 C ). 


m > 1 

(m € N) 

n >0 

(neN) 

m > n 



m> 1 

(meN) 

n > 0 

(n g N) 

m> n 



ii) X^cv. 

k=\ 


Calcular las siguientes expresiones: 

C &,4 V 7,3 


1 ) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 


, Cl,4 ' C|0,6 
Cl,l2 ' ClS.15' Pi 

V,3.2-C,5 

C|0.3(C|l.4~C|Q,5) 

C|3,l 1 * V 5,4 * Cl2,0 
C|Q ,4 C&fi Cé ,4 

V4,2+V 5 ,2 + V6.2+V,2 

Vm+2,3 

Cm+2,3 P 3 

C 3 yP x P 2 -x , 
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EimekJl 

Resolver: V^- 5,2 = 72 

Dcsairollando la variacióñ: ( x — 5)(jV — 6) = 72 

Multiplicando y rcduciendo 2 

términos semejantes: * —11 X + dvj — I ¿ 

jc 2 — 1 Ijc — 42 = 0 
• Factorizando: (* - 14)(jC + 3) = 0 

jc 2 = -3 (Inadmisible) 


Se puede resolver también esta ecuación aprovechando la circunstancia de 
qúe, una vez desarrollada la variación, tenemos en el miembro de la izquierda dos 
♦factores consecutivos decrecientes, cosa que podemos obtener también en el 
miembro de la derecha. E1 valor de la incógnita se halla igualando cualquiera de los 
factores del miembro de la izquierda con su correspondiente del miembro derecho. 

La resolución del ejemplo anterior por este método sería como se muestra a 
continuación: 

Desarrollando la variación: (* — 5)(jC — 6) = 72 

Transformando el miembro 
de )a derecha en un producto 
de dos factores consecutivos 
decrecientes: 

Igualando el primer factor 
de) miembro de )a izquierda 
con el primero del de la 
derecha: JC — 5 = 9 


(jc-5)(jc-6) = 9-8 


jc, = 14 


jc = 14 


.............—_.——.............—.............—..............—.......—.....—............-......—¡ 

Nota: este método no es válido para resolver una ecuación de segundo grado, pues j 
una ecuación de segundo grado tiene dos raíces, ambas de igual importancia, j 
y este método simplificado ignora una de ellas. Sin embargo lo seguiremos j 
utilizando en las ecuaciones que contiencn expresiones combinatorias porque j 
el valor o los valores (en el caso de ecuaciones de grado mayor que dos) j 
ignorados, al ser sustituidos en las expresiones combinatorias, dan origen a j 
valores negativos para m o valores que hacen que m sea menor que n. 


Emuús. lá 


Resolver: C x + 9 2 = 6 


Dcsarrollando la combina- 
ción: 


(x + 9)(j + 8) 


= 6 


Multiplicando por 2: 


(jc + 9)(j + 8) = 12 
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Transformando cl miembro 
de la derecha en un producto 
de dos factores consecutivos 
decrecientes: 

Igualando uno de los facto- 
res de la izquierda (tomamos 
esta vez el segundo) con el 
correspondiente de la dere- 
cha: 


(jt + 9)(jt + 8) = 4-3 


jt + 8 = 3 



Eiemplo 15 _ 

Resolver: V x -\¿ ~ 11 (^ — 2 ) 

’Desarrollando la variación: (jt — l)(jt — 2) = 11 (jt — 2) 

Dividicndo por x - 2: (jt —1) = 11 


Jt = 12 


Nota: Nuevamente hemos hecho una simplificación que no estamos autorizados a 
hacer al resolver una ecuación de segundo grado. Dividir los términos de una 
ecuación por expresiones que contengan la variable causa de inmediato que 
se ignoren raíces de la ecuación. En la ecuación anterior, simplificando por 
jt - 2, hemos descuidado la raíz x = 2. 

Pero tampoco en esta oportunidad la rafz ignorada satisface la ecuación 
original, pues, si Jt tomara el valor 2, tendríamos que en la variación m sería 
menor que n. 


Ejemplo 16 

Resolver: C , +6 ,12 = C , +6 .4 


Obsérvese que en este 
ejemplo tenemos dos combi- 
naciones equivalentes siendo 
m igual en ambas. Por \ü 
propiedad (7 C ) sabemos que, 
en ese caso, + n 2 = m. En 
consecuencia: 

de donde 


12 + 4 = Jt + 6 


Jt = 10 


Eiemplo 17 ‘ 

Resolver: V r+7 , 4 = 360 

Desarrollando la variación: (jc + 7)(jc + 6)(jc + 5)(jt + 4) = 360 
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Transform'ando el miembro 


de la derecha en un producto 
de cuatro factores consecuti- 
vos decrecientes: 

(jc + 7)(jc + 6)(jt + 5)(x + 4) = 6 • 5 • 4 • 3 

Igualando uno de los facto- 
res de la izquierda con su 
correspondiente de la dere- 
cha: 

jt + 7 = 6 

Jt = -1 

/ 


Eiemolo 18 

Resolver: V mA + C mA = 875 


Antes de desarroltar las ex- 
presiones combinatorias, va- 
mos a utilizar la fórmula (4 C ) 
para simplificar el cálcuio: 

^M +V p 4=875 

V m .4 + ^¡’ 4 = 875 

Multiplicando por 24: 

24V m . 4 + V m .4 = 21000 

25V m . 4 = 21000 

Símplificando: 

V mA = 840 

Desarrollando la variación y 
transformando el miembro 
de la derecha en cuatro 
factores consecutivos decre- 
cientes: 

m(m- 1 )(m - 2)(m - 3) = 7 • 6 • 5 • 4 

Igualando el primer factor de 
cada miembro: 

m = 7 


EimakJl : 

Resolver: V mA - 8 C m , 3 = 40 


Desarrollando las exprcsio- 
nes combinatorias: 

»(m-l)(m-2)(m 3)- ta (».-l)(m-2) 

6 

Multiplicando por 3: 

3 m (m - l)(m - 2 )(m - 3)-4m(m - l)(m - 2) = 120 

Multiplicando y reduciendo 
términos semejantes: 

3m 4 -18m 3 + 33m 2 -18m - (4m 3 - 12m 2 + 8m) = 120 
3m 4 - 22m 3 + 45m 2 - 26m -120 = 0 
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Resolveremos esta ecuación 
utilizando Ruffini. No 
probaremos con valores ne- 
gativos (m no puede ser ne- 
gativa) ni con valores m€no- 
res de 4 (la variación no 
tendría scntido). Tampoco lo 
haremos con^alores fraccio- 
narios. 

Obtenemos el primer cero 
dividiendo por x - 5: 



3 -22 

45 

-26 

-120 

5 

15 

-35 

50 

120 


3 -1 

10 

24 

u 


Los restantes divisores del 
último término del cociente 
, no son raíces de la ecuación, 
por tanto: 


m = 5 


Eiemplo 20 


Resolver: V m , 4 + V„, 3 = 480 


Desarrollando las variacio- 
nes: 


m (m — l)(m - 2 )(m - 3) + m (m - l)(m 


2) =480 


Sacando factor común: 


m(m- l)(m - 2)[(m - 3) +1] = 480 
m(m- l)(m- 2) 2 = 480 


A diferencia del ejercicio an- 
terior, en esta oportunidad se 
hace más fáci! descomponer 
el miembro de la derecha en 
factores que guarden entre sí 
!a misma relación que los 
factores del miembro de la 
izquierda, lo que nos evita 
tener que resolver una ecua- 
ción de cuarto grado: 


m(m-\)(m-2) 2 =6-5-4 


Igualando el primer factor de 
cada miembro: 


m = 6 


Eiemplo 21 

Resolver: P x _ 4 = 24 

Desarrollando la permuta- > 

ción: (x —4)!= 24 

La ecuación se resuelve 
fácilmente si logramos trans- 
formar el miembro de la de- 
recha en un factonal: 

' , (jc - 4)!= 1 • 2-3-4 

(jc — 4)!= 4! 
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Es obvio que, para que esta 
igualdad sea válida, tiene 
que cumplirse que 


JC^4 = 4 


de donde 


jc = 8 


Ejmplo 22. 

Resolver: P A+6 = 30P í+4 


Desarrollando: 

Descomponemos (x + 6)! pa- 
ra simplificarlo con (.t + 4)!: 


(jc + 6)!= 30(jc + 4)! 

(jc + 6)(x + 5)(jc + 4)!= 30 (x + 4)! 
(x + 6)(x + 5) = 30 
(x + 6)(x + 5) = 6-5 


Igualando el primer factor de » 

cada miembro: X -b 6 = 6 


JC = 0 


Eim da 2 1 _ 

Resolver: V l0 , n = fV 9 . n 

Utiüzando (3°): 10! 10 • 9! 

(10 — n)! " 7(9-«)! 


Descomponemos el denomi- 
nador de la fracción de ia 
izquierda y transformamos 
en un factoriai cl numerador 
de la derecha: 


10 ! _ 10 ! 
(10-n)(9-n)! " 7(9-n)! 


Simplificando: 


1 _ 1 
10 -n " 7 


Invirtiendo las fracciones: 10 — n = 7 


de donde 


n = 3 


Ejmpk 24 

Resolver: 3C 7 . 4 = 5C 7 .* + 2 

Utilizando (6 C ): ' 3 7! 5 - 7¡ 

(7-jc)! jc!~(5-jc)!(jc + 2)! 
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Simplificamos los numcra- 
dores y descomponemos las 
expresiones (7 - *)! en la 
izquierda y (jr + 2)! en la 
derecha: 


Simplificando: 


Trasponiendo denominado- 
res: 

Multiplicando y reduciendo 
„ términos: 


Dividiendo por 2: 
Factorizando: 

de donde 


EjempU? 21 

Resolver: t = 

Utilizando (6 C ): 


Simplificando y descom- 
poniendo las expresiones 
(8-jr)!y(x + 3)! 


(8 

SimpliFicando y trasponien- 
do denominadores: 

Multiplicando y reduciendo 
términos: 


Dividiendo por 3: 


_3___5_ 

(7 - x)(6 - x)(5 - x)! x! (5 - x)! (jc + 2)(x +1) jc! 

3 5 

(7-j:)(6-jc) (j: + 2)(jt + 1) 

3(jc + 2)(x + 1) = 5(7-x)(6-jc) 

/ 

3jc 2 +9jc+6 = 210-65jc + 5jc 2 
2jc 2 -74jc + 204 = 0 

jc 2 -37jc +102 = 0 
(jc-34)(x-3) = 0 
x¡ = 34 (Inadmisible) 

x 2 =3 


2Cs,x*3 

8 ! 2-8! 

(8 - jc)! jc! (5 - jc)! (jc + 3)! 

_1_ = _2_ 

■ x)(7 - jc)(6 - x)(5 - jc)! x! (5 - x)!(x + 3)(x + 2)(x + l)x! 

(x + 3)(jc + 2)(x +1) = 2(8 - jc)(7 - x)(6 - x) 

x 3 + 6x 2 +1 lx + 6 = 672 - 292jc + 42x 2 - 2jc 3 
3x 3 -36x 2 + 303x- 666 = 0 

x 3 -12x 2 + 101x-222 = 0 


A1 resolver la ecuación por 
Ruffini, sólo tendremos en 
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cuenta, de los divisores de 
222, los positivos y los que 
no sean mayores de 5, para 
que la combinación dei 
miembro de la derecha dé la 
ecuación original tenga sen- 
tido. 

La úníca raíz entre los 
números que satisfacen estas 
condiciones es 3: 


En definitiva: 



1 -12 

101 

-222 

3 

3 

-27 

222 


1 -9 

74 

LQ 


X-3 


( Ejercicio 54 


Resolver las siguientes ecuacio 
1) V m , 2 = l2 


11) C, + 2.3=4C, +1 .2 

C m ,l0 = C m ,2 

(^ 3 ) C,+S,7 = C,+5.I3 

14) V m +2.3 = 35(m + l) 

15) C,-2,3 = 8U-3) 

16) Vxa = 2 %y X _ x2 

17) V,+i,s = 45 y x J 

18) 4C,.s = .9C,-,.3 




V,-,, = 60 


:ione^ 


'Jt+I,3 


= 35 


2) 

C m .2 = 

10 

21) 

V 2m -,,4 = 120 


<0 

C m -3;2 

= 6 

22) 

C 31 B+ 1.4 = 210 


4) 

V m +3,2 

= 30 

© 

C m ,2 + C m +,2 = 

16 

5) 

V,+|,3 

= 24* 

24) 

V m ,2 + V m +2,2 = 

86 

6) 

C,+2.3 

= lx 

(pP 

C m +,2 C m -1,2 

= 13 

-7) 

V m + 1,3 

= 2V m .3 


2 Vm+2,2 - V m ,2 

= 82 

(§) 

V,-u 

II 

* 

1 

N> 

ro 

© 

3C,2-2C,+,2 

= 3 

9) 

10) 

V,3 = 

5C, 2 = 

2V,+,2 

= 2C,4 

28) 

'£C 2m .k = lfn 

it=l 



29) V m +,.2 + y m .2+V m . 3 = 22m 
© V m ,2~m = C m . 3 
31) 2 j - 2 C x ,2 = 33(* ~ 1) 

t V m ,3 + V m +l,3 = 84 
V m .3 + 2C m +,.2 = 90 
34) V,3 + V,+ u -V,+2.3 + 36 = 0 

35) V,.4-C,4 + V,-i.3-C,-U = 135 
36) V,,3-C,+u = 85 
377 P = 120 
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38) 

Pm- 2~ 

= 720 

69) 

CVvM.S 

24C,+2.4 

39) 

II 

70) 

3C 2 jc+I0.3 

= 44 C . r+5 .4 

40) 

P ,+2 = 

= 30 P x 

71) 

2V_ U + (* 2)V,-3,3 = 

41) 

Px +3 = 

60 P, 

72) 

(jr + 2 ) C,+ 1,3 + 5 V,+ 2, 2 ~ 

42) 

v,;„= 

= 2 V„, 

73) 

V IO,.r+2 _ 

V 8 ..r ‘ V.3jr+1,2 

43) 

v 9 . n = 

3V S , 

74) 

V g., +3 = 4 VV 4 , -2 

44) 

4 V 9 .„ 

= 9Vg, 

75) 

^C 2 ,+ 3.2 

•V 7 ., = V 9 .,+ 2 

45) 

V 7,n = 

7V 5 , 

76) 

12 V 6 ,-. 

= V 6,jr + 1 / 

46) 

2 V 7 , 

= 7 V 5 , . 

77) 

12 V 7 ,,-i 

11 

Cs 

Vt 

47) 

Í5V«, 

,-28V 6 , = 0 

78) 

P, = 2V 

jc,5 

✓—V 

OO 

Tf 

ClO.n = 

= 2 C 9 ,/? 

79) 

5(V, = . 2 - 

V, +1 ..,) = 48C 


= 0 


" .r+4.4 


50) C\0, n = ^C&, n 

51) ^C\5,n = ^C\4,n 

52) Cl3,n~C’l3.;H-l = ® 

53) C|5,x+2 = ^Cl5.jr 

54) ) Cf l,jr+7 = ^Cll,jr+5 

55) 2 C<).x-\ = ^C9.jr + 1 

§ Cl4,^-)"’ ^ Cl4,-r-3 

^6,7=12^ 

58) V 7,jt+1 = ^5 V8,JC-1 

59) 7V 6iJr .i-60V 7-jr _3 = 0 
^O) 4C,o,+ 7 = ^Ci0,.r+4 

61) Cl2,jc+2 = ^2 Cl2,jc-l 

62) 5Ci2,jr+8 = ^Cl2,jr+4 
65) Vjc+3,4 = 72 V x+1,2 
64) 18 V2x+4.3 = ^V i+ 4,4 
65) 5 v 2m+ . 3 , 3 = 126 y m+2f2 

66) V3jt+ 4,3 = ^5 V.t+2,2 
67) 5 V2/^+4,3 = 14 Vw+3,4 
68) 15V 2 t-2,3 = 14 V, + i,4 


x+2A 

80) V,+2.4 ” C, 1 2 .2 = 24C.t+1,3 

81) V, + 3.5-Cr, 2 = 160C, + 2.4 

82) V,+2.4 5 C 2 ,+2.5 = 1^C, 2 ,2 

83) 12 C,, 3 + 22 V,,3 = Px 

84) ¿ Pix = 2 C 2 .v.3 + 5 V 2 . 1.3 

85) V ,+2,.x + V, . 4 . x = V x +5..t 

86) C,+ 7,JC " C,+5..t = C,+4.x 

1 J_ 4320 Qc + 8) 

P.t+4 

3120 


87 ) 

88 ) 

89 ) 

90) 


c 


.x+3, , Cj:+4..t 

1 3 


V., +5 ., 

1 


V 


.r+6..t 


r+6 


1 


1 


V,- 4 ., V, 


,+ 5 , V,. 5 .,_, 120 C.+ 5 ., 

1_1 _ *P X+ 4 

2400 


r+3,.i 

\2 


V, 


,r+4,jt 

91) (P,) 2 -30P V +144 = 0 

92) (V,. 2 ) 2 - 50 V x .2 + 600 = 0 

93) (C,. 2 ) 2 -18C,, 2 + 45 = 0 

94) (C,. 3 ) 2 -14C,.3 + 40 = 0 

95) P, P, +I = 9 10 121415 16 
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96) 

PxPx+2 = ^-9- 8-7 6 5-4 

97) 

P.x+2 _ 720 

168 P x+5 

98) 

PxP x +xPx+ 2 = 17280 

99) 

'p .p _ 34560 

/ ^-4 r.t-2 ~ p 

100) 

V ■ V ,+|.3 ‘ Vjr+2.3 = 172800 

101) 

V P ~ 

K^l.3 Px- 3- x _ 2 

102) 

Vx+».3 ' P x+2 _ 1 

20160 ~ x 2 + 7jc + 12 

( Ejercicio 55 


Demostrar las siguientes igualdades: 


1 ) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 


7) 

8 ) 
9) 
10 ) 
11 ) 

12 ) 

13) 

14) 


V = C P 
C =C 

m,n m,m-n 

V 12,3 V 9,4 V 5,4 = P \2 

VwjVlA-V. 4,3 Pw 

V m+\,n ~ V m,n + n V m,n-\ 

Aplicando reiteradamente la relación demostrada en el ejercicio ante- 
rior, demostrar que 

V m ,n = V m -\,n + n V m -2,n -1 + *(* “ 1) Vm-3,n-2 + . +w! V m -n+\,\ 

Vm,n Vm-\,n Vm-2,n Vm-3,n _ w j 

Vm,n-\ * V M * V m -2,n-\ * V-*.-, = 

V4n,2n ~ V 2 n,n Pn C4n,2n 

P2n~(Pn) 'Cln,n 

C m ,n = Cm-\,n + C m -\,n-\ ( Re g la de PaSCal ) 

Aplicando reiteradamente la relación demostrada en el ejercicio ante- 
rior, demostrar que 

C m ,n ~ C m -\,n-\ + C m -2,n -1 + C m -3,n-\ + + Cn-\,n-\ 

V m + i .n = m (V m .n-\ + V m - i . n - 2 ) 


m — n 


yi Cm,n C m ,n+\ 

n C m ,n = m Crn-\,n-\ 
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1?) P„+-P„ = nP n 

16) P n + P n -, = ¿P n+I 

17) P n+2 + Pn = (n + 2fP n -P n+l 

18) , {2nP n -P n )P 2n _, = ±P n _ 2 P ln _¡ 


19) 

20 ) 
21 ) 
22 ) 
23) 


27) 


1 


m 


\ ___ 

m\ (m +1)! ~ (m +1)! 

Pm +1 Pm Pn¡-\ ~~ Vm + \.m Vnhm-\ V 


m 


Cm+l,m Cm,m~l C™ 

Vm+\.m + V m.m-1 + Vm-l.m-2 = + 0 ! 


m+l,m T V m,m—1 1 V m-l.m-2 m 
V8*,4* ' V4í,2.t ‘ V 2x.x = V Hx.lx 

24) lg P 10 = 61g2 + 41g3 + lg7 + 2 

25) (m-n)V mn = rnP n C m -in 

26 ) (C 2n . n + Vln.,)Pn = Vln^Pln 

2 


P^n^Ph}). C4 n , 2n Cbnjn _ 

(P4,) 2 6 "- 2 " 


28) V m . m = V m . m -> = P m 

29) lg 6 (27p 9 ) = 7 + lg 6 35 

30) 1/ 15.3' C|l,9' Cy.ft' V»,2‘ y 6,3 V4,2 = P 15 

Sistemas de ecuaciones 
que contienen expresiones combinatorias 


Eiemplo 26 


Resolver el sistema: 


Desarrollando la primera 
ecuación del sistema: 


|3C,H - 5Cjr.v-2 

Í2y-x»i 

3 jc! 


5.t! 


(jc-y + 1)! (y-1)! (-*■ — y + 2)! (>’ — 2)! 


Siniplificando los numerado- 
res y haciendo las descom- 
posiciones factoriales conve- 
nientes para poder simpli- 
ficar los denominadorcs: 


(jc — >’ +1)! (y~ 1 )(v — 2)! (a:->í + 2)(jí-.v+1)! (>- — 2)! 
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Con el desarrollo de la pri- 
mera ecuación, cl sistema 
•queda así: 


3 _5_ 

y -1 x-y + 2 

3(*-y + 2) = 5(y-l) 
3* — 3v + 6 = 5y — 5 
3jc — 8 y = —11 


3jc-8y = -11 
-x + 2y = \ 


La solución de este sistema 
elemental cs: 


jc = 7 
y = 4 


/ 


Ejemplo 27 

Resolver el sistema: 


| 4 V , > .. 1 + 2 V rjV = 
|V, + ,,. = 6C t+1 . y 


Tomamos la segunda ecua- 
ción y transformamos el 
miembro de la derecha uti- 
li/ando (4 r ): 


V, + , y 


6V, +I , 

Py 


15 C,.v 


Simpiiñcando: 

Desarrollando la permuta- 
ción y translormando 6 cn 
un factorial: 

de donde 

Al sustituir este valor en la 
primera ecuación, ésta queda 
asf: 


Py = 6 

y!= 3! 

}- = 3 


4 V,,2 + 2 V,3 = 15 C,.3 


DesiuTollando: 


4x (x - 1) -f 2x (x - l)(x - 2) = 


\5x(x - \)(x -2) 
6 


Dividiendo todos los térmi- 
nos por t(jc - 1): 


4 + 2(* —2) = |(* —2) 


dc donde, resolviendo: 

Y la solución del'sistema cs: 

* 


JC = 10 


(10,3) 
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Ejemplo 28 


Resolver el sistema: 


Tomamos la segunda ecua- 
ción y tran^formamos cl 
miembro de la derccha utili- 
zando (4 C ): 


. í V, + 2,V+I +6 V x + i .y =6C,\v-1 

(V,\v +l = 24 C,\v +l 

24V,\ v+l 


V,\v + I = 


Pv + 


Simplificando y rcsolviendo: p ^ = 24 

. . (y + l)!=4! 

y + 1 = 4 


>- = 3 


Sustituyendo este valor enla t r , ¿i/ _ A , 

Drimera ecuación: V x+2,4 V*+l,3 2 


primera ecuación: 
Desarrollando 


6.r(jr-l) 

(x + 2){x + \)x{x -l) + 6(x + !)*(* -1) =--- 


Dividiendo lodos los térmi- . . 

nos por (jr + 1) x (jt - 1): (x + 2) + 6 = 3.V 


de donde 


La solución dcl sistema es: 


jc = 4 


(4,3) 


( Ejercicio 56 


Resolver los siguientes sistemas: 

|C,,y-l ~ C,,v 
[4 C,,v = 5 C,.v-2 
|P, = 6V, y 

lV,v = 6C,,v 
5C,,v = 4C,,v-, 
x-y = 3 

4) 3C, y = 5C,v-. = 3C,v +) 

5) 5C 't = 5C,v-. = 4C,v 


1) 

2 ) 

3) 


6 ) 

7) 

8 ) 

9) 


(V,v V ,_i,v - C,-I.v+, 

[V,v = 2C,v 

[C,v + 2 C, v+ | = 5 Cjí-|,y 
[V.t+i.v-i = 2C,+i, v -i 

[ V.t-,.v + i “ * 20 C,_i,v+i = ® 

[4C,v-, + 2C„ = 11C,-i.v-i 
[V,\v+ 2 = 720C,\v+2 
13V v +3,v+.- 15 V,+2,v='0C,\v-2 
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24 Vñ + P^l 

^ Cjf+2,>’+l + $ Cjf+l.y = ^ Cjc+2,y 

j 1} |‘S <^-2 + lg (x + y- 3) = lg C +ly _ 2 + lg (.r - y + 3) 

{Cy.y+l “ C x ,y+2 = ^ 

2 lg C V - lg C^J - lg C r v _ 2 = 2 lg (X - y+1) + lg 4 - 2 lg 5 - Ig (y - 1) 

C,y = Cjc.v-3 


10) 


12 ) 


13). 


14) 


15) < 


[C.t,y Cx, 2 y -1 ® 

|p,p 3 y = 86400 


^ Vjc.y = 5 Vjr+j.y 
y r3 .p7y-10 = 

= 6 


1440 

I - 1 7v-8 

+y+1,2 v+1 


x+y,2y 

P.W-^+2.2 = 


720 

8-y 


16) \ 


17) 


18) 


132 V 2 jr.v-2 “ Vlx.y 

24 


X - y -1 


V^.t-v+1.2 Px-v-2 


288 


P ..P7v-9 = 

• v " 4 r r* Px~y 

C„,-7C,, = o 
15Vc+,,. = 7V v _,,.+ 1 

Ct.3v-1 “ CT.V = ^ 


Problemas de Combinatoria 


Para resolver los problemas de Combinatoria es esencial determinar primero 
de qué tipo de agrupación se trata. 

Una forma práctica para lograrlo es formar una ordenación cualquiera. Una 
vez formada la ordenación, se forma otra con los mismos elementos cambiados de 
lugar. Si resulta un grupo nuevo, se trata de una variación: en caso contrario, de una 
combinación. 

Se reconoce fácilmente si se trata de una permutación si todos los elementos 
forman parte de cada ordenación y las ordenaciones difieren entre sí si cambia el 
orden en que se toman los elementos. 

Los siguientes problemas son casos de permutaciones, variaciones y 
combinaciones simples; es decir, ordenaciones que no contemplan repetición de 
elementos. Posteriormente veremos permutaciones, variaciones y combinaciones 
con repetición de elementos. 


Eimph.29 

En grupo compuesto por 9 personas debemos elegir un Presidente, un 
Tesorero y un Suplente. ¿De cuántas formas distintas se puede realizar la elección? 

Dado que el númera total de 
elementos es m = 9 y el de 
los elementos que entran en 
cada ordenación es n = 3. 
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concluimos que no se trata 
de una permutación. 


Para determinar si es una 
variación o una combinación 
formamos una prímera junta 
hipotética con las personas 
A.ByC. 

A - Presidente 
B - Tesorero 

C - Suplente 

Formamos ahora otra cam- 
biando el orden de los ele- 

mentos: 

B - Presidente 
A - Tesorero 

C - Suplente 

Hemos obtenido una junta 
distinta de la anterior: el 
orden en que se toman los 
•elementos influye en la 
formación de ordenaciones 


distintas. Concluimos, p^r 
tanto, que se trata de una 
varíación. 


Si llamamos T al número 


total de posibles juntas, 
tendremos que: 

...» 


T = V 9>3 = 9-8-7 


504 


EjemnkM - 

Se tienen 7 galones de pintura de diferentes colores. ¿Cuántos colores distin- 
tos pueden obtenerse mezclando partes iguales de 3 de esas pinturas? 

Siendo m = 7 y n = 3, no se 
trata de una permutación. 

Tomamos partes iguales de 
tres de esas pinturas. A1 
mezclarlas obtenemos un 

color x : A + B + C = Color X 

Si hacemos la mezcla en otro 
orden, obtendremos, de to- 

das formas, e! mismo color: C + A + B = Color X 


Se trata, pues, de una combi - 
nación. 


E1 total será: 


T = 


Cl,3 ~ 


7-6-5 

3-2 
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Eimpto U 

¿De cuántas formas distintas pueden Uegar a la meta 5 personas que realizan 
una competencia de yelocidad si no existe la posibilidad de que dos o más lleguen ai 
mismo tiempo? 

Como todas las personas 
participantes «orren al mis- 
rao tiempo, la diferencia en 
la llegada sólo puede deberse 
al orden de llegada. Se trata _ 

de una permutación : l = r 5 = 5! = 5 4-3-2 


120 


/ 


( Ejerciclo 57 


1) Se dispone de 8 franjas de tela de distintos colores. ¿Cuántas banderas 
distintas de tres franjas horizontales se pueden hacer con ellas? 

2) Se tienen 10 galones de plntura de distintos colores. ¿Cuántos colores 
nuevos se pueden obtener mezclando partes iguales de tres de ellas? 

3) Cinco muchachos hacen una carrera de competencia. ¿De cuántas formas 
distintas pueden llegar a la meta (suponiendo que no hay empates)? 

4) ¿Cuántos números diferentes de cuatro cifras se pueden formar con los 
dígitos 1, 2, 3,4, 5 y 6, sin repetir ninguno? 

5) En un salón de 30 alumnos se solicitan cuatro voluntarios para llevar una 
mesa. ¿Cuántos equipos distintos de voluntarios se podrfan integrar? 

6) ¿De cuántas formas se pueden ordenar 7 libros en un estante? 

7) ¿Cuántas sumas distintas de tres sumandos cada una pueden obtenerse 
con ios números 1,4, 8, 16, 32 y 64? 

8) Un club tiene 27 miembros. Se desea elegir entre ellos una junta 
compuesta por presidente, secretario, tesorero y vocal. ¿Cuántas juntas 
distintas pueden formarse? 

9) En un juego de lotería hay un pote acumulado de Bs. 200.000.000. Una 
persona, para estar segura de ganárselo, decide marcar todos los posibles 
resultados. ¿Guánto dinero gastará, sabiendo que para elaborar un billete 
hay que elegir seis números entre 42 y que cada billete vale Bs. 300? 

10) Una muchacha tiene tres anillos diferentes y decide Uevarlos cada día en 
una posición nueva. ¿Durante cuántos días podrá hacerlo sin repetir 
ninguna de las posiciones anteriores? (Se exceptúan los dedos pulgares y 
no debe colocarse más de un anillo en un mismo dedo). 

11) Con 15 alumnos ¿cuántos equipos distintos de fútbol y cuántos equipos de 
remo (de 11 alumnos) se pueden formar? Se supone que en el primer caso 
la efectividad es distinta según el puesto que ocupe cada alumno, y en el 
segundo caso no. 
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12) Si cada vez que un jugador de dominó, al tomar las 7 fichas que le 
corresponden, Je saliera un juego distinto, ¿después de cuántos juegos le 
volvería a salir un juego repetido? 

13) Un estudiante desea utilizar 4 colores diferentes para colorear un mapa. 
¿De cuántas formas distintas puede hacerlo si tiene 10 colores distintos? 

r --—----------— --——i 

i Nota: A partir de este momento suponemos conocido el procedimiento para i 
determinar si la agrupación pertinente en un problema es una variación, una | 
i combinación o una permutación. _ j 

/ 

Eiemplo 32 

¿Cuántós números menores de 3.000 se pueden formar con los dígitos 1,2, 3, 

• 4, 5, 6 y 7, sin repetir ninguno de ellos? 


Todos los números dc nna, 
dos y tres cifras son menores 
de 3000. 


Los que se pueden formar 
con los 7 dígitos que nos dan 
son: 


de una cifra: 

V 7.1 

de dos cifras: 

V 7.2 

de tres cifras: 

V 7.3 

De los números de cuatro 
cifras sólo satisfacen las 
condiciones dcl problema los 
que comienzan por l ó por 2 
(los que comienzan por otra 
cifra serán ya mayores de 

3000). 


Para calcular cuántos nú- 
meros de 4 cifras que co- 
mienzan por 1 se pueden 
formar razonaremos así: di- 
chos números serán de la 
forma ÍXXX. La primera 
cifra será 1 y, para llenar los 
restantes tres lugares, nos 
quedan 6 dígitos. El total de 
estos números será, pues: 

V 6.3 

E1 razonamiento es idéntico 
para los números de cuatro 
cifras que comiencen por 2. 

E1 total de e^tos números 
será también: 

V 6,3 
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En consecuencia, la cantidad 
total de números menores de 

3000 que se pueden formar T \7 T/ T/ ">T/ 
con los dígitos dados seráf *■ —V7,\+V7.2+V 7,3 + 2 y5 3 


=7+42+210+2 120= 


499 


* Eiemplo 33 _ 

Con los mismos dígitos del ejemplo anterior, ¿cuántos números pares de 
cinco cifras se pueden formar? 

Lo$ números pedidos serán 
de la forma 

• XX XX2 

XX XX4 
XX XX6 


En cada uno de los tres * 
casos, si uno de los dígitos 
ocupa el puesto de la quinta 
cifra, quedarán 6 dígitos para 
disponerlos en los cuatro 
puestos restantes. 

El total será, por tanto: T=3VbA 


=3-360= 


1080 


Ejemply 34 

Con los mismos dígitos de los ejemplos anteriores, ¿cuántos números 
mayores de 500 y menores de 40.000 pueden formarse? 

Entre los de tres cifras, sólo 
satisfacen las condiciones 
del problenia los números de 
la forma 


5XX 

6XX 

7XX 

La cantidad de estos núme- 
ros es: 


3V 6 .2 


Todos ios números de cuatro 
cifras satisfacen las condi- 
ciones. Su total es: 


V 7 .4 


De los de cinco cifras, sólo 
satisfacen las condiciones 
del problema los-de la forma 

IX XXX 
2XXXX 
3XXXX 
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La cantidad de estos núme- 
ros es: 

E1 total será, en definitiva: 


3 ^ 6.4 

T-3VM+K7.4+3VM 


=3-30+840+3-360= 


2010 


EimBÍsJS. 

Con los mismos dígitos, ¿cuántos números impares mayores de 500.000 
pueden formarse? 

Los números de seis cifras / 

que -nos sirven son los de )a 

forma 


5XXXX1 

5XX XX3 

5XX XX7 


6XXXX1 

6XX XX3 

6XX XX5 

6XX XX7 


7XX XXI 

7XX XX3 

7XX XX5 


(Obsérvese que no tomamos 
en cuenta los de la forma 
5XX XX5 y 7XX XX7 dado 
que los dígitos no pueden 
repetirse). Para cada uno de 
estos casos vale el siguiente 
razonamiento: si el primero 
y último lugares están ocu- 
pados por dos dígitos deter- 
minados, quedan 5 para dis- 
ponerlos en los 4 lugares 
restantes. 


La cantidad total de estos 
números es, entonces: 

10 V 5,4 

Los números impares de sie- 
te cifras son todos mayores 
de 500.000. Serán de la 
forma 


XXXX XXI 

X XXX XX3 

XXXX XX5 

XXXX XX7 


La cantidad de estos núme- 
ros será: 

4/>6 

Y el total de los números 
pedidos: 

> 

r=iov 5 , 4 +4p 6 


=10-120+4-720= 
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Eiemplo 36 

Con los mismos dígitos, ¿cuántos números de cuatro cifras pueden formarse 
si las dos primeras deben ser pares y las dos últimas impares? 


Los números son de la forma 
PPII (P = par; F= impar). 

La cantidad de formas dis- 
tintas en que pueden estar 
ocupados los dos primeros 
lugares de las cifras es: V 3,2 

y la cantidad de formas dis- 
tintas en que pueden estar 
ocupados los dos últimos 
lugares de las cifras es V 4,2 


Por el Teorema Fundamental 
dc la Combinatoria, el total 
de números que se pueden 
formar en estas condiciones . 

es: 


7 , = V 3 , 2 XV 4.2 


/ 


=6 12 = 



( Ejercicio 58 

Calcular cuántos números (que satisfagan las condiciones dadas de cada 
ejercicio) se pueden formar con los dígitos.l, 2, 3, 4, 5, 6 y 7, sin repetir ninguno. 

1) Números pares de tres cifras. 

2) Números impares de cuatro cifras. 

3) Números mayores de 5.000. 

4) Números menores de 600. 

5) Números mayores de 4.000 y menores de 300.000. 

6) Números pares mayores de 60.000. 

7) Números impares menores de 4.000. 

8) Números distintos. 

9) Números pares. 

10) Números impares. 

11) Números de cinco cifras de las cuales las tres primeras sean impares y las 
dos últimas sean pares. 

12) Números de cinco cifras de las cuales tres sean impares y dos pares. 

13) Números mayores de 20.000 y menores de 70.000 que tengan las dos 
primeras cifras pares y las tres restantes impares. 

14) Números mayores de 20.000 y menores de 70.000 que tengan dos cifras 

pares y tres impares. 

* 

15) Números de cuatro cifras que no tengan dos cifras pares o dos cifras 
impares juntas. 
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Eiemplo 37 

¿Cuántos números de cinco cifras pueden formarse con los dígitos 1, 2, 3, 4, 
5, 6 y 0, sin repetir ninguno de ellos? 

La cantidad total de números 
de cinco cifras que podrían 
fomiarse con’? dígitos es: V 7,5 

Pero entre estos dígitos se 
encuentra el ccro que puede 
ocupar cualquier posición 
entre las cifras dcl número 
exceplo la primera: un nú- 

mero de la forma 0X XXX * 

deja dc ser de cinco cifras. 

* Hay, por tanto, que restar del 
total antcrior los números de 
la forma 0X XXX cuya can- __ 

tidad es: V 6,4 

E1 total de los números T _ I/ \/ 
pedidos es, por tanto: V 7,5 T V 6.4 


= 2520-360= 2160 


pjempU? 3$ 

Con los dígitos del ejemplo 37, ¿cuántos números impares de cuatro cifras 
pueden formarse? 

Los números que satisfacen 
las condiciones del problema 
son de la forma 


X XXI 
X XX3 
X XX5 



cuyo total cs: 


A éstos hay que restarle ios 
que tienen el cero en el 
primer lugar, pues dejan de 
ser dc cuatro cifras. Estos 
son de la forma 


OXXI 
0 XX3 
0 XX5 


y su total es: 




= 3 120-3-20= 300 
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EisaBbM —- 

Con los dígitos del ejemplo 37, ¿cuántos números pares mayores de 50.000 
pueden formarse? 

Hay números de cinco, de 
seis y de siete cifras que 
satisfacen las" condiciones 
del problema: 


a) Dg cÍDCQ.,c,ifas; sólo nos 
sirven los que comienzan 
con 5 o con 6 (los demás son 
menores de 50.000) y son de 
la forma 

5X XX0 
5XXX2 
5X XX4 
5X XX6 
6XXX0 
6X XX2 
6X XX4 

EJ total de estos números es: 7V 5 .3 


b) De seis cifras: nos sirven 
los de la forma 

XXX xxo 
XXX XX2 
XXX XX4 
XXX XX6 

excepto los que comienzan 
por cero: 


0XX XX2 
0XX XX4 
0XX XX6 

El total dc números de seis . ^ . 

cifrases: 4 V 6,5 " 3 V 5,4 


c) De siete cifras: nos sirven 
los de la forma 

X XXX xxo 
X XXX XX2 
X XXX XX4 
X XXX XX6 

excepto los que comienzan 
por cero: 

0 XXX XX2 
0XXX XX4 
0 XXX XX6 

E1 total de números de siete a\t a f / 

cifrases: 4 K6,6” 3 K5,5 


es decir: 


= 4/> 6 -3P 5 
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En definiíiva, tendremos: 


T = 7 Vs.3 +(4 V 6 . 5 -3 V 5 . 4 ) + (4 /V- 3 p s ) 


= 7-60 + 4-720-3-120 + 4-720-3-120 = 


5460 


Eiemplo 40 

Con los dígitos del ejemplo 37, ¿cuántos números pares mayores de 63.000 y 
menores de 3.420.000 pueden formarse? 

a) Los números de cinco 
cifras que satisfacen Ias con- 

diciones del problema son de f 

la forma: 

63XX0 
63 XX2 
63 XX4 
64XX0 
64XX2 
65 XX0 
65 XX2 
65 XX4 

con un total de: 

b) De los de seis 
tomamos en cuenta los de la 
forma 


8V4.2 

cifras 


XXX XX0 
XXX XX2 
XXX XX4 
XXX XX6 

excepto los que comienzan 
por cero: 


0XX XX2 
0XX XX4 
0XX XX6 

E1 total de éstos es: 


4V 6 .5-3V 5 .4 


c) De los de siete cifras 
tomamos en cuenta todos los 
que comienzan por 1 o por 2: 

l XXX XX0 
1 XXX XX2 
1 XXX XX4 

1 XXX XX6 

2 XXX XX0 
2 XXX XX4 
2XXXXX6 


7V 5 .5 = 7 P 5 


Tomamos en cuenta, ade- 
más, entre los qóe comien- 
zan por 3, los de la forma 
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10 v 44 = io p 4 


3 0X*X XX2 
3 OXX XX4 
3 OXX XX6 
3 IXX XXO 
3 ÍXX XX2 
3 ÍXX XX4 
3 ÍXX *X6 
3 2XX XXO 
3 2XX XX4 
3 2XX XX6 


y los dc la forrna 

3 40X XX2 
. . 3 40X XX6 

3 41XXX0 
• 3 41XXX2 

3 41XXX6 


/ 


5V 3 .3 = 5 P 3 


En definitiva: 


T = 8 K 4.2 + (4 V 6,5 - 3 V 5 . 4 ) +1 Ps +10 P 4 + 5 Pi 


= 8-12 + 4-120 - 3-120 + 7 120 +10-24 + 5-6 


3726 


( Ejercicio 59 


Calcular cuántos números (que satisfagan las condiciones dadas de cada 
ejercicio) se pueden formar con los dígitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 0, sin repetir ninguno 
. de ellos. 

1) Números pares de 4 cifras. 

2) Números impares de 5 cifras. 

3) Números mayores de 40.000. 

4) Números menores de 3.000. 

5) Números mayores de 5.000 y menores de 4.000.000. 

6) Números mayóres de 350.000. 

7) Números pares menores de 5.200. 

8) Números pares mayores de 4.750.000. 

9) Números impares menores de 34.500. 

10) Números de 6 cifras de las cuales las cuatro primeras sean pares y las dos 
últimas impares. 

11) Números de 6 cifras de las cuales cuatro sean impares y dos pares. 

12) Números pares mayores de 57.000 y menores de 435.000. 
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Pjemplo 41 

En una empresa trabajan 40 empleados discriminados así: 18 hombres y 22 
mujeres. Se desea formar un comité compuesto por 4 mujeres y 3 hombres. ¿De 
cuántas formas distintas puede formarse ese comité? 

E1 número total de formas 
distintas en que pueden ser 
elegidos 3 hombres de un 
grupo de 18 es: 

Y el de formas distintas en 
que pueden ser elegidas las 4 
mujeres del grupo de 22 es: 

Pof elTeorcma Fundamental 
de la Combinatoria, el total 
de comités distintos que pue- 
den formarse es: 


C 18,3 
CllA 


T - Cl8,3 X C22,4 


' =816x7315 = 


5.969.040 


Eiemplo 42 

E1 abecedario de un extraño idioma tiene 6 vocales y 8 consonantes. Las 
palabras de ese idioma tienen todas 7 letras y tienen la particularidad de que las 
vocales y las consonantes están siempre altemadas. ¿Cuántas palabras existen en ese 
idioma? 

Si las palabras de ese idioma 
comienzan con vocal, tienen 
la siguiente configuración: 

vcvcvcv 

Si, en cambio, por consonan- 
te, tienen esta otra: 

cvcvcvc 

Estudiemos cada caso por 
separado. 

a) Eoana - Y CYCVCV; el 

número de formas distintas ' 

en que pueden ser dispuestas 

las vocales en los cuatro lu- 

gares que les corresponden .. 

es: V 6,4 

y el número de formas para 

disponer las consonantes en T/ 

los tres puestos restantes es: V 8,3 

E1 total de palabras que f/ T/ 

tienen esta configuración es: V 6,4 X V 8,3 
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b) Earroa CVCVCVC.; en 
este caso las distintas formas 
para disponer las consonan- 
tes son: 

oo 


y para disponer las vocales 

V 6,3 


E1 total de palabras de este 
tipo es: 

V 8,4 X V 6,3 


Y el número total de pala- 
bras que existen en el idioma 
es: 

T = [V 6, 4 X V 8 , 3 ) + ( V 8,4 

x V 6 , 3 ) 


= 360-336 + 1680 120 = 

322.560 

Eiemplo 43 

• - * ' 



¿De cuántas formas pueden repartirse 12 libros distintos entre 3 personas si a 
cada una le debe tocar igual número d^ libros? 


Las formas distintas para 
asignarle a la primera per- 
sona los 4 libros que Ie 
corresponden son: 


C\2,i 


Una vez asignados los libros 
a la primera persona, quedan 
8 libros para asignarle 4 a la 
segunda. Las distintas for- 
mas para hacer esto son: 


(✓ 8,4 


Para asignarle los 4 libros 
restantes a la tercera perso- 
na, las formas de hacerlo 
son: 


Ca, 4 


(una sola posibilidad) 


E1 total de formas distintas 
de repartición que nos pide 
el problema será (por el 
Teorema Fundamental de la 
Combinatoria): 


T-C 12,4 X C8,4 X C 4,4 


= 495-70 1 = 


34.650 


E jm nk J á. - 

Nueve personas se presentan como voluntarios para conformar una junta 
compuesta por Presidente, Vicepresidente, Secretario, Tesorero y Vocal. Cinco de 
ellos sólo se postulan si no son elegidos ni de Presidente, ni de Vicepresidente. 
¿Cuántas juntas diferentes pueden formarse en esas condiciones? 
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Sólo cuatro personas acepian 
ser elegidas para los dos 
puesios principalcs. E1 nú- 
mero de formas distintasj>a- 
ra ocupar estos pviestos es 

Una vez ocupados estos car- 
gos, quedan 7 personas dis- 
ponibles para ocupar los o- 
tros tres. Las distintas for- 
mas de hacerlo son: 


V4.2 

V7.3 


E1 total dc posibles juntas es 


T = Va. 2 *Vw 


= 12-210 = 


2.520 


Eiemplo 45 

Siete amigos, 4 niuchachos y 3 muchachas, van a un cine y deciden sentarse 
en siete puestos consecutivos de una misma hilera de asientos. ¿De cuántas formas 
distintas pueden hacerlo si las muchachas quieren sentarse juntas? 

Dado que las muchachas de- 
sean sentarse juntas. consi- 
dercmoslas como una unidad 
inscparable. Esta unidad. 
junto con los cuatro mucha- 
chos forman un conjunto de 
cínco unidades. El número 
de formas distintas en que 
pueden colocarse estas cinco 
unidades cs: /5 


Pero por cada una de estas 
posibilidadcs, las formas en 
que pueden colocarse las 
muchachas ocupando pues- 
tos consccutivos es: 13 


E1 total será: 


T=p,*Pi 


= 120-6 = 


720 


Eiemplo 46 

¿Cuántos colores diferentes se pueden obtener mezclando partes iguales de 7 
pinturas de colores distintos? 

Tomando cada pintura por 

separado, los colorcs que se ^ 

oblienen son: C/7,1 

Tomando partcs iguales de 
dos de esas pinturas y 
mezclándolas. los colores ^ 

que se obtienen son: 7.2 
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Tomando partes iguales de 
Ires pinturas sc obticncn: 



Considerando sucesivamentc 
los colores nucvos quc se 
obtienen mezclando partcs 
igualcs dc 4, de 5, de 6 y de 
his 7 pinturas, el número to- 
tal de colores que se pueden 


7 


obtener será: 


T- XC7,* 


- Ci ,\ + C7.2 + Ci,í + Cia + C7.5 + C7.6 + C7.7 


= 7 + 21 + 35 + 35 + 21 + 7 + 1= 127 


( Ejercicio 60 

1) En un salón de clase hay 15 muchachos y 16 muchachas. Se desea formar 
una comisión compuesta por 2 muchachas y 3 muchachos. ¿Cuántas 
comisiones distintas podrían formarse? 

2) Se tienen 4 vocales y 4 consonantes. ¿Cuántas palabras de 8 letras pueden 
formarse con ellas con la condición de que las consonantes y las vocales 
estén alternadas? 

3) Se tienen 5 vocales y 7 consonantes. ¿Cuántas palabras distintas de 8 
letras pueden formarse con la condición de que las consonantes y las 
vocales estén altemadas? 

4) Se tienen 4 vocales y 4 consonantes. ¿Cuántas palabras de más de 5 letras 
pueden formarse con la condición de que las consonantes y las vocales 
estén altemadas? 

5) ¿Cuántos sonidos distintos pueden obtenerse con una flauta que tiene 9 
agujeros? 

6) ¿Cuántos sonidos distintos pueden obtenerse con 10 campanas? 

7) ¿Cuántos grupos diferentes se pueden formar con 9 pintores, 11 albañiles 
y 7 piomeros si un grupo está formado por 3 pintores, 4 albañiles y 2 
plomeros? 

8) ¿De cuántas formas se pueden repartir 15 caramelos distintos entre 3 
niños si a todos les debe tocar la misma cantidad de caramelos? 

9) ¿De cuántas formas se pueden repartir 14 postales diferentes entre 4 
personas dando 3 a cada una? 

10) ¿Cuántos grupos diferentes pueden formarse con 8 personas? 

11) En un grupo de 15 personas se desea formar dos comisiones de cuatro 
integrantes cada uno. ¿Cuántas son las posibiiidades? 

12) En un torneo de ajedrez se inscriben 15 personas. Cada una de ellas 
deberá jugar dos partidas con cada uno de los restantes jugadores. En caso 


224 COMBINATORIA 







de empate, jugarán una partida más. ¿Cuál es el número mínimo de 
juegos a realizarse? ¿Y el máximo? 

13) ¿De cuántas formas pueden repartirse 6 regalos entre 3 personas si a cada 
una de ellas le debe corresponder por lo menos un regalo? 

14) Se lanzan dos dados, uno a continuación del otro. ¿Cuántos resultados 
" distintos pueden obtenerse? 

15) Una prueba consta de 10 preguntas de M Verdadero" y Talso”. ¿De 
cuántas formas distintas puede contestarse la prueba? 

16) E1 manager de un equipo de baseball insiste en que su mejor jugador 
batee en cuarto lugar y el pichter al final. En estas condiciones, ¿cuántos 
órdenes de bateo son posibles, si hay 9 jugadores? / 

17) Entre las ciudades A y B hay cinco caminos principales y entre B y C hay 
cuatro. ¿De cuántas maneras puede una persona viajar de A a C y 
regresar, pasando por B en ambos sentidos, y sin viajar dos veces por el 
mismo camino? 

18) Si se lanzan simultáneamente 5 monedas diferentes, ¿de cuántas formas 
distintas püeden caer éstas? 

19) En un carro caben 3 persbnas en el asiento delantero y 3 en el de atrás. Si 
entre 8 personas sólo dos saben manejar, ¿de cuántas formas distintas se 
puede llenar el carro? 

20) Un matrimonio y sus tres hijos desean tomarse una foto familiar sentados 
en un banco de un parque. ¿De cuántas formas distintas podrán 
disponerse? ¿En cuántas de esas fotos quedarán los padres sentados uno 
junto a otro? 

21) ¿De cuántas formas distintas pueden fomiarse 8 soldados en línea recta si 
dos de ellos no deben nunca quedai* juntos? 

22) En un grupo de 9 personas hay seis mujeres y tres hombres. ¿De cuántas 
formas pueden ponerse en fila de manera que los tres hombres queden 
siempre juntos? 

23) ¿De cuántas formas pueden ponerse en fila las personas del ejercicio 
anterior de manera que los tres hombres nunca queden juntos? 

24) Se tienen los números 6.789 y 12.345. ¿Cuántos números diferentes 
pueden formarse que contengan dos cifras del primero y tres del segundo, 
sin que se repita ninguna cifra? 

25) ¿Cuántos de los números del ejercicio anterior serán mayores de 7.000? 

26) Una persona que presencia la salida de un grupo de ladrones de un banco 
refiere a la policía que éstos huyeron en un automóvil cuya placa tenía 6 
cifras. E1 testigo sólo recuerda que la placa no tenía números repetidos, 
que era un número impar y que las tres primeras cifras eran 254. ¿Cuántos 
vehículos, como máximo, tendrá que investigar la policía? 

27) ¿De cuántas formas diferentes pueden asignarse 4 jugadores de baseball a 

las posiciones del infield si sólo dos de ellos pueden jugar el shortstop? 

> 

28) ¿Cuántas sumas diferentes se pueden obtener con un centavo, un medio, 
un real, una moneda de a bolívar, una de dos bolívares y una de 5 
bolívares? 
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29) E1 equipo de tennis de un colegio tiene 12 jugadores; el de otro tiene 10. 
¿De cuántas formas distintas se puede organizar un match doble entre las 
dos instituciones? 

30) Un profesor tiene una colección de 15 problemas de Combinación y 11 
problemas de Permutación. ¿Cuántos exámenes distintos puede elaborar 
con ellos si éstos deben incluir 4 problemas de cada tipo? 

31) ¿De cuántas formas diferentes puede uno hacer una selección de 3 
novelas, 2 biografías y 5 libros de cienciaficción de una colección de 10 
novelas, 8 biografías y 10 libros de cienciaficción? 

32) ¿Cuántas comisiones distintas de 6 personas pueden formarse en un grupo 
de 12 hombres y 20 mujeres, si el número de mujeres en ja comisión no 
debe ser mayor de 4? 

33) ¿Cuántos equipos distintos de baseball pueden formarse con 18 jugadores 
si sólo 4 pueden pitchar, sólo dos pueden catchar y estos seis jugadores no 
pueden jugar en otra posición? 

34) ¿De cuántas formas diferentes pueden separarse 6 objetos en dos grupos 
iguales? 

35) ¿De cuántas formas diferentes pueden separarse 7 objetos en dos grupos, 
uno de 4 objetos y otro de 3? 

36) ¿De cuántas formas diferentes pueden separarse 8 objetos en dos grupos 
iguales? 

37) ¿De cuántas formas diferentes pueden separarse 9 objetos en dos grupos, 
uno de 5 objetos y otro de 4? 


( Ejercicio 61 


Se dispone de 6 libros diferentes de física, 4 de química y 3 de matemáticas. 
¿De cuántas formas diferentes pueden colocarse en un estante... 


1 ) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 


... si pueden estar mezclados? 

... si los libros de cada materia deben quedar juntos? 

... si los libros de cada materia deben estar juntos y los de física en el 
medio? 

... si los libros de física deben estar de últimos? 

... si los libros de química deben estar juntos? 

... si cada libro de matemáticas debe estar entre dos libros de química? 

... si el primer libro y el último deben ser de matemáticas? 

... si el primer libro y el último deben ser de física? 

... si los libros de física deben estar juntos y ordenados de menor a 
mayor? 

... si lós libros de química deben estar juntos y en orden de tamaño? 
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Ejemplo 47 

Calcular el número de diagonales de un heptágono convexo. 

Un polígono cualquieraliene 
tantos vértices como lados 
posee. Un heptágono tiene 7 
vértices. El* seginenlo que 
une cada dos vérticcs no 
cnnsecutivos dcl polígono cs 
una diagonal del mismo. 

Para determinar e) número 
dc diagonales del heptágono, 
calcularemos primero el nú- 

mero de segmentos que pue- / 

den'formarse uniendo cada 
dos vériices y le restarernos • 

, eJ número de lados fque son 
.segmentos que unen vértices 
consecutivos). 


De esta forma tendremos quc 
cl total de diagonales es: . 


T=Ci,v~i 

= 7.\-l= [j4] 


Nota: En general, el número de diagonales de un polígono de n lados es: 

| T=C*¿~n 


Eiemplo 48 

En un plano hay 11 rectas de las cuales 5 son paralelas. ¿Cuántos puntos de 
intersección hay si en un mismo punto no se cortan más de dos rectas? 


Dos rectas no paralelas del 
plano se intersectun cn un 
punto. Si por eada d(K rectas 
sc produee un punto de 
intcrscecion, t'l número dc 
intersccciones originado por 
11 rectas scrá: 

Pero a estu canlidad hay que 
resfarlc las interseccioncs 
correspondientes a las 5 
rectas quc son paralelas y 
que. por tanto. no sc corfan. 


C 11,2 

Cs,2 


F.l total es, pues: 


T=C I ,2-C,.2 


= 55-10 = 
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Ejemplo 49 

En un plano hay 15 circunferencias. Cada una intersecta a todas las demás 
con excepción de 7 circunferencias que son concéntricas y, obviamente, no se 
intersectan entre sí. ¿Cuántos son los puntos de intersección? 


Dos circunferencias secantes 
cntre sí dan iTrigen a dos 
puntos de intersección. Si 
todas las 15 de nuestro pro- 
‘blema se cortaran entre sí. el 
total de intersecciones sería: 

Sin embargo a este númcro 
hay que rcstarle las mter- 
sccc’iones que no se produ- 
cen/dado el hecho de que 7 
circunferencias son concén- 
triqas. E1 número de esas in- 
tersecciones sería: 


^Cl5.2 


^CV; 


E1 total buscado es, por r T' o 

tanto: 1 ~ 2 C 15.2 " 2 C 7,2 


/ 


= 2-105 — 2-21 = 


168 


Eiemplo 50 

Determinar cuántos paralelogra- 
mos pueden apreciarse en la figura. 

(Las cinco líneas horizontales son 
paralelas; las tres inclinadas también lo 
son) 



Cada par de rectas hori/onta- 
les puede servir como el par 
de lados opuesios de un 
paralelogramo. El total de 
posibles pares dc iados ho- 
rizontales es: 

Cada par de rectas inclinadas 
puede proporcionar los lados 
opuestos quc complctan el 
paralelograino. El número dc 
estos pares de iados es: 


C 5.2 

C 3.2 


E1 total de paralelogramos 
q.ue hay en la figura es (por 
el Teorema Fundamental de 
la Combinatoria): 


T ~ C5,2 X Ci,2 


= 10-3 = 
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( Ejercicio 62 


1) ¿Cuántas diagonales tiene un hexágono? 

2) ¿Cuántas diagonales tiene un octágono? 

3) Se tienen en un plano 5 rectas de las cuales 3 son paralelas. ¿En cuántos 
puntos se cortan las rectas, si en un mismo punto no se cortan más de dos 
de ellas? 

4) Se tienen 8 rectas de las cuales 2 son paralelas. ¿En cuántos puntos se 
cortan? 

5) Se tienen 14 rectas de las cuales 5 son paralelas. ¿Cuántqs son los puntos 
de intersección? 

6) ¿Cuántas diagonales tiene un polígono convexo de 25 lados? 

7) Se tienen en el plano 7 rectas. Entre ellas hay dos que son paralelas entre 
sí y otras dos que son paralelas entre sí pero no lo son de las dos 
anteriores. ¿Cuántos puntos de intersección hay? 

8) En un plano hay 12 rectas. Entre ellas hay 4 que son paralelas entre sí y, 
en otra dirección, otras 3 *que son paralelas entre sí. ¿Cuántos son los 
puntos de intersección? 

9) En un plano hay 7 puntos de los cuales no hay tres que estén alineados. 
¿Cuántas rectas que pasen por dos de esos puntos pueden trazarse? 

10) En un plano hay 13 puntos y, a excepción de 4 puntos que están 
alineados, no hay otros tres que lo estén. ¿Cuántas rectas que pasen por 
dos de esos puntos pueden trazarse? 

11) En un plano se tienen 8 circunferencias, cada una de las cuales intersecta 
a las restantes. ¿Cuántos son los puntos de intersección? 

12) En un plano hay 12 circunferencias. Cada una de ellas cuales intersecta a 
todas las demás, a excepción de tres que son concéntricas. ¿Cuántos son 
los puntos de intersección? 

13) Calcular el máximo número de puntos de intersección que se pueden 
obtener con n circunferencias en el plano. 

14) Sabiendo que tres puntos determinan una circunferencia, ¿cuántas 
circunferencias se pueden obtener con 15 puntos del plano no habiendo 
entre ellos tres puntos colineales? 

15) ¿Cuántas cireunferencias se pueden obtener con 15 puntos del plano si 
tres de ellos son colineales? 

16) ¿Y si hay 4 puntos colineales? 

17) ¿Y si hay 5 puntos colineales? 

18) Dos elipses pueden intersectarse hasta en cuatro puntos. ¿Cuál es el 
máximo número de puntos de intersección que se pueden obtener con 12 
elipses en el plano? 

19) ¿Cuántos triángulos quedan determinados por 10 puntos del plano si no 
hay entre ellos tres que sean colineales? 

20) ¿Cuántos cuadriláteros quedan determinados por 15 puntos del plano si 
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no hay entre ellos tres que sean colineales? 

21) ¿Cuántos tetraedros quedan determinados por 9 puntos si no hay cuatro 
que estén en el mismo plano? 

22) ¿Cüántos triángulos se obtienen uniendo cada tres vértices de un penta- 
decágono convexo? 

23) Se tiene un sistema de 5 rectas paralelas y otro sistema de 4 rectas 
paralelas, perpendiculares a las anteriores. ¿Cuántos rectángulos pueden 
obtenerse con ellas? 

24) ¿Cuántos paralelogramos se pueden obtener al intersectar un sistema de 8 

rectas paralelas con otro de 6 rectas paralelas entre sí pero no a las 
anteriores? / 

25) En una de dos rectas paralelas se toman 5 puntos. En la otra se toman 4. 
Cada uno de los puntos de la primera recta se une mediante un segmento 
con cada uno de los puntos de la otra. Calcular en cuántos puntos se 
intersectan dichos segmentos sabiendo que en ningún punto se cruzan 
más de dos segmentos al mismo tiempo. 

26) En un sistema de rectas paralelas hay m rectas; en otro sistema de rectas 
del mismo plano hay n rectas paralelas entre sí (pero no a las anteriores). 
¿Cuántos paralelogramos se forman? 

27) ¿Cuántos rectángulos hay en la Fig. 1 ? 

28) ¿Cuántos paralelogramos tiene la Fig. 2? 

29) ¿Cuántos rectángulos y cuántos trapecios rectángulos hay en la Fig. 3? 



Fig. 1 



Fig.2 
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Eiemplo 51 

¿Cuántos elementos son necesarios para formar con ellos 55 combinaciones 
binarias? 

Si ílamamos x el número de 

elementos, tenemos que C, 2 = 55 


Resolviendo la ccuación: 


£Ífr!L S 5 

2 


jt(x -1) = 110 


Descomponiendo el miem- 
brp de la derecha en dos 
faetores consecutivos decre- 
cientes: 


.r(jc-l)= 11*10 


De donde 


JC = 11 


/ 


Eiemplo 52 I 

Las combinaciones cuatemarias de un número y las combinaciones binarias 
de otro número mayor que el primero por cuatro unidades están en la relación 1:3. 
¿Cuál es el primer número? 

Si llamamos x al primer 

número, tcnemos que: C x 4 1 

Cx^ 4,2 ^ 


Rcsolviendo la ecuación: 


^CxA ~ C x + 4.2 

3jc(a:-1)(.v-2)(jc-3) _ (jc + 4)(x + 3) 
4-3*2 " 2 


Simplificando y trasponien- 
do denominadores: 


x(x - 1 )(jc - 2)(x - 3) = 4(* + 4)(j: + 3) 
;r 4 - 6x 2 + \\x 2 -6x = Ax 2 + 28x + 48 
x 4 - 6x 3 + lx 2 - 34jc - 48 = 0 


Resolvemos la ecuación 
utilizando Ruffini. Para quc 
la primera combinación ten- 
ga scntido debe cumplirse 
que a > 4. Probaremos por 
tanto sólo con números posi- 
tivos de 4 en adelante. 

La primera raíz que encon- 
tramos es 6: 


* 


1 

-6 

7 

-34 

-48 


6 


6 

0 

42 

48 



1 

0 

7 

8 

LQ 
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E1 cociente resultante no 
tiene más raíces positivas; 

por tanto, la solución ünica - 

del problema es: “ x = 6 

Eiemplo 53 

¿Cuál es el polígono que tiene 35 diagonales? 

En un polígono de n lados (y 


vértices) el número de diago- 
nales es iguat a: 

Cn.2~ n 

t 

En nuestro problema el 
número de diagonales es 35. 
Tenemos entonces que: 

G, 2 -n = 35 

Resolviendo: 

n = 35 

2 

n(n - l)-2n = 70 

n 2 -n- 2n-70 = 0 

n 2 - 3« - 70 = 0 
(n-10)(n + 7) = 0 

De donde: 

n, =10 n 2 - -1 

La segunda solución es en 
nuestro caso inadmisible. El 
polígono de 35 diagonales 
es, en consecuencia, el 
decágono. 



Ejemplo 54 

En un polígono, el número de diagonales excede en 5 al triple del número de 
lados. ¿Cuántos lados tiene el polígono? 

Si llamamos n al número de 


lados, tendremos que: 

0,2 _n = 3n + 5 

Resolviendo: 

" (,, - 1) n = 3« + 5 

2 

n(n-l)-2n = 6n + 10 

n 2 -n-2n-6n —10 = 0 

> 

n 2 — 9n-10 = 0 
(n-10)(n + l) = 0 
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De donde* 


lí 2 = —1 


/ii = 10 


E1 polígono tiene 10 lados. 


Ejemplpj£ 

E1 total de números de 3 y de 4 cifras que se pueden formar con un 
determinado número de dígitos distintos (entre los que no fígura el cero)» sin repetir 
ninguno de ellos, es igual a 480. ¿Cuántos son los dígitos? 


Llamando x al número de 
dígitos, los números de tres 
cifras que pueden formarse 
son: 


jc,3 


Los de cuatro cifras son: 


V 


xA 


Tenemos, entonces, que: 


V,3 + V,.4 = 480 


/ 


Desarrollando: 


x(x - 1)(* - 2) + x(x - 1)(jc - 2)(jc - 3) = 480 


Sacando factor común: 


x(x-l)(x- 2)[l + (a: - 3)] = 480 
jc (jc — 1) (jc — 2) 2 =480 


Descomponiendo 480 en 
factores que guarden entre sí 
la misma relación que guar- 
dan entre sí los factores del 
miembro de la izquierda: 


x(jc-1)(j:-2) 2 =6-5-4 2 


De dondc: 


x-6 


Eiemplo 56 

E1 total de números de 5 cifras que se pueden formar con un determinado 
número de dígitos (entre los que figura el cero) sin repetir ninguno de éstos es 5 
veces mayor que el de números de 4 cifras que se pueden formar con ellos. ¿Cuántos 
son los dígitos? 

Sea jc el número de dígitos 
del que se dispone. Los nú- 
meros de 5 cifras que se pue- 
den formar con ellos son de 
la forma XX XXX. A éstos 
hay que restarle los que co- 
mienzan por cerp y que tie- 
nen la forma 0X XXX: 
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Análogamente, los de cuatro 
cifras seráh los de la forma 
X XXX menos los de la 
forma OXXX: 



Según las condiciones del 
problema, el total de 
aquéllos es 3 veces mayor 
que el de éstos: 




Resolviendo: 


x(x - 1)(jc - 2)(x - 3)(.v - 4)- (jc - \)(x - 2)(x - 3)(jc - 4) = 

- 5[jc (jc — 1)(jc — 2)(jc - 3) - (jc —^1)(jc - 2)(jc - 3)] 


Dividiendo cada término por 


.<*-»(*- 1 2 3 4 5 6 7 8 > <*- 3): jc(a: - 4) - (jc - 4) = 5[.í -1] 


x 2 - 4jc - x + 4 = 5jc - 5 
jt 2 -10 j: + 9 = 0 
(jc-9)(jt-1) = 0 


Los dígitos son 9. 

( Ejercicio 63 

1) ¿Cuántos elementos deben intervenir para que con ellos se puedan formar 
tantas variaciones binarias como combinaciones temarias? 

2) ¿Cuántos elementos deben intervenir para que con ellos se puedan formar 
tantas variaciones temarias como combinaciones cuatemarias? 

3) Las combinaciones ternarias y las combinaciones cuaternarias de un 
número están en la relación 4:5. ¿Cuál es el número? 

4) La relación entre las variaciones ternarias y las combinaciones temarias 
de un número k es k. ¿Cuál es el valor de kl 

5) ¿Cuántos elementos son necesarios para formar con ellos 91 
combinaciones binarias? 

6) EI número de variaciones binarias de un determinado número de 
elementos es el doble de las combinaciones cuaternarias de los mismos 
elementos. ¿Cuántos son éstos? - 

7) Las combinaciones cuaternarias de un número exceden en 10 a las 
variaciones ternarias de otro número inferior al primero en 3 unidades. 
¿Cuál es el primer ríúmero? 

8) La suma de las combinaciones binarias de un número, las temarias del 


número consecutivo y las cuatemarias del consecutivo de éste último ex- 
cede en 5 unidades a las variaciones temarias del primero. ¿Cuál es éste? 
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9) En un polígono regular se pueden trazar 54 diagonales. ¿Cuántos lados 
tiene el polígono? 

10) ¿Cuántos. lados tiene un polígono si el número de sus diagonales es 5 
veces mayor que el número de sus lados? 

11) ¿Cuántos lados tiene un polígono si el número de sus diagonales es 7 
\eces el número de sus lados? 

12) E1 número de diagonales de un polígono excede en 3 al número de lados 
del polígono. ¿De qué polígono se trata? 

13) En un polígono, el número de diagonales excede en 4 al doble del número 
de lados. ¿Cuántos lados tiene el polígono? 

14) En un plano hay un número determinado de circunferencias todas 
secantes entre sí. Determinar el número de circunferencias sabiendo que 
el total de intersecciones es 90 y que en un mismo punto no se cortan más 
de dos circunferencias. 

15) E1 totai de números distintos de dos y de tres cifras que se pueden formar 
con un determinado número de dígitos distintos (entre los que no figura el 
cero), sin repetir ninguno de ellos, es igual a 25 veces la cantidad de 
dígitos de la que se dispone. ¿De cuántos dígitos se dispone? 

16) E1 total de números de dos y de tres cifras que se pueden formar con un 
determinado número de dígitos distintos (entre los que no figura el cero), 
sin repetir ninguno de ellos, es igual a 49 veces la cantidad de dígitos de 
la que se dispone. ¿Cuántos son éstos? 

17) E1 total de números de dos y de tres cifras que se pueden formar con un 
determinado número de dígitos (entre los que está el cero), sin repetir 
ninguno de ellos, es igual a 31 veces el número de dígitos disminuido en 
uno. ¿Cuántos son éstos? 

18) E1 total de números de dos y de tres cifras que se pueden formar con un 
determinado número de dígitos (entre los que está el cero), sin repetir 
ninguno de ellos, es igual a 216. ¿Cuántos son los dígitos? 

19) E1 total de números de 5 cifras que se pueden formar con un determinado 
número de dígitos distintos (entre los que figura el cero), sin repetir 
ninguno de ellos, es 3 veces mayor que el de números de 4 cifras que se 
pueden formar con ellos. ¿Cuántos son los dfgitos? 

20) En una reunión a la que asiste un determinado número de personas, cada 
uno de los asistentes saluda con un apretón de manos a cada una de las 
restantes personas. Si en total se producen 36 apretones de mano, 
¿cuántos eran los asistentes? 

21) Dos pafses A y B en litigio envían sendos grupos de representantes a un 
debate. La delegación del país A es más numerosa que la del país B. Los 
delegados son, en total, 18. Los del país A se saludan entre sí, al igual que 
los del país B y pero ningún delegado saluda a un delegado del otro pafs. 
En total se producen 73 saludos. ¿Cuántos representantes hay en cada 
delegación? 

22) Se realiza un congreso de Zambos, Zimbos y Zumbos. A1 encontrarse, los 
de cada delegación se saludan entre sí y saludan a los miembros de las 
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otras delegaciones, con excepción de Zimbos y Zumbos que son 
’ enemigos y no se saludan. En total se producen 244 saludos. Determinar 
cuántas personas hay en cada delegación, sabiendo que en total hay 25 
personas, que los Zambos son los más numerosos y que el número de 
Zambos excede en 3 al de los Zumbos. 

23) Un grupo de profesionales está compuesto por médicos, abogados e 
ingenieros. E1 número de formas distintas en que pueden colocarse en una 
fila, con la condición de que los abogados queden juntos y los ingenieros 
queden también juntos, es de 3.456. Determinar cuántos médicos, 
abogados e ingenieros hay, sabiendo que los abogados son la tercera parte 
del grupo y que los ingenieros superan en uno el número de abogados. 

24) Se dispone de una cantidad de libros de Matemáticas, Fféica, Química y 
Biología. Si se pone la condición de que los libros de Física deben estar 
juntos y también los de Química y los de Biología, hay 49.766.400 formas 
distintas de colocar todos los libros en un estante. Determinar cuántos 
libros hay de cada materia, sabiendo que la cuarta parte de los libros son 
de Física, los jde Química exceden en uno a los de Física y los de Biología 
en uno a los de Química. 

25) Un polígono tiene tantas diagonales como lados. ¿Cuál es el polígono? 

26) En un polígono se trazan todas las diagonales y el número de éstas resulta 
menor que el número de lados. ¿De qué polígono se trata? 

27) En un polígono el número de diagonales es mayor que el número de lados 
pero sin llegar a ser el doble de éstos. ¿Cuántos lados tiene el polígono? 

28) En un polígono el número de diagonales es mayor que el doble pero me- 
nor que el triple del número de lados. ¿Cuántos lados tiene el polfgono? 

29) En un polígono que tiene un número impar de lados, el número de 
diagonales es mayor que cinco veces el número de lados pero menor que 
siete veces el número de éstos. ¿Cuántos lados tiene el polígono? 

30) E1 número de diagonales de un polígono es 10 veces el número de 
diagonales de otro polígono que tiene 9 lados menos que el primero. 
¿Cuántos lados tiene el primer polígono? 

31) E1 número de diagonales de un polígono es 1/18 del número de 
diagonales de otro polígono que tiene 17 lados más que el primero. 
¿Cuántos lados tiene el primer polígono? 

32) La suma de las diagonales de un polígono y las de otro polígono que tiene 
dos lados más es igual al número de diagonales de un tercer polígono que 
tiene siete lados más que el primero. ¿Cuántos lados tiene el primero? 

33) La suma de las diagonales de un polígono y las de otro que tiene tres 
lados más es igual al número de diagonales de un tercer polígono que 
tiene nueve lados más que el primero. ¿Cuántos lados tiene el primero? 

34) E1 número de diagonales de un polígono excede en 6 unidades a la suma 
de las diagonales de otros dos polígonos que tienen, respectivamente, 8 y 
12 lados menos que el primer ¡x)lígono. ¿Cuántos lados tiene el primero? 

35) Si cierto polígono tuviera un lado menos, tendría siete diagonales menos. 
¿Cuántos lados tiene? 
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Permutaciones con repetición 

Supóngase~que deseamos conocer la cantidad de nunieros de siete cifras que 
se pueden formar con los dígitos 5, 5, 6, 6, 6, 7 y 8. Supóngase también que estos 
dígitos están grabados cada uno sobre una de las caras de dados de madera 
diferentes. 

Formemos con los dados un número cualquiera de siete cifras, por ejemplo 


6 

5 

7 

6 

6 

oc 


Si en esta ordenación intercambiamos el primero y el tercer dado 


7 

6 

6 

OC 


el número que obtenemos será idéntico al anterior. Lo mismo ocurre si 
intercambiamos entre sí de cualquier forma los tres dados que tienen grabado el 
número 6. 

Llamemos M al número de permutaciones discernibles (es decir, realmente 
distintas) que se pueden formar con estos elementos. 

Dado que tenemos 2! formas de intercambiar los dados que tienen grabado el 
número 5 y 3! formas de intercambiar los que tienen grabado el 6, el número total de 
formas distintas en que pueden ser ordenados los siete dados es (por el Teorema 
Fundamental de la Combinatoria): 

T=M-2\ 3! 


Por otra parte, ya sabemos que el total de formas en que se pueden ordenar 
siete elementos es 


r=p 7 =?! 

Igualando las expresiones anteriores: 

M 2! 3!= 7! 

7! 


M = 


2! 3! 


Generalizando, el número de permutaciones 
elementos entre los que hay p elementos iguales entre 
entre sí, etc., es 


p= 


p\ q\ /!• ■ 


que podemos obtener con n 
sí, q iguales entre sf, t iguales 


( 10 c ) 
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Eiemplo 57 

¿Cuántos números distintos de ocho cifras se pueden forniar con los dígitos 
3, 3, 3, 3, 5, 5, 7, y 8? 


Obviamente se trata dc un 
caso de perrnutación con 
repetición. Dado que el trcs 
cstá repetido 4 veces y cl 
cinco 2 veces, el total será: 


8! _ 8 • 7 • 6 • 5 • 4! 
4! 2! ” 4! 2! 


840 


Eiemplo 58 

¿Cuántos de los números del ejemplo anterior serán pares? 

Serán pares los terminados 
én 8, es decir, los dc la for- 
m* X XXX XX8. 


E1 número de éstos es: 


7! _ 7 • 6 - 5 • 4! 
4!2! ” 4! 2! 


105 


C Ejercicio 64 


1) ¿Cuántos números distintos de 4 cifras se pueden formar con los dígitos 

7, 8, 8, 8? 

2) ¿Cuántos números distintos de 5 cifras se pueden formar con los dígitos 

8, 9,9, 9, 9? 

3) ¿Cuántos números distintos de 6 cifras se pueden formar con los dígitos 
2, 2, 2, 4. 5.6? 

4) ¿Y con los dígitos 2, 2, 2,4, 6, 6? 

5) ¿Y con los dígitos 2,2,2, 2,6,6? 

¿De cuántas formas distintas se pueden ordenar las letras de las siguientes palabras? 

6) MAMUT 

7) LOGRAR 

8) CARACAS 

9) HEREDERO 

10) CACOFONIA 

11) PROPORCION 

12) BARRABAS 

13) BOCACALLE 

14) ABRACADABRA 

15) INDEPENDIENTE 
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A continuación se dan 5 palabras. En cada caso determinar cuántas palabras 
distintás (que tengan igual número de letras que la palabra dada) se pueden formar 
con la condición de que las vocales y las consonantes estén altemadas: 

16) LICENClA 

17) PAPUPAPA 

18) ' PENITENTE 

19) PENICILINA 

20) TITIRITERO 

21) ¿Cuántos números distintos de 7 cifras se pueden formar con los dígitos 2, 

2,2.2,4,5,67 ' 

22) ¿Cuántos de los nümeros del ejercicio anterior serán divisibles por 5? 

23) ¿Cuántos serán divisibles por 25? 

24) ¿Cuántos serán divisibles por 125? 


Variaciones con repetición 

Estudiemos la variación de m elementos en el caso de que éstos puedan estar 
repetidos cualquier número de veces. 

E1 hecho de que los m elementos puedan aparecer repetidos hace que, en el 
caso de las variaciones con repetición, n pueda ser menor, igual o mayor que m. 

Designaremos este tipo de variaciones con el símbolo V* 


Si disponemos dc m elemen- 
tos, las variaciones monarias 

deéstosson: a 3* 

Tenemos, pues, que: \/R 

v. = m 


Las variacioncs binarias se 
obtienen colocando a la dc- 
recha de cada monaria los m 
elementos dados, tal como 
aparece en el siguientc cua- 


*l fl l 

a¡a 2 

a \ a 3 

• a \ a m 

a 2 a¡ 

a 2 a 2 

a 2 a 3 '•* 

a 2 a m 

9* 

1 

1 

a y a 2 

i 

t 

i 

i 

a l a 3 " 

1 

1 

1 

4 

a 3 a m 

l 

i 

i 

I 

a m a 1 

l 

l 

1 

a m a 2 

1 

i 

| 

a m<>i ' 

a m a m 


Es obvio quc 



• rn 
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v* 

m, 2 
m.2 


=m ■ m 

2 

=m 


Las variacioncs icrnarias se 
obtienen colocflndo a la dc 
recha de cada una de las bi- 
narias los m elementos da- 
dos. 


Tendremos, pues, que: 


V\=V\m 

m, 3 w.2 


v, 

v\ 



•m 


Razonando cn forma anáJo- 
ga, tendremos la fórmula ge- 
neral: 



n 

= m > 


( 11 C ) 


Eiemplo 59 

¿Cuántos números de 4 cifras se pueden formar con los dígitos 1, 2, 3, 4, 5 y 6? 
(Para este ejemplo y para los siguientes se supone que los elementos pueden 
repetirse cualquier cantidad de veces). 


E1 número dc elementos da- 
do es m = 6 y el de los que 
entran en cada ordenación es 
n = 4. 


E1 total del número es: 


T-V¿-6 4 - 


1296 


EjmB¡o 60 

¿Cuántos números de 6 cifras se pueden formar con los dígitos 2, 3 y 4? 

E1 total dc elementos dados 
es m = 3 y el de los que 
cntran en cada ordenación es 

/i = 6. 


Tendremos que: 


T=V R = 3 6 = 

r 3.6 D 


729 


Eiemplo 61 

¿Cuántas ordenaciones distintas de 4 letras cada una pueden formarse con las 
letras A, B, C, Dt E, F, G, H, I, si en cada ordenación debe haber dos vocales y dos 
consonantes? 
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El total de formas distintas 
en que se pueden colocar las 
vocales en los dos sitios 
correspondientes a cllas ea: 


El total de formas en que se 
pueden colocar las conso- 
nantes en los dos sitios res- 
tantes es: 



Los espacios de la ordena- 
ción pueden estar ocupados 
por las vocales y consonan- 
tes de seis formas distintas, a 
saber: 


vvcc 

vcvc 

vccv 

cvvc 

cvcv 

ccvv 

E1 total de ordenaciones que 

pueden hacerse con las 

condiciones dadas es (por el 

Teorema Fundamental dc la R R 

Combinatoria): 2° = V. 2 X X 6 


= 3 2 -6 2 -6 = 


1944 


( Ejercicio 65 




1) ¿Cuántos números distintos de 3 cifras se pueden formar con los dígitos 
1,2, 3,4, 5 y 6? 

2) ¿Y cuántos números de 5 cifras se pueden formar con los mismos dígitos? 

3) ¿Cuántos números menores de 400 se pueden formar con los dígitos del 
ejercicio 1? 

4) ¿Cuántos números mayores de 4.000 y menores de 300.000 se pueden 
formar con los dígitos del ejercicio 1 ? 

5) ¿Cuántas placas de carro distintas se pueden obtener que tengan dos de 
las letras A, B, C, D, E, F, G y, a continuación, cuatro de los siguientes 
dígitos: 1, 2, 3,4, 5 y 6? 

6) Un dispositivo hexagonal para hacer señales luminosas tiene, en cada 
vértice, cuatro faros de colorés amarillo, azul, rojo y verde. ¿Cuántas 
señales distintas pueden hacerse con él si para cada señal debe estar 
encendido sólo uno de los faros de cada vértice? 

7) .¿Cuántos números distintos de 3 cifras se pueden formar que tengan dos 
cifras pares y una impar si se excluye el cero? 

8) ¿Cuántos son los números del ejercicio anterior si no se excluye el cero? 
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9) ¿Cuántas ordenaciones de 5 letras cada una pueden formarse con las letras 
a, b, c, d y e si en cada ordenación debe haber 3 consonantes y 2 vocales? 

10) ¿Cuántas ordenaciones de 5 letras cada una pueden formarse con las letras 
del ejercicio anterior si en cada ordenación debe haber 3 vocales y 2 
consonantes? 

11) 'Para transmitir señales de una isla a la costa se dispone de 6 luces blancas 
y 6 rojas, colocadas en los vértices de un hexágono. En cada vértice no 
puede haber encendida más que una luz (blanca o roja) y el número 
mínimo de luces encendidas es tres. Hallar el número de señales distintas 
que se pueden hacer. 

Combinaciones con repeticion 

Utilizaremos el símbolo 


para designar las combinaciones con repetición, es decir, aquellas en las que cada 
uno de los elementos puede repetirse cualquier número de veces. 

En las combinaciones con repetición, dos ordenaciones se consideran diferen- 
tes cuando difieren en algún elemento o cuando tienen los mismos elementos 
repetidos un número distinto de veces. 

También en el caso de las combinaciones con repetición, n puede ser menor, 
igual o mayor que m. 

Para calcular su número consideremos que disponemos de m elementos y que 
n de ellos entran a formar parte de cada ordenación. 

Construyamos una ordenación cualquiera de n elementos como la siguiente: 

^ 2 ’ ^ 2 ’ ^ 3 » ^ 9 » . 

Para diferenciar mejor cada uno de esos elementos los transformaremos 
designándolos con otra letra b cuyo subíndice será el subíndice disminuido en una 
unidad del elemento que queremos transformar más el ordinal del elemento en la 
ordenación. Dicho de otra forma: el subfndice de b será igual al del correspondiente 
elemento a aumentado en tantas unidades como términos le preceden: 


1 



= *. 

1. 

<3, 

^1+2-1 

rT* 

II 

1 

°\ 

^1+3-1 

=b 3 

1 

a 2 

^2+4-1 

-C> 

II 

1 

a 2 

^2+.5-1 

-C> 

II 

1 

a i 

^3+6-1 

-O 

II 

1 

1 

1 

1 

^9+7-1 

i 

i 

i 

t 

II 

n 

1 

1 

1 

1 

a n, 

t 

t 

t 

t 

i 

^//i+n- 

1 

1 

1 

1 

1 

l ~ ^/n+n 
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Con esto hemos obtenido que cada uno de los elementos de la ordenación de 
la segurida columna quede representado por algún elemento de la que aparece en la 
cuarta columna. La diferéncia radica en que en la primera ordenación aparecen 
elementos repetidosrno así en la segunda. 

E1 número de ordenaciones del primer tipo es una combinación con repeti- 
ción de m elementos entrando n en cada ordenación: C K . 

E1 número de ordenaciones del segundo tipo es una combinación ordinaria de 
m + n- 1 elementos entrando n en cadaordenación: C m +n-\ n* 

Y dado que hay una correspondencia biunívoca entre las ordenaciones de 
ambos tipos, podemos concluir que 


C R =c 


m+n-\,n 


o también: 


qr _ (w + n-l)! 
m - n ~ n\ (m -1)! 


( 12 c ) 


Ejemj)lo 62 

En una tienda hay estatuitas de vidrio, de porcelana, de madera y de bronce. 
¿De cuántas formas distintas pueden elegirse 6 estatuitas? 

Hay cuatro tipos dc elemen- 
tos (m = 4) con los que hay 
quc formar ordenaciones de 
seis (n = 6). 


Fl total de formas distintas 
dc hacerlo es: 


tc r (44-6-1)! 

4 * 6 ~ 6! (4-1)! 

9! _9 8 7 6! 9*8 7 
"¥3!“" 6! 3! ~ 3-2 



Eiemplo 63 _ r 

A un congreso asisten representantes de cuatro países (Austria, Bélgica, 
Canadá y Dinamarca). Todas las delegaciones tienen al menos ocho representantes, 
a excepción de Ia de Dinamarca que sólo tiene tres. ¿De cuántas formas distintas 
puede elegirse entre todos ellos un equipo de trabajo de 6 personas? 


Si la delegación danesa tu- 
viera al menos seis represen- 
tantes. los equipos de trabajo 
que podrían forrrvirsc serían: 
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Pero, dado que los daneses 
son sólo tres, hay que restar 
de este número las siguientes 
configuraciones: 

DDDDDD cuyo número es: 
DDDDDX cuyo número es: 
DDDDXX cuyo número es: 


E1 total de equipos de trabajo 
e$, pór tanto: 


C R 

'"' 1.6 

C R /~iR 

..5 XC 3,1 

C R /~*R 

1.4 XC 3.2 

r /~*R (s^R s^iR /~iR s~iR /"iR \ 

= C 4.6 "1 C 1.6 +C 1.5 XC 3.1 +C 1.4 xC 3.2 ) 

= 84-(l + l 3 + 1-6) = 


74 


( Ejerclcio 66 


1) Con los números 1, 7, 11, 15, 24 y 37, ¿cuántas sumas distintas de tres 
sumandos cada una pueden obtenerse, sabiendo que dichos números 
pueden repetirse cualquier número de veces? 

2) Se tienen pinturas de cinco colores. ¿Cuántos colores pueden obtenerse 
con ellas mezclando tres medidas iguales de una o de varias de esas 
pinturas? 

3) ¿Cuántas notas y acordes distintos pueden obtener cuatro flautistas si cada 
uno de ellos tiene una flauta que puede producir 12 sonidos diferentes? 
(Se considera que el acorde producido por un flautista que toca el Do, dos 
que tocan el Mi y uno que toca el Sol es distinta al producido por un Do, 
un Mi y dos Sol, por ejemplo). 

4) Una florista dispone de claveles, rosas y crisantemos. ¿Cuántos ramos 
distintos de 8 de esas flores puede formar? 

5) ¿Cuántos grupos distintos de 11 personas se pueden formar con pilotos, 
marinos, soldados de infantería y guardias nacionales? 

6) En una asamblea compuesta de abogados, médicos, arquitectos y 
economistas se desea formar una comisión de 7 personas. ¿De cuántas 
formas distintas puede formarse ésta si en la comisión debe haber por lo 
menos un médico? 

7) Un empresario que tiene cuentas en cinco bancos debe darle cinco 
cheques de igual monto a un proveedor. ¿De cuántas formas distintas 
puede hacerlo? 

8) En un barco en peligro hay niños, adultos, ancianos y miembros de la 
tripqlación. ¿De cuántas formas pueden elegirse los ocupantes de un bote 
salvavidas en el que caben 10 personas si el bote debe llevar por lo menos 
dos niños y un miembro de la tripulación? 
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9) Se dispone de cuadernos de cinco marcas distintas. ¿De cuántas formas 
distintas se le pueden dar siete cuademos a un estudiante? 

10) De un grupo de 9 trompetistas, 10 saxofonistas, 8 clarinetistas y 3 
flautistas se desea seleccionar a siete músicos para formar un conjunto. 
¿De cuántas formas puede hacerse esto? 

11) - En un grupo de cantores hay sopranos, contraltos, tenores, barítonos y 

bajos. De cada uno de ellos hay por lo menos diez, a excepción de los 
bajos que son sólo cuatro. ¿Cuántos coros distintos de 10 personas pueden 
formarse con ellos? 


Permutaciones circulares 

Llamaremos permutaciones circulares a las ordenaciones de n elementos 
dispuestos sobre una línea cerrada (por ejemplo una circunferencia) y las 
designaremos con el símbolo P n . 

Dos permutaciones circulares son iguales si los objetos iguales de ambas 
tienen, a su derecha e izquierda, objetos respectivamente iguales. 



Las permutaciones de la figura anterior son todas iguales, pues en ellas un 
objeto cualquiera tiene siempre a derecha e izquierda los mismos objetos. 

Dado que un objeto cualquiera puede ocupar n lugares alrededor de la 
circunferencia, son n las permutaciones iguales derivadas de esta rotación. 

Ya es sabido que el total de permutaciones que se pueden obtener con n 
elementos es P n =n\ 

Si dividimos por n este total, obtendremos las permutaciones circulares 
distintas: 



n\ 

n 




En definitiva, 

Pn C =Pn-l=("-W 


(13 c ) 


Eiemvlo 64 

¿De cuántas formas distintas pueden sentarse siete personas alrededor de una 
mesa redonda? 

Es obviamente un caso de 
permutación circular de 7 
elementos. E1 total es: 

T = P 7 C = 6 != 


720 
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Eiemplo 65 

¿De cuántas formas distintas pueden sentarse el Presidente de una empresa y 
seis empleados alrededor de una mesa redonda? 

Cuando en una permutación 
circular uno de los elementos 
destaca de lo? demás, las 
distintas posiciones que este 
elemcnto ocupa cn la ünca 
ccrrada dcbcn considerarse 
como ordenaciones distintas. 

El problema se conviertc, 
por tanto, en un caso simple 
de permutaciones ordinarias. 

EI tótal pedido es: 

T = P-j = 7!= 


5040 


Eiemplo 66 


¿De cuántas formas distintas pueden colocarse 8 personas alrededor de una 
mesa si hay tres de ellas que no deben o’cupar sitios consecutivos? 


Calcularcmos el total de pcr- 
mutaciones circulares y le 
restaremos aquellas en las 
que las tres personas ocupan 
sitios consecutivos. 

E1 total de pcrmutaciones 
circularcs cs: 

Para calcular Ias ordenacio- 
nes en las que las tres perso- 
nas ocupan sitios consecuti- 
vos, consideraremos estas 
personas como una unidad 
inseparable. Esta unidad con 
las cinco pcrsonas rcstantcs 
forman un total de seis 
elementos. Las permutacio- 
nes circuiares de éstos son: 

Pero, por cada una de estas 
posibilidades, las formas en 
que pueden colocarse las tres * 
personas cn sitios consccuti- * 
vos es: 


P C 

r 8 


P, c 




E1 número de ordenacioncs 
en las que las tres pcrsonas 
ocupan puestos consecutivos 
es: 


P 6 c xP 3 


Y el total pedido es: 


T-.Pf-(P<xP,) 

= 7!—5! 3!= 4320 
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C Ejerclcio 67 


1) ¿De cuántas formas distintas pueden colocarse cuatro personas para jugar 
dominó? 

2) ¿De cuántas formas distintas pueden colocarse alrededor de una mesa 
redonda un profesor con sus 8 alumnos? 

3) ¿De cuántas formas distintas pueden colocarse 8 velas de distintos colores 
en los bordes de una torta redonda? 

4) ¿De cuántas formas pueden colocarse las velas dei ejercicio anterior si una 
de ellas debe ir en el centro de la torta? 

5) ¿De cuántas formas distintas pueden colocarse siete niños al hacer una 
rueda si entre ellos hay dos hermanitos que siempre quieren quedar juntos? 

6) ¿De cuántas formas pueden colocarse 9 personas alrededor de una mesa 
redonda si 4 de ellas no deben quedar en sitios consecutivos? 

7) ¿De cuántas. formas distintas pueden colocarse cinco presos airededor de 
una mesa redonda si uno de ellos tiene la mano derecha esposada a la 
izquierda de otro preso? , 

8) ¿De cuántas formas pueden cuatro niños y cuatro niñas hacer una rueda si 
los niños y las niñas deben estar altemados? 


( Ejerclcio 68 


Ejercicios de recapitulación 

1) Demostrar que n!-f (n +1)!= 

n + 1 

2) Demostrar que (n +1)! -n! = n 2 (n -1)! 


1 


3) Demostrarque — + 

4) Demostrar que 


1 


n + 2 


n\ (n + 1)! (n +1)! 
m\ 


m\ 


(n -1)! (m - n +1)! n\ (m - n)! 


(m +1)! 
n\ (m-/i + l)! 


Demostrar por Inducción Completa las tres igualdades siguientes: 

5) l l!+2-2!+3-3!+.+ n n!=(n + l)!-l 

J_ 2_ 3_ n _1_ 

} 2! + 3! + 4! + . + (n +1)! * 1 (n + 1)! 

7) Ki,«t =m(m- l)(m-2).(m-n + 1) 


8). Un dispositivo para hacer señales con banderas tiene 6 posiciones para 6 
bañderas. ¿Cuántas señales distintas pueden hacerse con ellas desple- 
gándolas simultáneamente si tres de las banderas son rojas, dos son azules 
y una es blanca? 
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9) ¿De cuántas formas diferentes pueden colocarse 5 llaves en un aro? 

10) ¿Cuántos cornités distintos de 6 personas se pueden formar con los 10 
empleados y con los 15 obreros de una fábrica 

a) si el comité debe estar formado por 4 obreros y 2 empleados? 

b) si en el comité no debe haber más de 4 empleados? 

11) ¿De cuántas formas distintas se pueden ordenar las letras de la palabra 
"MURCIELAGO" si en todas ellas las vocales deben aparecer en ese 
rnisrno orden: U 1 E A O ? 


12) ¿De cuántas formas distintas pueden ordenarse las letras de la palabra 
"TRIQUITRAQUE" si después de la letra Q debe ir una U y, después de 
éstas, una / o una E1 ' 


13) Se dispone de 3 pesas de 5 gr cada una, 3 pesas de lkg cada una y 2 pesas 
de 5 kg cada una. ¿Cuántas pesadas distintas pueden efectuarse con 3 
pesas coino máximo? 

Í(jc- y)!= y -1 

14) Rcsolver el sistema: \ 

[x -f > = 5 


15) Resolver el sistema: 


[(.<’->’)!=5y + 1 
}.v+2;y = 6 


,v!*7 


16) Resolver: 


^ (3->)!^2 
x - 2> = 1 


17) Seis personas. entre las que están A y B, van a tomar la palabra en una 
reunión. ¿De cuántas formas distintas puede establecerse el orden de las 
intervenciones si A debe hablar antes que B1 

18) ¿Cuántos cuadrados hay cn un tablero de ajedrez? 


La primera fila de una sala de cine tiene 12 asientos. ¿De cuántas formas 
distintas pueden sentarse en esa primera fila 5 hombres y 4 mujeres ... 

19) ... si pueden sentarse en cualquier asiento, sin ninguna restricción? 

20) ... si el grupo debe sentarse en asientos contiguos? 

21) ... si las mujeres deben sentarse en asientos contiguos? 

22) ... si los hombres deben sentarse en asientos contiguos? 

23) ... si las mujeres deben colocarse de a dos y entre un par de mujeres y 
otro debe haber al menos un hombre? 

24) ... si no deben quedar más de tres hombres en asientos contiguos? 

25) .. si hombres y mujeres deben colocarse en forma altemada y en asientos 
contiguos? 

26) ... si hombres y mujeres deben colocarse en forma altemada pero no 
necesariamente en asientos contiguos? 
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27) ... si no deben sentarse dos hombres o dos mujeres en asientos contiguos? 

28) ... si las mujeres deben colocarse en asientos contieuos y en orden de 
edad? 

29) ..; si no deben quedar dos asientos contiguos vacíos? 

30) ... si deben sentarse todos en orden de estatura? 


31) Una urna contiene 12 bolas, de las cuales 5 son negras, 4 blancas v 3 
rojas. ¿De cuántas maneras se pueden sacar simultáneamente grupos de 
seis donde haya por lo menos una de cada color ? 

• 32) ¿De cuántas formas se pueden colocar 3 damas en un lablero de ajedre/ 
de tal forma que sus posiciones sean los vértices de un triángulo 
rectángulo cuyos catetos sean paralelos a los bordes del tablero? 

33) ¿De cuántas formas se pueden colocar 4 damas en un tablero de ajedrcz 
de tal forma que sus posiciones sean los vértices de un rectángulo de 
lados paralelos a los bordes del tablero? 

34) ¿Cuántos rectángulos hay en un tablero de ajedrez que tengan un lado 
iguai al doble del otro? 

35) ¿Cuántos rectángulos hay en un tablero de ajedve/. qtic tengan un 1 adi> 
igual al triple del otro? 

36) ¿De cuántas formas se pueden colocar 4 damas en un tablero de ajedrez 
de tal forma que sus posiciones sean los vértices de un rectángulo dc 
lados paralelos a los bordes del tablero y que uno de los lados sea igual al 
doble del otro? 

37) Cuatro muchachos viajan en un autobüs que corre a una velocidad de 90 
km/hora, ocupando cuatro puestos que están al fondo dcl vehículo. Cada 
cuarto de hora se intercambian los puestos y llegan a su destino cuando 
han agotado todas las disposiciones posibles. ¿Cuántos kilómetros 
recorrió el autobús? 
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BINOMIO DE NEWTON 


Numeros combinatoríos 


En el estudio de las propiedades de la potencia de un binomio, emplearemos, 
dada su practicidad, la notación de Euler ( m j para representar la ya conocida 

•expresión 


<m ) = c 

{n) ^ m ' n 


(14 c ) 


La expresión m recibe el nombre de número combinatorio. A pesar de 


que no se trata de una fracción, llamaremos numerador al número m y denomina- 
dor al número n. 


Dado que el número combinatorio ( m j es igual a C mn , todas las 

equivalencias y propiedades de éste último se pueden aplicar al primero. 

Tenemos, por tanto, que, por la relación (4 C ): 



m(m - l)(w - 2)- 

• (m — n +1) 


n\ 


(15 c ) 


Esta reiación nos permite calcular el valor del número combinatorio cuando 
conocemos el valor de n. 


Eiemplos 


5 

7^ 

4, 




5-4 


= 10 


2! 

7 6 5-4 
4! 


= 35 


•x(x - l)(x-2) _ jt(.v-1)(jc —2) 
' 3! _ 6 
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Tenemos, además, que, por la relación (6 C ): 


Cm'_ m\ 

K n ) (m- n)\ n\ 


(16 c ): 


relación que nos será de utilidad especialmente cuando desconozcamos el 
valor de n. 


Eiemplos 


Í5\ 


W 


(5 - a)! a! 


: + A 


x 

x 

x-3 


(a+7)! 


7! x! 


x'. 


3! (x-3)! 


/ 


jc (jc — l)(jf — 2 )(jc — 3)! .v(.c-1)(j:-2) 

6(jc-3)! 6 ~ 


Propiedades de los números combinatorios 

Son las mismas que las de la expresión (2 m n . 

Propiedad I: Por la relación (7 C ) tenemos: 



(17 c ) 


es decir, que dos números combinatorios con igual numerador y denomina- 
dores complementarios con respecto a aquél son iguales. 


Ejemplos 


Son ciertas por la propiedad (17 c ) las siguientes igualdades: 


9^ 

7/ 

(IV 

,5, 

8 


9' 

2; 

(n\ 

Í 8 1 


Esta propiedad nos permite, como en el caso de las combinaciones, simplifi- 
car algunos cálculos. 


Eiemplo 

Calcular 


^9(T 

, 88 , 
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Propiedad II: Por la relación (8 C ) tenemos: 



Eimjdos. 



(18 C ) 


Propiedad III: Es fácilmente demostrable que 



(19 c ) 


En efecto: 

_ 

^ 1 J (m-1)! 1! (m-1)! 

( m m\ m\ _m(m-1)! 

\m -1J (m - m +1)! (m -1)! l!(m-l)! (m-1)! 

EkJmks 
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( Ejercicio 69 

Calcular el valor de los siguientes números combinatorios: 


D 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 


12> 

3; 

"22 

,20 

'T 

,0> 






13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 


J 


91 
89, 
^120 
118 
115 
3 

/"943 
942 
x + \ 

2 

x-5 > 

3 > 



20 ) 

21 ) 

/ 

22) 


" 1 
U-3J 

" x > 

'x + V 

< x J 


23) 

24) 


'x + V 

K x ~\j 

íx + 2' 

U-i, 


( Ejercicio 70 

Tomando en cuenta la propiedad (17 c ), determinar por simple 
inspección el valor de x en cada una de las siguientes igualdades: 


1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 



( 6 1 

,2, 

ÍT 



vOy 



rir 

) 


v 

rm 

r 



6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10) 




( Ejercicio 71 

Tomando en cuenta la propiedad (17 c ), determinar cuál debe ser el 
valor de m en las siguientes igualdades: 


1) 



fm) 

(m) 


(m' 


2) 

— 


<2 > 

UJ 


,9, 


3) 
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4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 


2m 

4 

m 


(2 m 
0 


3 fn 
a + 2 


m 


+ 2 \ 


2x + 3 r 
15 -m' 
1 + x 


3 m 
1-a 
m + 2 
8-2x 
15- m 
1-x 


9) 

10 ) 
H) 
12 ) 

13) 


6-w'j 
8 + 3x y 

8-4 m 
a — b 
5m +10) 
1 + 2x 


6- m 
9-3x 
8-4 m> 
3 a + 5bj 
^m + lO 
. 3 + 3jc 


m 

1 — x 


2 A 
/ 


/ 2 ^ 

m 

jc + 2 


( 2 , 
m +3 


'mHl' 

k 8 + a ) 


,ll-a ; 


Propiedad IV: Esta última propiedad de los números combinatorios, llamada 
Regla de Pascal , fue demostrada en el Ejercicio 55 N° 10 (pág. 206): 



ím-l^ 

+ 1 

í-'l 

v n ~K 

1 

l » ) 


( 20 c ) 


que se puede expresar también de esta forma: 




( 21 c ) 


La suma de dos números combinatorios de igual numerador y denominadores 
que difieren en una unidad, es otro número combinatorio cuyo numerador es supe- 
rior en una unidad al de los anteriores y cuyo denominador es el mayor de los deno- 
minadores. 


Ejemplos 


Son ciertas las siguientes igualdades: 
8^ 


\ 

Í 7 1 

m 

= 

. + 



w 

iv 


\ n 4 ^ 

(14\ 

= 

+ 

J UJ 

UJ 


'x + l\ 

Í'V 

fx\ 

< 3 y 

UJ 

,3, 


y también éstas otras: 
(4\ (4\ (5 
2 ) 3 " 3 
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C Ejercicio 72 

Utilizando la propiedad (20 c ), descomponer cada unp de los siguientes 
números combinatorios en una suma de números combinatorios: 


1) 

2 ) 

3) 

4) 




8 ) 

9) 

10 ) 


U; 

U + 2> 

'2x-l\ 
,x + lj 


( Ejercicio 73 


Utilizando la propiedad (21 c ), hallar el número combinatorio equivalente a 
cada una de las siguientes sumas: 


■> G. 
2> * 

3) ' 

4) 

Eiemplo 1 



^ 8 > 

H 

( 6 > 


( 9 ) 

) + i 

y 


) i 


) + i 


\ 

( 10 ) 

+ 

/ 

l.J 


5) 

6 ) 

7) 


,6, 


JC + 1 


x + l 

1 


(2x + Í\ (2x + 3 
+ 


Resolver la ecuación: 



+ 

'x\ 

UJ 


,3> 


= 56 


Aplicamos la, propiedad 
(21 c ) al primer miembro: 


X + 1 


= 56 


8 ) 

9) 

10 ) 


3jc-2) (3*-2^ 


12 ) 


v x + 5 
f 20 
yX + 1 ) 


11 


) | 

í 10 1 

) + l 

U +6 J 


r 20 ) 

) + 

k x + 6) 
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DesarroiLamos el número 
combinatorio: 


Í£±iMilil = 56 
3! 

(;t + l);t(;t-l) = 336 


Oescomponemos e! miembro 
de )a derecha en tres factores 
decrecientes consecutivos: 

De donde 


(jc + 1)jc(x-1)= 8-7-6 


jc = 7 




Bjempto.l 


Resolver Ia ecuación: 



= 252 


Aplicamos !a propiedad 
(21 c ) a los dos primeros tér- 
minos del miembro izquier- 
do: 



Volvemos a hacerlo con los 
dos primeros términos de la 
ecuación resultante: 


Nucvamente: 



= 252 


Resolvicndo: 


De donde 


(.r + 2)(.t +1) *(* - l)(-t - 2) 2g2 

5! 

(jt + 2)(jt +1) Jt (jt - l)(jt - 2) = 30240 
(jt + 2 )(jc + l)jc(jt — l)(jt — 2) = 10-9-8-7-6 


jt = 8 


EismBkJ. 


Resolver la ecuación: 



Aplicando (21 c ) en el primer 
miembro: , 



f 9 

<* + 

9 ^ 
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Desarrollando ambos miem- 
bros mediañte la reiación 
( 21 c ): 


Simplificando y resolviendo: 


De donde 


10 ! 


3 9! 


(8-jc)! (jc + 2)! (9 — jc)! jc! 

10 9! 3 9! 


(8 - jc)! (jc + 2)(x + 1)*! (9 — jc)(8 — jc)! jc! 

10 3 

(jc + 2)(jc + 1) (9-x) 

10 (9 - jc) = 3 (jc + 2)(jc +1) 

90-10jc = 3jc 2 +9jc + 6 t 

3jc 2 +19jc-84 = 0 


- -28 


X, =- 


jc 7 = 3 


( EJerclcio74 


Utilizando la relación (21 c ), resólver cada una de las siguientes ecuaciones: 


» 


2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 
7) 
S) 

9) 

10 ) 


V'V 
\ 


= 28 


= 495 


7 M\- 


A r*+n 
3 > 
n ( 


+ l 3 


jc + 2^1 (x + 2\ (x + 3} 

2 + 3 H 4 


= 35 

= 126 

= 5 


3h, 


jt+n (x^ 


+ 
/ • 


v4/ 


jc — 2^ 

1 > 


x — 2 

+' 2 i+ 


= 56 
Oc-1 


<jc + n (jc + 2 > ) (x) (x + 3 


3 J + 4 


rx-n 

5 

8 


^jt-3 
v 3 


V 

n 

+ 

vU 

r x-2 



3 ) + l4' = 35 


V 



' + I 2 I + 


l 6 


(x-3 
2 


jt + 4^ 

6 > 

= 210 


= 84 



r 8 1 

( 9 ) 


8 ^ 

+ 


+ 

= 3 


) 


U + 2j 


s x + 2> 
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11) 

12 ) 


13^ 


12 ^ 
x-2 


ÍH ) + í 12 1 = 3 

jt + iJ U-i 


f \4r 

<*. 


( 18 3 716 
+ 


U + 3 y 


-V l + [x + 2 


17 W 19 


W16) 

( 19 3 

+ 

= 20 

J U +1 J 

U+iJ 


( Ejercicio 75 


1) Demostrarque 


(2 n) 

(2n-l\ 


= 2 

{ n ) 

l n J 


Aplicar la relación demostrada en el ejercicio anterior a cada uno de los 
siguientes casos: 

(]2^ 

2 ) 


3) 


I8 > 
9 j 


4) 

5) 


20^ 

10 , 

rioj 

5 


Verificar las siguientes igualdades: 


6) 


7) 


í„\ 


v'; 


+ 2 


+ 6 


v2; 

( n \ 


v 2 y 


= n 


+ 6 


= n' 


« kh; ♦» 


v3y 


+ 24 


9) 


10 ) 


+ 30| | + 150| 


í") 

( 

+ 240 

+ 120 

fn\ 

UJ 

UJ 




= n 




u 


+ 4 


r« + H 

3 


(n + 2} 
3 


= n 


Resolver las siguientes ecuaciones: 

(x' 

ír\í¡ 

,4J 


11) 5 

12 ) 2 
13) 


3 (x + 2' 
3 


v2, 


v 

jn_ 3 u 


+ 6 


+ 6 


= 0 

= 0 

= 64 
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Teorema del Binomio 

Examínese la siguiente tabla de números combinatorios: 


\n 
m x 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

1 







1 

1 

1 






2 

1 

2 

1 





3 

1 

3 

3 

1 




4 

1 

4 

6 

4 

1 



5 

1 

5 

10 

10 

5 

1 


6 

1 

6 

15 

20 

15 

6 

1 


En ella aparecen algunos valores de ^ J. Los valores de m aparecen escritos 

verticalmente en la columna de la izquierda; los de n, horizontalmente en la fila 
superior. 

Verifíquese, por ejemplo, que * 



Obsérvese, además, que cada uno de ellos satisface la regla de Pascal 


í m> l 



( 20 c ) 


En efecto, cualquier número combinatorio de la tabla es igual a la suma del 
que está inmediatamente arriba y el que precede a éste último en la fila a la que 
pertenece. Por ejemplo, 20=10+10; 15 = 5+10 ó 15 = 10 + 5; 6 = 3 + 3, etc. 

Por esta razón, este cuadro recibe el nombre de Triángulo de Pascal. 


Examínense, ahora, los desarrollos de las siguientes potencias del binomio 
a + desarrollos que se obtienen fácilmente con la aplicación de productos notables 
o de multiplicaciones sucesivas: 

(a + b)° = 1 


(a + b )‘ =a + b 

(a + b ) 2 = a 2 + 2ab + b 2 

(a + bf = a 3 + 3a 2 b + 3 ab 2 + b 3 

(a + b) A =a 4 + 4 a 3 b + 6 a 2 b 2 + 4ab 2 + b 4 

(a + b) 5 =ia 5 + 5 a 4 b +10 a 5 b 2 +10 a 2 b 5 + 5 ab 4 + b 5 

(a + b ) 6 =a 6 +6a 5 b + \5a 4 b 2 +20 a 3 b 3 +15 a 2 b 4 +6 ab 5 +b 6 
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Un hecho salta inmediatamente a la vista: los coeficientes de los términos de 
un desarrollo cualquiera coinciden con los números de la fila correspondiente en el 
cuadro de números combinatorios que anteriormente construimos. 

Sustituyendo, por tanto, en un desarrollo cualquiera, por ejemplo en (a -I- b) 5 , 
los coeficientes por los números combinatorios equivalentes, tenemos: 


Xa + b) 5 = 


f<\ 


vO/ 


a 5 + . \a A b + 


„3* 2 
a b .+ 


aV+| " \ab* + 


Dado que esto podemos hacerlo en cada uno de los seis casos, parece natural 
esperar que lo mismo suceda con el desarrollo de cualquier potencia n : 


Aa+b) n =\Ja n +1 ^ \a n -'b + 




Demostraremos, por Inducción Completa, que esto es cierto. 
Ya comprobamos que la igualdad es cierta para algunos valores de n. 
Supongamos que es cierta para n = k: 




k 

k-2 


2 l /:-2 , 

a o + 


k 

k-1 


ab k - { + 


b k (I) 


Demostraremos que, entonces, la igualdad es tarabién cierta para n = k + 1, es decir, 


que 


(a + b) k+l = 


k + \\ 

0 J 


k+\ , 
a + 


'k + \ 

t 1 


a k b + 


k +1 


a k ~ l b 2 +- 




Partimos del miembro izquierdo de la iguaJdad (II): 

(a + b) k+x =(a + b) k (a + b) 

Sustituimos (a + b) k por su equivalente en la ígualdad (I): 

r k 

[k-2 

Multiplicamos aplicando la propiedad distributiva: 


O-O';**©- 


*-V+.+ 


a 2 b k - 2 + 


(/-,) 


ab k ~' + 


(a + b) 


a* +l + 


a' t f>+l 2 ja‘- | í> 2 +- 


|a*f> + | - |a * -l ¿ 2 + 


G> 


*-v+.+ 


y 


\a 2 b k ~' + 


k ^ 
k-1 




Sacando factor común en cada par de términos semejantes: 


a k+ ' + 


tOj 1 



(*-.K 


ab k + 


M I 


Aplicando la propiedad (21 c ) de los números combinatorios, transformamos cada una 
de las sumas que aparecen entre corchetes: 
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a * + -'+ 


Pero 


'* + l 
1 
k 


a k b + 


2. 


a k ~'b 2 + .+ 


k +1 
k -1 


2 u k-\ , 
a b + 


k +1 
k 


ab k + 


M l 




. Por tanto, sustituyendo tenemos 


k + l\ 

0 J 


a **'+ 


r*+f 


a‘¿> + 


Jt + l 


a k ~'b 2 + .+ 


k + í\ 
k -1 


2,*-l , 

a ¿7 + 


k +1 
k 


ab k + 


k +1 
Jt + 1 




con lo que demostramos la proposición. 

Podemos en consecuencia generalizar nuestra proposición para cualquier 
valor natural de n : 





Esta igualdad se conoce como Teorema del Binomio (22 c ). 

Propiedades del Binomio de Newton 

Analizando la igualdad (22 c ) podemos deducir algunas propiedades del 
Binomio de Newton. Para facilitar este análisis, tomaremos como ejemplo el 
desarrollode (a + b) 6 \ 


(a + bT=\ o \a° + 


a 5 b + 


a*b 2 + 


31 3 , 

a b + 


aV + 


ab 5 + 


En el desarrollo de (a + b) n se observan las siguientes 


Propiedades 

1) El número de términos del desarrollo es igual a n + 1. En nuestro ejemplo, 
los términos del desarrollo son 6+1=7. 

2) El coeficiente de un término cualquiera del desarrollo es un número 
combinatorio cuyo numerador es n y cuyo denominador es el ordinal del término 
disminuido en una unidad. 

Véase en el desarrollo tomado como ejemplo, que todos los números com- 
binatorios tienen comp numerador 6. Por otra parte, en el tercer término el 
denominador del número combinatorio es 2; en el sexto término el denominador del 
número combinatorio es 5; etc. 

3) El exponente de a en un término cualquiera es siempre igual a la 
diferencia entre numerador y denominador del número combinatorio que ese 
término tiene por coeficiente. 

E1 exponente de a en el cuarto término es 6 - 3 = 3 

E1 exponente de a en el séptimo término es 6 - 6 = 0 

4) El exponente de b en un término cualquiera es siempre igual al 
denominador del número combinatorio que ese término tiene de coeficiente. 
(Verifíquese). 
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5) La suma de los exponentes de a y b en un término cualquiera es siempre 
igual a n. 

En el tercer término: 4 + 2 = 6 

En el sexto término: 1+5 = 6 

6 ) El exponente de a en el primer término del desarrollo es n y decrece en 
una unidad por vez en cada uno de los términos siguientes. 

7) El exponente de b en el primer término del desarrollo es cero y crece en 
una unidad por vez en cada uno de los términos siguientes. 

8 ) Los términos equidistantes de los extremos tienen siempre igual 
coeficiente. Esto se debe a que en los números combinatorios de esos términos los 
denominadores son complementarios con respecto al numerador. ' 

E1 primero y el séptimo término tienen coeficiente 1 

E1 segundo y el sexto término tienen coeficiente 6 
y así sucesivamente. 

9 ) La suma de Ips coeficientes de los términos impares es igual a la suma de 
los de los términos pares , y esta suma es siempre igual a 2 n ' 1 . (Esta propiedad y la 
siguiente serán demostradas más adelante). 

En nuestro ejemplo: 

1 + 15 + 15 + 1 = 32 = 2 6-1 = 2 5 

6 + 20 + 6 = 32 = 2^' = 2 5 

10) La suma de los coeficientes de todos los términos del desarrollo es siempre 
igual a 2 n . 

1 + 6 + 15 + 20+15 + 6 + 1 =64 = 2 6 

Desarrollo de potencias de binomios 


Ejemplo 1 _ 

Desarrollar: (jc + y) H 

E1 desarrollo tendrá 9 térmi- 
nos cuyos coeficientes serán: 



E1 primer término x dcl 
binomio aparccerá con expo- 
nente 8 en el primer término 
del desarrollo y. a partir de 
ése, en todos los demás tér- 
minos con exponeptes decre- 
cientes una unidad por vez: 
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E1 segundo t4rmino v del 
binomio aparecerá en todos 
!os términos con exponentes 
crecientes en una unidad por 
vez, comenzando por el 
exponente cero: 



Calculando los números 
combinatorios y simplifican- 
do: 


X* + 8.V 7 V + 28;t 6 v 2 + 56 jt 5 V 3 + 70x 4 / + 56jc 3 v 5 + 28jv 2 _v 6 + 8 xy 1 + >- 8 


Eiemplo 2 

Desarrollar: (a-fc) 5 

Construimos los coeficientes 
de los 6 términos de! desa- 
rrollo: 



Colocamos ci en potencias 
decrecientes: 



Colocamos -b en potencias 
crecientes: 




-b) 4 + 




Calculamos los numeros 
combinatorios y simplifica- 
mos: 


= fl 5 -5a 4 t> + 10a 3 ¿> 2 -10aV+5a¿> 4 -f> 5 

| Nota: Cuando ei segundo término del binomio tiene signo negativo, los términos del 
desarrollo son altemadamente positivos y negativos. Esto sucede porque 
cuando el segundo término -b tiene exponente par, cosa que ocurre en los 
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términos impares, el resultado es una cantidad positiva. Lo contrario sucede j 
cuando -b tiene exponente impar, cosa que ocurre en los términos pares. j 
Tendremos en cuenta esta observación en los ejemplos que siguen. 


Ejemplo 3^ _ 

Desarrollar: ( a 2 -b 3 J 

Construimos los coeficientes 
con signo alternado, dado 
que el segundo término es 
negativo, de los 7 términos 
del desarrollo: 



Colocamos a 2 en potencias 
decrecientes: 



Colocamos b* en potcncias 
crecientes: 



Calculando coeficientes y 
efectuando potencias: 

= a 12 -6a'°¿7 3 +15a 8 ¿> 6 -20aV + 15a 4 i> 12 -6a 2 ft 15 +¿> 18 


Eiemplo 4 _ 

Desarrollar: (tya- 2^ 

Él desarrollo tendrá la si- 
guiente forma: 
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Efectuando y simplificando 
radicales: 


a<tfc-l4a+ 84^ -28oV? + 560V« -672^,'a + 448^'a -128 


Eiemplo 5 , _ 

Desarrollar: (1 + 2 í) 4 


E1 desarrollo tendrá la si- 

4) 74) 


4) 

guiente forma: = 

. + , 

2 / + 


W UJ 




(4 


\-V 


2 3 / 3 + 



Efectuando y reduciendo las 
polencias de la unidad 
imaginaria: 


= 1 + 8/-24-32/ + 16 = 


-7-24/ 


( Ejercicio 76 


Desarrollar las siguientes potencias y simplificar los resultados: 

11) (i +/) 6 

12 ) (1 - 0 5 

13) (l + V3 í) 7 

14) f^fx - 2) 6 


1) U + l) 4 

2) 1 (a 2 -lf 

3) (Ví + lf 

4> HJ 

5) (cosa + sena) 4 

6) \cosjc - sen xf 

* ífií 

8) (2 r + l) 5 

9) (*-V2) 7 
10) (W + 2x) 4 


15) (1 — lg jc ) 4 

■ 6 > (Hl 

17) (a'-3) 4 

18) (aV + l) 3 

19) (tga + ctga) 6 

20) (x-y) x 


( Ejercicio 77 

Tomando en cuenta las propiedades del Binomio de Newton, calcular en cada 
caso el valor de n en (a + b ) n , el coeficiente del término, el número de términos del 
desarrollo, el ordinal del término y la suma de los coeficientes de ios términos del 
desarrollo sabiendo que hay un término cuya parte literal es: 

1) a 4 í> 2 5) aV 8) aV 

2) aV . 6) a 9 b 2 9) ab 8 

3) aV 7) aV 10) a 2 b" 

4) a 4 ¿> 3 
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Cálculo de un término cualquiera 

Las propiedades del Binomio de Newton nos permiten calcular un término 
específico de una potencia sin necesidad de desarrollarla por completo. 

Veamos algunos ejemplos. 


Ejemp.loA 


Calcular el quinto término del desarrollo de 



12 


El término que se nos pide 
(7' 5 ) tiene como coeficiente 
un nymero combinatorio cu- 
yo numerador es n (12 en 
nuestro caso) y cuyo deno- 
’ minador es el ordinal del tér- 
mino disminuido en una uni- 
dad (5 - 1 = 4): 


(\2'' 

, 4 , 


E1 exponente dcl primer tér- 
mino del binomio es igual a 
la diferencia cntre numera- 
dor y denominador del nú- 
mero combinatorio (12-4 = 
8 ): 



E1 del segundo término del 
binomio es igual al denomi- 
nador del número combina- 
torio: 



El término es, por tanto: 



Efectuando y simplificando: 


9 1 

= 495x 2 • — 5 - 

X 


495 


Eiemplo 7 


( 2 3 \ 11 

sen a + csc aj 


Siguiendo en forma análoga 
los pasos dados en el ejerci- 
cio anterior, tendremos: 


T-j = [ ](sen 2 aj (csc 3 aj 


= 462sen 10 acsc 18 a = 


462 csc 8 a 
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Eiemvlo8 


Determinar el penúltimo término del desarrollo de (3 - i) 13 


Como el desarrollo de esta 
potencia tiene 14 términos, 
el que se nos está pidiendo 


es el 13°: - 



Nótese que el segundo térmi- 
no del binomio es negativo. 
Sin embargo, como en el T, 3 
dicha expresión aparece ele- 
vada a exponente par, ten- 
dfemos: 



Reduciendo las potencias de -- 

la unidad imaginaria: =13.3*1= 39 


Término o términos centrales 


E1 desarrollo de la potencia de un binomio tendrá uno o dos términos 
centrales dependiendo de que el exponente sea par o impar. 

En efecto, si el exponente es par, dado que el número de términos del 
desarrollo es igual an + 1, tendremós úri nümero impar de términos en el desarrollo 
y un solo término central. 

Por el contrario, si el exponente es impar, tendremos un número par de 
términos y, en consecuencia, dos términos centrales. 


Eiemplo 9 


¿Cuál es el término central eri (a + ¿>) 10 ? 


E1 desarrollo tiene 11 térmi- 
nos y, por tanto, un solo 
término central. 


Para saber cuál es, dividimos 
11 entre 2: 


11 + 2 = 5,5 


Término central = T 6 


Eiemplo 10 


¿Cuáles son los términos centrales en (a + &) 15 ? 


E1 desarrollo tiene 16 térmi- 
nos y, por tanto, dos centra- 

les: 


16 + 2 = 8 


Términos centrales = T % y T 9 
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C Ejercicio 78 | 


Calcular en cada uno de los siguientes desarrollos el término o los términos 
que se indican entre paréntesis: 


1 ) 

2 ) 


/ \ 12 

!♦* 


2 l 3 nI4 
a b 


3) (% + VÍ)' 3 


4) l£ ^ 


10 


5) N 


i¡3 \¡2 

2 V>) 


10 


6 ) J 

7) (a + Vfc)'’ 

8) (csc 2 a-sen^a) 1 ' 


9) 

;#-#) 

12 

10) 

( Wx V 3 y 3 "T 

l y x 

/ 

11) 1 

(Jiga +Jciga) 

12) 

r V3 V2/ 

11 

[2 3 , 


13) 

rvs v2í n 

13 

1 3 2 , 


14) 



10 


(*>) 

(r 4 y t s ) 

(t,, y t 6 ) 

(Tj y t 4 ) 

(T central) 

( Ts centrales) } ; 

(Penúltimo Término) 

fa) •• ^ 

(T central) ^ 

fo) 

(T-i y r 4 ) 

(Tí centrales) 

(7¡ 0 y r 8 ) 

(i¡, y T) 


\ 

f'. 



T <f 
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Términos de ordinal desconocido 


La aplicación de las propiedades del Binomio de Newton nos permite, con la 
ayuda de determinados datos, trabajar con términos de ordinal desconocido y 
calcularlos. 


Un término de ordinal k del desarrollo de (a + b) n tiene la siguiente 
configuración: 


T k = 


n 

k-1 


a b 


Por su mayor sencillez, se hace preferible, en los casos de términos de ordinal 
desconocido, darles el subíndice k + 1. En ese caso la expresión anterior queda así: 




\ k J 


~n-kik 

a b 


Veamos algunos ejemplos que implican la utilización del término de ordinal 
desconocido: 


Eimpfo U 


En el desarrollo de 



23 

hay un término cuya parte literal es a“ . ¿De 


cuál término se trata? ¿Tiene el desarrollo término independiente? 


No conocemos el ordinal del 
término cuya parte literal es 
a u . Lo llamaremos 7L i y su 
configuración es: 



Sabemos que la parte literal 
de ese término es a 2 \ Toma- 
mos la parte literal del T A+ , 
(prescindiendo de las demás 
cantidades y de los signos) y 
la igualamos a a 23 : 



La igualación hecha da ori- 
gen a una ecuación exponen- 
cial que siempre se puede 
resolver por igualación de 
bases (¿Por qué?) 


51-3/: -k 23 

a • a ~ a 


a 5 '- 3 *-* 


= a 


23 


(I) 


Siendo iguales las bases, de- 
ben serlo también los expo- 

nentes: 51 — 3k — k = 23 


de donde 


k = 7 
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Conociéndo ei valor de k , 
podemos dar respuesta a la 
primera pregunta. Ei término 
que contiene a 23 es: 



La segunda parte del 
problema éonsiste en deter- 
minar si el desarrollo tiene 
término independiente. E1 
término independiente es 
aquel en el que la parte lite- 
ral tiene exponente cero. 


Si en la ecuación (I) 
• igualamos el miembro de la 
' izquierda a a° podremos dar 
respuesta a la pregunta: 


51-3*-* 

a 


a 


0 


51-3*-* = 0 



El desarrollo no tiene 
término independicnte, pues 
éste debería ser el término 
55/4 y el ordinal de un 
ténnino debe ser un número 
entero, positivo y menor o 
igual a n. 


No hay término independiente 


Ei m pia 1 1 - 

Determinar el coeficiente del término que contiene y 



Tenemos que conocer prime- 
ro de cuál término se trata. 
Lo llamaremos T k + { : 



Sabemos que el exponente 
de y en ese término es 3: 



Resolviendo: 



en el desarrollo de 
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Igualando exponentes: 


5 k 

-H—- 

2 4 



= 3 


Multiplicando por 12: 


E1 coeficiente de ese térmi- 
no, el séptimo, es: 


-30 + 3k + 8k = 36 
Uk = 66 
k=6 



Obsérvese que hemos pres- 
cindido de la parte lilerai: 


= 210 - 


14 25 



/ 


EUmifí 11 


Calcular el término independiente de 


í 

sec 2 a + csc 2 a + 


sen 3 2 a 
16 


\20 


Antes de comenzar cuaiquier 
cálculo, trataremos de 
convertir en un binomio la 
expresión que está entre 
paréntesis: 


Llamamos T ux al término 
independiente del desarrollo: 


/ i \20 

2 2 sen 2a 

sec a + csc a + - 


V 


1 1 

- + - 


cos 2 a sen 2 a 


16 

sen 3 2a 

h- 

16 


cos 2 a sen 2 a 


cos 2 a sen 2 a 


cos 2 a + sen 2 a sen 3 2a 

+ - 

16 

* \20 

sen 2a 

—j 

4 + sen 3 2a 

4sen 2 acos 2 a 16 

\20 


20 


20 



T M - 


( 20 


\20 -k 


k Jl sen 2 2a 


sen 2a 


(I) 
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En ese término el exponente 
de sen2a es cero: 



sen 3 2 a) = (sen 2a)° 


(sen 2 2a) 2 ° *(sen 3 2a) A =(sen2ay 
(sen^ay^^sen^a) 3 * =(sen2a)° 
(sen2a)~ 40+2 * +3 * =(sen2a)° 


Igualando exponentes: 


-40 + 2k + 3k = 0 
k = 8 


EI término independiente es 
7 S . Se nos pide calcularlo. 
Dado que es, precisamente, 
el término independiente, 
'sen2a estará elevado al 
exponente cero. Por eso en la 
expresión (I) prescindiremos 
de sen2a: 



= 125970-2 24 


1 125970 

2 32 _ 2 8 


/ 


62985 

128 


( Ejercicio79 

Calcular los datos que se piden de cada uno de los desarrollos que aparecen a 
continuación: 



5 ) 



¿En cuál término aparece ¿Qué lugar 
ocupa el término independiente? 

¿En cuál término aparece jc" 13 ? ¿Cuál es el 
coeficiente de jc -41 ? 

Calcular el término que contiene a a . ¿Existe 
algun término independiente de a\ 

¿En cuál término aparece jc" 7 ? ¿Cuál es el 
exponente de v en el término que contiene 

jc" 21 ? 

¿Cuál es el exponente de a en el término que 
contiene jc -4 ? ¿Cuál es el coeficiente 

_7 

numéricode jc 3 ? 
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¿Cuál es el coeficiente de r 4 ? ¿Existe en este 
desarrollo un término independiente de x ? 


15 


Calcular el término que contiene cos 21 x. 
Calcular el coeficiente de sec 6 x. 


7) (sec 4 jc + cos 5 x) 

8) (^/tgx-^/ctgx) 

9) (e 2x -e- ix ) U 


14 


16 


Calcular el término independiente. Determinar 
„ . 16 /. 
en cual termino aparece ctg 15 x. 


¿Cuál es el coeficiente de e 3r ? ¿En cuál 
término aparece e~' x l 


10 ) (sen 2 2a + tga + ctga) 


¿Qué lugar ocupa el término independiente? 
Calcular el término que contiene sen 36 2a. 


( Ejercicio 80 


n 


¿Cuál el valor de n en ,(*/ + />) 

1) ... si el coeficiente del 7° término es igual al del 24° término? 

2 ) ... si no existe otro término que tenga el coeficiente igual al del término 


13°? 


3) ... si el término n- 19 y el término -y - 1 tienen igual coeficiente? 

4) ... si n<ll\ hasta el 37° término, por lo menos, no hay dos 
coeficientes iguales y hay dos términos centrales? 

5) ... si los coeficientes de los términos 5°. 6° y 7° eslán en progresión 
aritmética? 

6) ... si el coeficiente del 8° término es el doble del del 7°? 

7) ... si el coeficiente del 8° término es el doble del del 9°? 

8) ... si el coeficiente del 6° término es el triple del del 5°? 

9) ... si el coeficiente del 4° término excede en 5 unidades al del 3°? 

10) ... si el coeficiente del 7° término es igual a la suma de los del 5° y 6° 
términos? 

11) ... si la suma de los coefícientes del 2°, 3° y 4° términos equivale al 
coeficiente del 5° término? 

12) ... si la suma de los coeficientes de los tres primeros términos excede al 
coeficiente del 4° en dos unidades? 

13) ... si el coeficiente del 5° término excede en 33 unidades a la diferencia 
de los coeficientes del 6° y 4° términos? 

14) ... «i el coeficiente del 4° término excede en 35 unidades al cuádruplo 
del del 3er. término 


274 BINOMIO DE NEWTON 







Otros problemas de Binomio de Newton 


EjemplQ 14 


En el desarrollo de (xijy + y Vx ) hay un término cuya parte literal es * 6 y 7 . 
¿Cuál es ef valor de nl ¿De cuál término se trata? 


Desconocemos el ordinal del 
término que contiene x 6 y 7 . 
Lo llamaremos T m : 


'*+l 


-íflwrwt 


Como el exponente de x en 
ese término es 6, podemos 
plantear la siguiente ecua- 

ción: 




Resolviendo: 


Igualando exponentes: 


Y como el exponente de >• en 
ese término es 7, podemos 
plantear que: 


x"- k X*=Jt 6 

/i-it-*-* 6 

X 3 = f 


n -/: + — = 6 
3 

3n-2k = 18 




n-k 


y =y 


0 ) 


Resolviendo: 


35 i * 7 

y^-y-y 

y^T -y 


Igualando exponentes: 


Para hallar los valores de n y 
k , formamos un sistema con 
las ecuacioncs (1) y (2): 


n — k 


+ k = 7 


4 

n + 3)fc = 28 


(3n-2k ■■ 

jn + 3* = 


— 2Jt = 18 
28 


( 2 ) 


La solución del sistema es: 


n = 10 


k = 6 


La primera pregunta ya 
queda respondida: el valor 
de n es 10. 

Y el término qye contiene 


^ 6+1 = 1 1 
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Ejemnk 11 


En el desarrollo de 


/ \ w 
JL + JL 
fy V~X 


hay un término cuya parte literal es y^. 


¿Cuánto vale nl ¿Cuál es el coeficiente de ese término? 


Desconocenibs el ordinal de 
ese término. Planteamos, por 
tanto, que: 



Si en la parte literal no 
aparece x es porque el expo- 
nente de x en ese término es 
céro. Tenemos, pues, que: 



Resolviendo: 


x n ~ k x^=x 0 
x n - k -t = V 1 


„-k--=0 

3 


/ 


3n-4k = 0 


0 ) 


El cxponente de y en ese 
términoes 15/2. Portanto: 



Resolvicndo: 



y~ =y T 

k-n , 15 

- +k = — 

2 2 


3*-n = 15 


Formamos un sistema con. 
las ecuaciones (1) y (2): 


3n -4k = 0 
3k-n = \5 


La solución del sistema es 


n = 12 


k = 9 


El valor de n es 12 y el coe- 
fíciente de ese término es: 




( 2 ) 
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EjemqífLlé. 


En el desarrollo de 



el coeficiente del término que contiene 


es 45. ¿Cuál es el valor de n? ¿Cuál es el exponente de x en ese término? 




Dado que desconocemos el 
ordinal del término, plantea- 
mos: 



E1 exponente de y en ese 
término es 2, por tanto: 



Resolviendo: 


y* =y 2 

*=2 

4 

k = 8 


E1 coeficiente de ese 9° 
término es igual a 45: 





Sustituyendo el valor cono- 
cido de k\ 



= 45 


Resolviendo: 


”(«-!). ( n ~ 7 ) 15 

8 ! 

n(n-l).(n-7) = 45-8! 


Transformamos el segundo 
miembro en ocho factores 
decrecientes consecutivos: 


«(«"!) 


(n-7)=10-9-8-7-6-5-4-3 


de donde 


n = 10 


Calculamos ahora x en cse 9° 
término: 


\n-k 




Sustituyendo: 




X 


E1 exponente de x en ese 
término es 
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Ejemplo IZ 

• / i — \ 10 

En el desarrollo de Nx+y) el tercer término vale 72.000 y 
787.500. Determinar el valor de x y el de y. 


Calculamos el tercer término 
del desarrollo y* lo igualamos 
a 72.000: 


r 3 = ^y x f y^nooo 


De donde 


45jcV =72000 


jcV =1600 


Galculamos ahora el sexto 
término y lo igualamos a 
787.500: 


n = 


(l 0 


(v7)V = 787500 


252 787500 

•\V y 5 = 3125 


0 ) 


( 2 ) 


Formamos un sistema con 
las ecuaciones (1) y (2): 


Descomponemos en cada 
ecuación el miembro de la 
derecha en factores primos: 


Elevamos ambos miembros 
de la primera ecuación a la 
quinta potencia y ambos 
miembros de la segunda al 
cuadrado para que, al dividir 
miembro a miembro, se 
elimine v: 


Dividiendo las ecuaciones 
miembro a miembro: 


JxV = 1600 

IW = 3125 

ÍjcV=2 6 -5 2 

KVv 5 =5 5 


(xV) S -(2«.5*) S 

Íjc 2 V° = 2 30 -5 10 
|jcV°=5 10 

x™y i0 _ 2 30 -5 10 
;c 5 v 10 " 5 10 


el sexto 
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De donde: 



jc = 2 2 
x = 4 


Sustituyendo en la ecuación 

0 ): 


4 4 y 2 =1600 
256y 2 = 1600 
2 1600 



Sólo el valor positivo dé y 
satisfacc las condiciones del 
problema. En efecto, si y to- 
ma el valor negativo, enton- 
ces el sexto término debería 
ser negativo, contradiciendo 
las condiciones del proble- 
ma. Por tanto: 



Y la solución del problema 
es: 



Eiemplo 18 _ 

¿Cuál debe ser el valor de x y el de y en (V* + y) 
valga 16632^3 yeloctavo, 17820^108? 

Procesamos el primer dato: 7^ = 16 632^Í3 

; 'j'tejV-16632V3 

462 x 2 y 5 = 16632^3 
xV- 36V3 


xV=2 2 -3 2 V3 


Procesamos el segundo dato: 


r 8 = 17820^/108 
” j(Vjc)V = 17820^108 


/ 


para que el sexto término 


( 1 ) 
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Formamos uiT sistema con 
las ecuaciones (1) y (2): 


Elevamos ambos miembros 
de ia primera ecuación al 
cuadrado y ambos miembros 
de la segunda ai cubo para 
qu¿, al dividir miembro a 
miembro, se elimine x : 


Dividiendo miembro a 
miembro ia segunda ecua- 
ción entre la primera y resoi- 
viendo: 


Sustituyendo en (1): 


La variable x pucde tomar 
cualquiera de ios dos valo- 
res, el positivo o el negativo. 
La solución del problema es, 
por lanto: 


330 V*V = 17820^108 
V*V =54^108 

V?y 7 = 2-3 3 V 2 2 -3 3 (2) 

LV=2 2 -3 2 V3 

lV7y 7 = 2.3 3 V2 í l 5 ' 

/ 

(,V) 2 =( 2*-3 2 V3) 2 

jjr V° = 2 4 • 3 4 • 3 

UV'=2 3 -3 


jc 4 / 1 _ 2 4 -3'°V3 
jcV 0 " 2 4 -3 5 
y"=3 5 V3 

y=3 5 V 

y =3 ¥ 

l 

y = 3 7 


y = V3 


jc 2 V3 5 =2 2 -3 2 V3 
jc 2 -3 2 V3 =2 2 -3 2 V3 
jc 2 = 2 2 


jc = ±2 


(±2,V3) 
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Eienwlo 19 

La suma de los términos del desarrollo de (jt + y) 14 es 16.384. Determinar el 
valor de x y de y sabiendo que el término central vale 3.432. 

Si la suma de los términos 
del desarrollo es 16.384, el 
valor de la potencia sin desa- 

rrollar debe ser el mismo: (^ + •y ) 14 = 16384 

Dedonde: X + y = ±2 (1) 


Calculamos el término cen- 
tral. es decir, T H : 


T s = 



jcY =3432 


Resolviendo: 


3432*V = 3432 

*V = i 

*y = i 


( 2 ) 


Con las ecuaciones (1) y (2) 
se pueden formar dos siste- 
mas: fx + y = 2 

W = 1 

Resolvemos el primero: f x + y = 2 

\xy=l 

Despejamos y en la primera 

ecuación: y = 2 ~ X 


y 


(x + y = -2 

W=i 


Sustituimos este valor en la 

otra y resolvemos: Jt (2 — Jt) = 1 

2x-x 2 =1 

jc 2 - 2jc + 1 = 0 

(x-\) 2 =0 


jc = 1 


Sustituyendo nuevamente: 


Resolviendo en forma análo- 
ga cl segundo sistema, se ob- 
tiene: 



Las soiuciones debproblema 
son: 


(± i .±0 
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Ekmnkt 20. - 

E1 valor total del 
-32.256. Determinar x y y. 

E1 primer dato- nos permite 
plantcar la igualdad: 

De dondc: 


Por otra parte: 


Con las ecuaciones (I) y (2) 
podemos formar dos siste- 
mas: 


Resolución del prímer sis- 
tema: 


Despejamos y en la primera 
ecuación: 

Sustituimos este valor en la 
otra y rrsolvemos: 


desarrollo de (jt + y) 10 es 4, y el sexto término vale 


(x + y)'° = 4 


x+y=±V2 

0) 

T-^jjtV =-32256 

/ 

252 *V =-32256 
jtV =-128 


3 

ll 

(2) 

jjt + y=V2 
(jo' = - 2 V 4 

jx + y = -V2 
\xy = -2 V4 

jx + y=V2 

]xy = -2V4 



y=V2-Jt 

jt(V2-x) = -2V4 
V2x-x 2 =-2V4 
x 2 -A/2x-2V4 =0 
V2±VV4 + 8V4 

x -- 2 - 

2 

_ V2±^9W 
2 

V2±3V2 

X = - 
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Por sustitución hallamos los 
valores correspoñdientes de 

y,=-V2 

y 2 =2V2 

Tenemos ya un primer par 
de sQluciones: 

' s 

(ini.-iii) 

(-V 2 . 2 V 2 ) 

Segundo sistema a reso!ver: ; 

íx + y = -V2 
\xy = -2^4 

Resolviendo este sistema en 
forma análoga al utilizado 
para resolver el anterior, se 
obtiene cl siguientc par de 
soluciones: 

(V2.-2V2) 

(-2^2 M) 

Las soluciones del problema 
son, pues: 

(±2 %¡2,T%j2) 

(± V2.+2 V 2 ) 

Eiemplo 21 



Si se suman todos los términos del desarrollo de (V* + yj el resultado es -1. 
Calcular xy y sabiendo que el sexto término vale -672. 

Si la suma de los términos 


del desarrollo da -1, lo mis- 
nio podemos afirmar de la 
potencia sin desarrollar: 

(v'jc+y) 7 =-l 

de donde 

\fx +>’ = -! 

* 


Despejando x : 

1 

1 

II 
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(1) 


x = (-y-lf 
x = y 2 +2)’ +1 



2lxy 5 =-672 
xy 5 = -32 


Sustituyendo en (2) el valor 
de .r’obtenido en (1): 


(y 2 +2y + l)y 5 =-32 
/+2/+/+32 = 0 


( 2 ) 


A1 re>solver, utilizando Ru- 
ffini, la única raíz que en- 
contramos es -2: •> 



1 2 

1 

0 

0 

0 

0 32 

2 

-2 

0 

-2 

4 

-8 

16 -32 


1 0 

1 

-2 

4 

-8 

16 LQ 


Por tanto: 



Sustituyendo en (l): 


x = (- 2) 2 + 2 (— 2 ) +1 


Y la solueión es: 


X = 1 


(1-2) 


Ejemplo 22 

En el desarrollo de (a + ¿ 7 )" el tercer término vale 240, el cuarto vale -160 y 
el quinto, 60. Determinar el valor de a, de b y de n. 


Construimos los tres térmi- 
nos de valor conocido: 



= 240 







n-3 ?3 

a b 


= -160 



0 ) 
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Dividimos 7* 4 entre T¡ y 
simplificantos: 


3 

a b 


Dividimos T 5 entre T 4 y 
simplificamos: 


,«- 21.2 


-160 

240 


n(n-l)(n-2) 

6 „-i 




a b = —— 


n - 2 
~ 3 ~ 


2 

a~'b = - 


2 

3 


a~'b = - 


2 

n - 2 


I ^n-4i4 

a b 


a n 3 ¿> 3 , 


60 

-160 


w(w-l)(n-2)(n-3) 

~ «(«-l)(n-2) ~ a ~ l¿> = ~| 
6 


«-3 

4 


n 'b = — 


3 

8 


2(«-3) 

Igualando el segundo miem- 
bro de las ecuaciones (2) y 
(3) y resolviendo: 

_2 3 

n-2 _ 2(«-3) 
4(«-3) = 3(n-2) 
4«-12 = 3«-6 


( 2 ) 


(3) 


n = 6 


Sustituyendo en (2) y despe- 
jando b: 


a l b = — 


2 

6-2 



6 = 


a 

2 


(4) 
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Sustituyendo en (1) el valor 
conocido de n y el valor 
obtenido para b en (4): 


Sustituvendo, por último, en 

(4): • 


La solución del problema es> 
pues: 



4 


a 6 = 64 


a = ±2 


2 




(±2,T1,6) 


Eiemplo 22 

E1 tercer término del desarrollo de (a + b)" vale el quinto vale y el 
séptimo, . Calcular a, b y n. 

Construimos los tres térmi- ín\ $ 

nosconocidos: Ti = \a n ~ b =— (1) 

\2) 16 


4,4 




( n 

r7= [ 6 


a b 


35 

108 

35 

486 


Dividimos T 5 entre 7*3 y 
simplifícamos: 


C) 


a"~ 4 b 4 


a n ~ 2 b 2 


35 
_ 108 

16 


n(n-l)(n-2)(n-3) 
24 


n(n-l) 


■a~ 2 b 2 


(h-2)(h-3) 2¿ 2 = 28 

12 27 

(n - 2)(n - 3)a~ 2 b 2 = 


28 

27 
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112 

9(«-2)(«-3) 


( 2 ) 


Dividimos T e.ntre T< y 
simplificamos: 


Igualando el segundo miem- 
bro de las ecuaciones (2) y 
(3) y resolviendo: 


Sustituyendo en (3) el único 
valor admisible de n y 
despejando b 2 : 


a 2 b 2 = 


w \ 


v 6 / 


a "’ V 


35 
486 


( 


" 35 


,4, 


108 


h(/7 — l)(n 

-2)(«- 

3)(«-4)(«-5) 

720 


n (n 

-!)(»-: 

2)(« — 3) 



24 


(«- 

-4)(«- 

5) -2.2 

_ 2 


30 


“ 9 

(«- 


5 )a' 2 b 2 

II 

a 2 , 

b 2 = 

, 20 



3( 

« -4)(n 

-5) 


1 12 


20 

9 (/? 

-2)(« 

1 

1 

iei 

>-4)(»-5) 


28 


5 

3(« 

— 2)(« 

-3) (« 

-4)(«-5) 


a~ 2 b 2 = 


28 (n - 4)(« - 5) = 15(n - 2)(n- 3) 
28(/j 2 - 9 n + 201 = 15(n 2 -5n + ó) 
28/i 2 - 252« + 560 = 15/i 2 - 75« + 90 
13« 2 -177/1 + 470 = 0 
(13« -130)( 13« - 47) = 0 


«, = 10 


„ -47 
n 2 ~ |3 


(3) 


- 2.2 20 
a b = 


- 2.2 2 
a b = — 


3-6-5 

2 

9 


6 -' = 


2«- 


(4) 
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Susiituyendo en (1) el valor 

dc n y el valor obtenido en / ir v\ ~ 7 

(4) para bh f 10 V« = 

UJ 9 16 


45- 


2a w 

9 


a 

a 

a 


10 


10 


32 

1 


= ± 


V2 


5_ 

16 



/ 


Sustituyendo este valor en 
(4): 


b 2 



b 2 


9 


Las soluciones del problema 
son, en definitiva: 


b = ±- 
3 


±f.±i' 01 ; 


f /2 1 

±-, + -,10 

2 3 


( Ejercicio 81 


1) En el desarrollo de [x4x + yl/y) hay un término cuya parte literal es x 3 y g . 
¿Cuál es el valor de n ? ¿Cuál término es? 


2) En el desarrollo de 


1 x 


hay un término cuya parte literal es y 


-i 


;Cuál es el valor de n ? ¿De cuál término se trata? 


3) En el desarrollo de (^fx 2 -^fy 3 j hay un término en el que el exponente de 

jc es 4 y el de y es 9/5. ¿Cuál es el valor de n ? ¿Cuál es el coeficiente de ese 
término? 

4) Caícul^r el coeficiente del término que contiene a^b^fb en el desarrollo de 


a 

1 r 


u.2 V 


fb Ha 
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5) 

6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 

11 ) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 
19) 


Calcular el coeficiente del término que contiene x 5 y 3 en el desarrollo de 

( \" 

_Z_ + * 

(J2x y\5y J ' 

C^Jcular el coeficiente del término que contiene .r ,4 y _? en el desarrollo de 


l¡2y + 


En el desarrollo de (Vx + ify j el coeficiente del término que contiene y 2 es 
210. ¿Cuál es el valor de n ? ¿Cuál es el exponente de jc en e$e término? 

En el desarrollo de (la-bf el quinto término vale 60 y el sexto vale 12. 
¿Cuáles son los valores de a y de b ? 

En el desarrollo de (2 a + bf el tercer término vale 2.160 y el sexto vale 
-2.916. ¿Cuáles son los valores de a y de b ? 

/ r \ ,ü 

En el desarrollo de [yjx +yj el séptimo término vale 1.890 y el quinto vale 
5.670. ¿Cuáles son los valores de x y de y ? 

Se sabe que en el desarrollo de (fyjc + yfy j el quinto término vale 77.220 y 
el undécimo vale 27.456. ¿Cuánto valen x y y ? 

¿Cuáles deben ser los valores de * y y en el desarrollo de (jc + Jy ) para que 
el 9° término valga 102.960 y el 4° valga 910V2 ? 


Calcular cuáles deben ser los valores de jc y y en el desarrollo de ( Mx + vj 
para que el 9° término valga 330 y el 6° valga -1.848. 


¿Cuáles deben ser los valores de jc y y en el desarrollo de 


V* 3 


para 


que el tercer término valga -y y el cuarto valga 




En el desarrollo de 


Tx 


— + -?= 
6 -Jy 


el tercer término vale y el cuarto vale 


15. Determinar los valores de jc y de y . 

En el desarrollo de (x + ^/y) el cuarto término vale 17600^2 y el octavo 
vale 79 200 200 . ¿Cuánto valen xy y ? 


La suma de los términos del desarrollo de (A* + y) ln es 1.024 y el término 
central vale 252. ¿Cuánto valen x y y ? 

En el desarrollo de (jc + y) la suma de todos los términos es 1 y el término 
central vale -439.296. Calcular c y y. 

✓ .() 

La suma de los términos del desarrollo de (jc + y) es 512 y el séptimo 
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20) 

21 ) 

22 ) 

23) 

'24) 

25) 

26) 

27) 

28) 
29) 


término vale 2.268. Determinar los valores de x y de y . 

La suma de los términos del desarrollo de (* + y) 7 es ^ y el segundo 
término vale -•$. ¿Cuánto valen xyy? 

E1 valor total del desarrollo de (x + y)' 1 es -1. E1 7° término vale -14.784. 
Calcuiar los valores de x y de y . 

E1 valor total del desarrollo de (x + \. ; v j es 2.187 y el 2° término vale 14. 
Calcular x y y. 


La suma de los términos de + es 19.683. E1 valor del séptimo 
término es 5.376. Hallar xy y. 


La suma de todos los términos del desarrollo de 


~Jx 3 

~í + ly 


es 32. E1 últi- 


mo término vale 1, Determinar los valores de x y de y . 


En el desarrollo de 


l — r~' 

Vf_ + vy 

3 2 


los términos medios valen, respectivamen- 


te, y • Determinar los valores de x y de y . 


En el desarrollo de (a + b) n el 2° término vale 80, el 3 er término vale 80 y el 
4° término vale 40. Determinar a , by n . 

En el desarrollo de (a + b) n el 3 er término vale 20^2, el 4° vale 20 y el 5° 
vale 5V 2 . Determinar a ,by n . 

E1 2° término del desarrollo de (a + b) n vale 12, el 4° vale 160 y el 6° vale 
192. Determinar a , by n . 

E1 2° término del desarrollo de (a + b) n vale 2.304, el 5° vale 4.032 y el 8° 
vale 144. Determinar a , b y n . 

Binomio de Newton y 
fórmula de potenciación de Moivre 


Recordamos la fórmula de potenciación de Moivre que permite elevar un 
complejo dado en forma trigonométrica a un exponente n : 

(rCisa)" = r n Cis na 

Haciendo r = 1, tenemos una expresión más sencilla de dicha fórmula: 


(Cisa)" = Cisna 


(23 c ) 


donde 


Cisa = cosa + /sena 


(24 c ) 


La utilización de la fórmula de Moivre combinada con las propiedades del 
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Binomio de Newion pennite dos aplicaciones interesantes en trigonometría: 

1) Expresar funciónes trigonométricas de ángulos múltiples en términos de 
ángulo srniple. 

2) Expresar una potencia de cosa o sena, o un producto de potencias de 
„ cosa y sen a, como una suma de senos y cosenos de ángulos múltiples. 

1-. Funciones trigonométricas de ángulos múltiples 
expresados en términos de ángulos simples 


Eiemplo 24 


Expresar sen4a, cos4a, tg4a y ctg4a en términos de ángulo simple. 


. Procederemos de la siguiente 
forma: planteamos, utilizan- 

do la relación (23°). la si- . .4 

guiente igualdad: *' Cis4a = (Cisa) 


Utilizando i24 { ). la transfor- 


mamos asi: 


cos 4a + / sen 4a = (cos a + /' sen a) 4 


Desarrollamos el segundo 
miembro: 


Í 4 1 


Í 4 1 

cos 4 a +1 sen 4 a = 

cos 4 a + 


loj 


4, 


cos a • / sen a + 


cos 2 a i 2 sen 2 a + 


cosa • / 3 sen 3 a + | ^ I/ 4 sen 4 a 


Calculamos los números 
combinatorios y reducimos 
las potencias de /: 


cos4a + /sen4a = cos 4 a + 4/cos 3 a sena-6cos 2 a sen 2 a-4/cosa sen 3 a + sen 4 a 

Agrupamos pane real y parte 
imaginaria en ei micmbro de 
la derecha: 

cos4a + /sen4a = cos 4 a-6cos 2 a sen 2 a + sen 4 a + ^4cos 3 a sena-4cosa sen 3 aj/ 


Comparando partes reales y 
partcs imaginarias. obtene- 
mos directamenle los equi- 
valentesde cos4a y sen4a 


cos4a = cos 4 a-6cos 2 a sen 2 a + sen 4 a 


sen4a = 4cos 3 a sena-4cosa sen 3 a 
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Utilizamos-estos resultados 
para calcular tg4or y 
ctg4a: 


tg4 a = 


sen4 a 
cos4a 


4 cos 3 a sen a - 4 cos a sen 3 a 
cos 4 a - 6 cos 2 a sen 2 a + sen 4 a 


Dividíendo ca3a término dcl 
númerador y del denomi 
nador por cos 4 a, la expre- 
sión antcrior queda cscrita en 
términos de tga: 


tg 4a = 


4 cos 3 a sena 4 cos a sen 3 a 
cos 4 q _ cos 4 q 

cos 4 a 6 cos 2 a sen 2 a + sen 4 qc 
cos 4 a cos 4 a cos 4 a 


4tga-4tg 3 a 

tg4a =- ^-5 - 

1 — 6 tg“ a + tg 4 a 


Siguicndo un proccso aná- 
logo, pcro dividiendo esta 
vez por sen 4 a. obtenemos 
ctg 4a : 


ctg 4a = 


cos 4a _ cos 4 a - 6 cos 2 a sen 2 a + sen 4 a 
sen4a 4cos 3 a sena-4cosa sen 3 a 


ctg4a = 


cos a 6 cos" a sen~ a sen a 
sen 4 a_sen 4 a _sen 4 a 

4cos 3 a sena 4cosa sen 3 a 


sen 4 a 


sen 4 a 


ctg4a - 


ctg 4 a- 6 ctg 2 a + l 
4ctg 3 a-4ctga 


( Ejercicio 82 

Escribir cada una de las siguientes expresiones de ángulo múltiple en térmi- 
nos de ángulo simple: 


1 ) 

cos3a 

8 ) 

ctg 5a 

15) 

tg7 a 

2 ) 

sen 3a 

9) 

cos 6 a 

16) 

ctg la 

3) 

tg3a 

10 ) 

sen 6 a 

17) 

cos 8 a 

4) 

ctg 3a 

11 ) 

tg 6 a 

18) 

sen 8 a 

5) 

cos5a 

12 ) 

ctg 6 a 

19) 

tg 8 a 

6 ) 

sen 5a 

13) 

cos7a 

20 ) 

ctg 8 a 

7) 

tg5a 

14) 

sen la 
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2- f Potencias de cosenos o senos y productos de po- 
tencias de cosenos y senos en términos de ángulo múltiple 

Para esta sfcgunda aplicación, calculemos previamente las siguientes 
expresiones: 

a) Cisa + Cis(-a) 

Utilizando (24 c ): = cos a + i sen a + cos (-a ) + i sen (-a) 

'Vr 


Utilizando las fórmulas dc 

ángulos negativos: = CO s a + / sen a + cos a - / sen a 

= 2 cos a 


Cisa + Cis(-a) = 2cosa 


(25 c ) 


b) Cisa-Cis(-a) 

En fomia anaioga: * = cos a + i sen a - [cos(-a) + / sen (-a)] 

= cos a + i ;sen a - fcos a - / sen a] 

= 2/sen a 


Cis a - Cis(-a) = 2/ sen a 


(26 c ) 


Dcspcjando cosa en la 
relación (25‘) y sena en la 
(26 c ) sc ohticnc: 


cos a = \ [Cis a + Cis(-a)] 


(27 c ) 


sena = ^-[Cisa -Cis(-a)] 


(28 c ) 


Eiemplo 25 


Expresar sen a en términos de ángulo múltiple. 
Utilizando la rclación (28 1 ): 5 i r^.- _ / _.\l5 


sen 5 a = -rrfCisa - Cis(-a)] 


Desarrollamos el segundo- 
miembro dc la igualdad: 


I 

< 2 / 


w 


Cis5a-| ^ |Cis4aCis(-a) 


-a) + \* |Cis 


Cis3aCis(-2a)- 


-ñ 


3) 


2 ) 

Cis2aCis(-3a)+ 


CisaCis(-4a)- 


Cis(-5a) 


Obsérvcsc qufe se aplicó en 
cada término la formula dc 
potenciación de Moivre. 
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Calculamos los números 
combinatoríos y multiplica- 
mos los complejos en cada 
término: 


= ^[CisSa - 5Cis3a + lOCisa - 10Cis(-a)+5Cis(-3a) - Cis(-5a)] 

Agrupamos los términos 
equidistantes de los extre- 
mos y sacamos factor común 
en elíos: 


= ^r[Cis5a-Cis(-5a)-5Cis3a + 5Cis(-3a)+ lOfisa- lOCis(-a)] 
= -£¡. |[Cis 5 a - Cis(-5a)] - 5{Cis3a - Cis(-3a)] + 10[Cisa - Cis(-a)]} 


Utiiizando la relación (26 c ) 
transformamos cada una de 
las expresiones que apareccn 
entre cofchctcs: 


= 357 ( 2 / sen 5a - 5 • 2 i sen 5a +10 • 2/ sen 5a) 


Simplificando: 


sen 5 a = -¡^ (sen 5a - 5 sen 5a +10 sen 5a) 


Biaukt 2Í _ 

Expresar sen 3 acos 5 a en términos de ángulo múltiple: 

Transformamos la expresión 

utilizando las relaciones „__ c 5 _ _ _J_frW ~\1 3 I \. r'.-i „\1 5 

imyilt 0 ): ** n acos a 2 V"l Clsa ”C |S (~a)J -pp-[Cisa + Cis(-a)J 

= —^-[Cisa -Cis(-a)] 3 [Cisa + Cis(-a)] 5 

Desarrollamos las potencias 
(calcuiaremos directamente 
los números combinatoríos y 

aplicaremos la fórmula de i r~. ~ _ ____ v ^^ x ^ 

Moivre); =-2^7[Cis3a-3Cis2aCis(-a)+3CisaCis(-2a)-Cis(-3a)] 

[Cis 5a + 5 Cis 4a Cis(-a) +10 Cis 3a Cis(-2a) + 
1 OCis 2a Cis(-3a) + 5 Cis a Cis(-4a)+Cis(-5a)] 


Efectuamos todos los pro- 
ductos que apareccn: 


= - ^gr-[Cis3or - 3Cisa + 3Cis(-a)- Cis(-3a)] 


{Cis 5a + 5Cis 3a + lOCisa +1 OCis(-a)+5Cis(-3a) + Cis(-5a)] 


Multiplicamos, aplicando la 
propiedad dis'tributiva, cada 
uno dc ios términos del 
primer corchete por cada uno 
de los términos del segundo: 
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= - 2^7 [Cis 8 a + 5 Cis 6 a +10 Cis 4a +10 Cis 2a + 5 Cis 0+Cis(-2a) - 

-3Cis6a - 15Cis4a - 30Cis2a - 30Cis0 - 15Cis(-2a)- 3Cis(-4a)+ 
+3Cis 4a +15 Cis 2a + 30 Cis 0 + 30Cis(-2a)+15 Cis(-4a)+3Cis(-6a) - 
- Cis 2a - 5 Cis 0 -10 Cis(-2a) -10 Cis(-4a) - 5 Cis(-6a) - Cis(-8a)] 

Reducimos términos seme- 
jantes (CisO = 1), agrupamos 
términos equidistantes de los 
extremos y sacamos factor 
común en cada uno de los 

pares que así se forman: ' 

= -^~-[Ci s 8 a + 2Cis6a - 2Cis4a-6Cis2a + 

+6Cis(-2a) + 2CisH«) - 2 Cis(-óa) - Cis(- 8 a)] 

= — 2567 {[Cis 8 a - Cis(- 8 a)] + 2[Cis6a - Cis(- 6 a)] - 

-2[Cis4a-Cis(-4a)]-6[Cis2aCis(-2a)]} 

Utilizando la relación (26 c ), 
transformamos cada una de 
las expresiones que aparecen 
entre corchetes: 

Simplificando: = - ( sen ^ a + ^ Sen ^ a ~ ^ sen ^ a “ ^ sen ^ 0 0 

Cambiando signos tenemos 
en definitiva que: 

sen 3 acos 5 a = -^(6sen2a + 2sen 4a-2sen6a-sen8a) 


( E]ercicio 83 

Escribir las siguientes potencias o productos de potencias en términos de 
ángulo múltiple: 


1) 

sen 2 a 

ii) 

cos 6 a 

20) 

sen 2 a cos 4 a 

2) 

sen 3 a 

12) 

cos 7 a 

21) 

sen 3 a cos a 

3) 

sen 4 a 

13) 

sena cosa 

22) 

sen 3 a cos 2 a 

4) 

sen 5 a 

14) 

2 

senacos a 

23) 

sen 3 a cos 3 a 

5) 

sen 6 a 

15) 

3 

senacos a 

24) 

sen 3 a cos 4 a 

6) 

sen 7 a 

16) 

senacos 4 a 

25) 

sen 4 a cos a 

7) 

cos 2 a 

17) 

sen 2 a cos a 

26) 

sen 4 a cos 2 a 

8) 

cos 3 a > 

18) 

2 2 
sen acos a 

27) 

4 3 

sen a cos a 

9) 

cos 4 a 

19) 

sen 2 a cos 3 a 

28) 

sen 4 a cos 4 a 

10) 

cos 5 a 






= (2/ sen 8a + 2 • 2 i sen6a -2-2/sen 4a - 6 • 2 i sen 2 a) 
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Suma de las combinaciones posibles 
de n elementos 

E1 Teorema del Binomio nos permite hallar una fórmula para calcular la 
suma de todas las combinaciones que se pueden hacer con n elementos. 

Si tomamos el Teorema del Binomio (22 c ) 

-- ' ■' - -'"U-uí”)»- 


íu + b)" -¡ o jí'" +| , 


2“- V+ . + L>‘‘"‘ + 


/ 1-1 


y hacemos a-b- 1, tendremos: 


(1 + 1 )" = 


n\ n) n 


oni + 2 l+ . + 


n-2 J 1/7-1 


n V 


ín\ 


és decir: 


:h: 


<y . + ; 2 


n 

/ 2-1 


= 2 " 


/ 


(29 c ) 


relación que puede ser expresada en esta otra forma: 




iL 

= 2" 

k=o\ K ) 



(30 c ) 


o también: 


2” 

k= 0 


(31 c ) 


Eiemplo 27 


7 ^7> 

Calcular: Y 

*- o\ k ) 


I 


(l^ 




= 2 7 = 

128 


Eiemplo 28 


Calcular: £C 9 k 
k=o 


Utilizando (31^): 


k =0 


512 
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Eiemplo 29 


Calcular: 



La sumatoria a calcular es 
equivalente a la sumatoria 



sin los dos primeros térmi- 
nos: 



/ 


= 2 8 - (1 + 8 ) = 256 - 9 = 247 


Suma de los coeficientes de los términos impares 
y de los términos pares 
del desarrollo dé la potencia de un binomio 


Si tomamos el Teorema del Binomio (22 c ) y hacemos a = I y b = 1, tendre- 


mos: 


(1 - ,)B= o'- 


• + (-!)' 


n-2 


n-2 


+ (-!)' 


n -1 


v»-t 




es decir: 


+ (“1) J 


n-2 


n-2 


+(-l) 


n -1 


n-\ 


+(-ir 


= 0 


En caso de que n sea impar, la expresión anterior queda así: 


n-2 


n-1 


= 0 


(32 ( ) 


Si pasamos al miembro de la derecha los términos negativos de esta serie, 
obtenemos que 


0 


\ n — ly 


n 

vl ! 


.♦: 


con lo que resulta evidente la siguiente propiedad: 


La suma de los coeficientes de los términos impares del 
desarrollo de la potencia de un binomio es igual a la suma de los 
coefwientes de los términos pares. _ 


(33 c ) 


Sumando ahora las igualdades (29 c ) y (32 c ) tenemos: 
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(» 


-'l l+ 


n-2 

n 

n-2 


n 

n-1 
n 

n-1 




\ n J 

n 

n 


= 2 " 


= 0 


0J 


+ 2 


+ ••• + 2 


n-2 


= 2 " 


Dividiendo ambos miembros por 2: 







n N 

loj 

+ l 


+ ••■ 

...+ 

< n ~ b 


= 2 


rt -1 


Si en lugar de sumar las igualdades, restamos la igualdad (32 c ) de la (29 c ), la 
expresión que se obtiene es ésta: 


ín\ 

\h 




v3 > 


= 2 ' 


rt -1 


Estas dos últimas igualdades nos permiten formular la siguiente propiedad: 


La suma de los coeficientes de los términos impares del 
desarrollo de la potencia de un binomio y la suma de los coeficientes de 
los términos pares dan ambas por resultado 2 n ~ ] 


(34 c ) 


Todo el razonamiento que hemos hecho es válido para el caso de que n sea 
impar. Realizando un proceso análogo para el caso de que n sea par, se obtienen 
idénticos resultados. 


EismkJL 

Calcular: 



+ 


f l4\ 

,13j 


S es igual a la suma de los 
coeficientes de los términos 
pares del desarrollo de 
\a + b) u sin los dos primeros 
coefícientes. La suma pedida 


será, por tanto: 

S = 2 U_I - 

714' 

+ í 14 ) 




l 3 J 


= 8192-(14+ 364) 


7814 
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( Elercicto 84 

Aplicando las relaciones y propiedades (29 c ) a (34 c ), calcular cada una de las 
siguientes expresiones: 


6 

*) 

k =0 



II 

4) Xc,u 

k =4 



8 7 

k=2 k=3 



II 

13) X( 5 c I2.it 6C,u) 

t=o 
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15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20 ) 


\ 

Í10) 

'10') 


íio^ 

+ 

+ 


+ •• + 



UJ 

,5, 


,9, 


vOy 

Í15 

5 


/ 

ÍS'' 


+*••• + 

15) 

+ •• 

oj 

''14') 


vlOy 


^'14') í14 

6 H 8 |+ 


Í18) Í18) (W 

+ -H» |+ 


\S) C 


15^ 

15 

14 

14 
í 18 

15 


17) 

0 


17 


17) 17 

+ 


17 


íonii r'" + u7 


17 


Cálculo de término general de sucesiones 
de la forma: 


a n = b,n‘ + b 2 n k 1 + b 2 n k 2 +.+ b n ^n + b n 


Una aplicación' de los números combinatorios es la que nos permite calcular 
ei término general de algunas sucesiones de la forma arriba señalada. 


Sea la sucesión 


a \' a 2' a 3' a 4' a 5' a 6' — 


Se determina, a partir del 
segundo término, la diferen- 
cia A entre cada término y el 
antcrior: 


A, | =a 2 -a¡ 

^ 1,2 = a ) ~°2 
3 = a 4 - etc. 

a 2 a 3 a 4 a 5 a 6 ... 
Al ,2 A k3 A ,4 A 15 ... 


Sc repite el proceso en forma 
análoga para cada fila 
resultante 


• ^2.1 = ^12 ~ ^l.l 
^ 2,2 = ^ 1.3 “ A 1.2 
^ 2,3 ~ ^ 1.4 “ ^ 1,3 etc - 


hasta que las dificrcncias 
ohtenidas en la fila scan 
todas iguales cntre sí: 
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«4 


M.4 


M,5 


^ 2,3 ^ 2.4 


^,2 “ ^ k , 3 “ — 


Se forman tantos números 
comhinatorios de numerador 
n - 1 y denominadores 0, 1, 
2, 3, .... k , como filas hayan 
resultado, multiplicados, res- 
pectivamente, por el primer 
número de cada fila: 


La expresión que sc obtiene 


n-1 

0 ) 


+ A 


i,i 


n-n 

1 


■ A2 -(" 2 I ) + . +A *'' 


n-n 


sucesión: 


rn-n 

fn-n 

'n - 


«i + A u 

, i , 

+ A2 -'i 2 J + +A *-' 

< k 


Eiemplo 32 


Calcular el término general de la sucesión 2,6, 12, 20, 30, 

A cada término de la suce- 
sión, a partir*del segundo, se 
le resta el término antcrior. 

E1 proceso se repite hasta 
que las diferencias que se 
obtiencn sean iguales entrc 
sí: 



Se forman tantos números 
combinatorios de numerador 
n - 1 y denominadores 0, 1, 
2, 3, ... como filas hayan 
resultado. multiplicados, res- 
pectivamente, por el primer 
número de cada fila. • La 
expresión que se obtiene es 
el término general de la 
sucesión: 


Resolviendo: 


a„ - 2 


n-Í\ 
0 


+ 4 


(n -1 


+ 2 


(n -1 


a„ - 


a„ = 


21 + 4 (n-1)+ 2 


("-!)("■- 2 ) 


2 + 4n - 4 + « 2 - 3n + 2 


Diferencias iguales 


a„ = n~ +n 
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Nota: Los términos de la sucesión se obtienen sustituyendo la variable n por 
números naturales. Si se desea que los términos se obtengan sustituyendo la 1 
variable por los números 0, 1,2, 3, en lugar de formar el término general , 
con números combinatorios de numerador n - 1, se forma con númcros 
combinatorios de numerador n y denominadores 0. 1,2,... como antes. 


Emutk U 

Calcular el término general de la sucesión 1,5, 19. 49, 101, 181,... 


A cada término de la suce- 
sión, a partir del segundo, se 
le resta el término anterior. 
E1 proceso se repite hasta 
obténcr una fila de diferen- 
cias iguales entre sí: 


E1 término general de 
sucesión es: 


Resolviendo: 



a n = l + 4rt-4 + 5(n 2 + + -6n 2 +1 \n-6 


a n = n 3 -n 2 + 1 


EjgmplQjA[ 

Calcular el término general de la sucesión 

_L ^20 ^59 ^92 -71 76 445 

10’ 27 ’ 58 ’ 109’ 186’ 295 ’ 442 ’ — 

Procesaremos por separado 
numerador y denominador. 

1) Término general del nu- 
merador: 

Tabla de diferencias: 
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Término general del numera- 
dor: * 


d„ - 


n-1 
0 


-21 


fn-1 

, 1 


-18 


«-1 


+ 24 


n-l 

3 


+ 24 


n-n 


a„ = l-21(w-l)-9(n 2 -3n + 2) + 4(rt 3 -6n 2 +lln-6) + n 4 -10n 3 +35n 2 -40n + 24 

a„ = n 4 - 6n 3 + 2n 2 + 4 


2) Término general del deno- 
minador: 

Tabla de diferencias: 


Término general del denomi- 
nador: 




10 


í n_ M 

^ o j 


+ 17 


r n-l 
, 1 


+ 14 


ín-n 

2 


+ 6 


n-1 

3 


10 -H7(» -1) + 14 ~ 2) 6 ' ■X''- 2 >(" -a 


3-2 


10+17(n-l) + 7(n 2 -3n + 2) + n 3 -6n 2 +lln-6 


b n = n 3 + n 2 + 7n +1 


Y el término general de la 
sucesión es: 


n 4 -6n 3 +2n 2 +4 
n 3 +n 2 +7n + l 


( Ejerciclo 85 

Hallar el término general de cada una de las siguientes sucesiones: 


1) 10, 35,72, 121, 182, 255... 

2) 12,29,52,81,116,157... 

3) 24,65,120,189,272,369... 

4) 5,15,28,44,63,85... 

5) 6,5,8,15,26,41... 

6) 7, 17,41* 85,155, 257, 397... 

7) 9,28,65,126,217,344,513... 


8) 14, 108, 308, 650, 1.170, 1.904, 2.882... 

9) - -4,-11,20, 179,604, 1.481,3.044,5.575... 

10) -10,-26,0, 140,490, 1.170,2.324,4.120... 

11) 6,6,0,0,42,186,516... 

11 2! 33 47 63 81 

lZ) 8’ 23’ 52’ 101’ 176’ 283 '** 

lTk ¿_7_ ^2 _9_ _26_ 49 78 

13 ) -O, 22’ 97’ 286 ’ 673 ’ 1366 ’ 2497 — 

14) -216, -114,0, 0,0, 714. 3.816, 12.300, 30.840... 
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( EJercicio 86 


Ejercicios de recapitolación 

1) Calcularel desarrollode (2 +V->c) +(2 -Vjc) . 

•Calcular el desarrollo de (a + 4a- T) + (a- vo — T) . 


2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 

11 ) 

12 ) 

13) 

14) 


En el desarrollo de (a + b)" demostrar que el coeficiente del término 
central es par si n es par. 


Demostrarque +2 


+ 3 




■ + n 


= n-2" 


Determinar el valor de n en 


1 V 

VJ+4- 


sabiendo que el resultado de 

35 

dividir el tercer término por el antepenúltimo es x 6 . 

En el desarrollo de (1 jc)" el coeficiente del término k + 1 y el del 
término k + 3 son iguales. Determinar k. 

Los coeficientes de x en eí quinto y en el séptimo término de (1 -»-2x) n 
son, respectivamente, 1.120 y 1.792. Determinar n. 


Hallar m y n sabiendo que 
Hallar m y n sabiendo que 
Hallar m y n sabiendo que 

En el desarrollo de 


fm +1 
* +1 
m 
n 
m 


m + n fm + A 

. ) : U.h 5:; 


).\ 

í m Vi 

í w ) 

r 

{n + \y\ 

{n + 2¡ 

\ 

' m ) 

' m + 1) 

/ 

y n + l) : 

y n + 2) 


UU)" 


( = 5:3:1 
| = 2:2:3 
coeficiente del tercer término 


excede al del segundo en 44 unidades. Hallar el término independiente. 

/ /-\I00 

En el desarrollo de (1 + V3I hay un término T k +, que es al mismo 

tiempo mayor que el término que le precede y mayor que el que le 
sigue. ¿De cuál término se trata? 


En el desarrollo de 


* 3 + 1 


r. 


los coeficientes del 5° y del 13° término 


son iguales. Calcular r, 3 . 

Demostrar que, si n es primo, todos los coeficientes del desarrollo de 
(a + b ) n , exceptuando los extremos, son divisibles por n. 
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GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO 


Es el estudio de la geometría con la utilización de coordenadas rectangulares. 

E1 concepto de sistema de coordenadas rectangulares es muy antiguo: ya 
antes de la era cristiana, Apolonio, matemático de la escuela de Alejandría, definía y 
estudiaba las curvas de segundo orden (elipse, hipérbola y parábola) mediante el uso 
de coordenadas rectangulares. 

René Descartes (1596-1650), cuyo nombre latinizado era Cartesius, inició en 
el siglo XVII la geometría analítica con la publicación, en 1637, de su obra La 
Géométrie} 

Descartes, quién fue contemporáneo de Fermat y de Galileo, introdujo la 
regla de elección de signos en el sistema de coordenadas rectangulares; gracias a 
esta regla, los números negativos (que no eran reconocidos por la mayoría de los 
matemáticos de la Edad Media) obtuvieron una representación clara y fueron 
aceptados definitivamente en las matemáticas. 

Muchos años más tarde, la aplicación del sistema de coordenadas 
rectangulares jugó un papel decisivo en la afirmación de los números complejos en 
las matemáticas. 

Pero, indiscutiblemente, el gran mérito del la Geometría Cartesiana es haber 
incorporado de lleno el álgebra (y más tarde el cálculo) al estudio de la Geomctría. 

Eje de coordenadas - Generalidades 

La recta en la que se determina un punto O (llamado origen de coordencidas) 
y un punto U (llamado punto de unidad) se denomina eje de coordenadas. 


O U 


Se considera dirección positiva del eje de coordenadas la de la semirecta que 
sale del punto O y contiene el punto U. La dirección contraria se considera negativa. 


Se llama coordenada de un punto M 0% situado en el eje de coordenadas, el 
número x 0 que se define por la igualdad 


x 


o 


_ + M 

m 


d <: ) 


siendo positivo el valor de jc () cuando el punto M 0 se encuentra del mismo lado que 


i 


Debido a esto, la Geometría Analítica se conoce también con el nombrc de Gcometría Cartesiana. 
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U con respecto al origen y siendo negativo cuando están a lados contrarios. 

M 2 O U M, 

En la figura anterior, la coordenada de es positiva (.v, >0); la de M 2 es 
negativa (x 2 < 0). 

La longitud del segmento OM {) es igual a x {) . Esto se desprende de la 
igualdad (1 G ): 

\OM 0 \ = x 0 '\OU\ 

pero \OU\ = 1; por lo cual 
\OMo\ ~ x o 

La distancia, por tanto, del origen a un punto M {) es la coordenada de M 0 . 

Esta distancia se considera positiva si M {) se encuentra en la dirección 
positiva y negativa en caso contrario^ 


M 0 O M {) 

En la figura anterior se cumple que 

OM 0 = x Q 
M q O = -x q 

De las igualdades anteriores se desprende que 
OM 0 = -M {) 0 

Desde el punto de vista de la Geometría elemental, las longitudes de los 
segmentos 0M {) y M {) 0 son iguales. En Geometría analftica, en cambio, se hace 
una distinción entre los signos de esas longitudes, por eso se habla de distancia 
dirigida. 

Distancia dirigida entre dos puntos de un eje de coordenadas 

Sean dos puntos Af, y M 2 pertenecientes al eje de coordenadas. 

O M\ M 2 

La distancia dirigida entre los puntos M } y M^ será: 

M\M 2 = OM 2 - OM , = x 2 — a, 

Esta relación es válida también en el caso de que A/, y M^ estén a lados 
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contrarios del origen. 


Mi 


O 


m 2 


En efecto, en la figura anterior tenemos que 

Aí 2 = A/,0 + OM 2 = -0M, + OM 2 = OM 2 - OM, = jc 2 -jc, 

La distancia dirigida entre dos puntos de un eje de coordenadas se 
obtiene restando la coordenada del origen jc, de la coordenada del extremo x 2 . 


Sistema de ejes coordenados 

Dos ejes ortogonales de coordenadas con origen O común forman un sistema 
de ejes coordenados o un sistema cartesiano. 

E1 eje señalado con jc se llama eje de y 
abscisas y el señaladó con y se llama eje de 
ordenadas. y 

Los ejes coordenados divideti el plano 
en cuatro porciones llamadas cuadrantes y 
éstos se numeran, tal como se hizo en el 
estudio de la trigonometría, comenzando por 

el que está comprendido entre los semiejes- ; -► 

positivos de abscisas y ordenadas y siguiendo ^ 

el sentido contrario de las agujas del reloj. 


Coordenadas de un punto en el plano 


Sea un sistema de ejes coordenados y un punto cualquiera P 0 del plano. 


Si se trazan perpendiculares desde P 0 a ambos ejes, éstas cortarán los ejes en 
los puntos M, y M 2 . 

Sean x 0 y y 0 , respectivamente, las 
coordenadas de M , y M 2 . 

En estas condiciones, se llaman 
coordenadas del punto P 0 al par ordenado 

(-^o.yo)- 

E1 número jc 0 se llama abscisa del 
punto y y 0 se llama ordenada de ese 
punto. 


y 1 



yo- 

m 2 

1 

1 

— -—X 

T 



i 

; A#| 

o 



Para señalar un punto P 0 en el plano, se marca la abscisa del punto sobre el 
eje de abscisas y la ordenada sobre el eje de ordenadas. Se trazan perpendiculares a 
los respectivos ejes por los puntos señalados. La intersección de esas perpendicula- 
res nos darán la localización del punto P 0 . 
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En la figura aparecen seña- 
lados lofc puntos 

A( 3,5) ~ 

5 (- 2 ,- 4 ) 

" a-4,i) 

£>(2-3) 

a-6,0) 

y F(0,4) 

Nota: Si una de las coorde- 
nadas de un punto es cero, el punto 
queda sobre uno de los dos ejes. 


CM.l) 

r ~ ~ 

__j-4(3,5) 

•/■(0.4) 

l 

¡ 

1 

1 

á I 1 > 1 > w 

E(- 6.0) 1 O 

X 

1 

1 

1 

1 

JL_ 

j 

~*D( 2.-3) 

J 

B(- 2.-4) _ 





( Ejercicio 87 

Señalar en un mismo gráfico los cuatro puntos que se dan en cada uno de los 
ejercicios 1 al 5 (utilizar un gráfico en cada ejercicio) 


1) 

M 4,1) 

B( 5,-2) 

C(-3,-4) 

D(- 4,3) 

2) 

-4(7,0) 

«(-4,5) 

C(6.-3) 

£>(0,-3) 

3) 

-4 (-2,6) 

6(0,3) 

C(7,2) 

£)(-4,0) 

4) 

A(i,4) 

6(-3.|) 

c(-j, 2 ) 

0(-M 

5) 

-4(5,1) 


C(i,-2) 

o(-t.í) 


Representar gráficamente 

6) el segmento cuyos extremos son M(-3,4) y N(3,--íf) 

7) el triángulo cuyos vértices son A(-2J)\ (5(3,4) y C(-3,-4) 

8) el cuadrilátero cuyos vértices son A/(7,3); 7V( 11,-6); P(- 2,-8) y Q(—6,5) 

9) el paralelogramo cuyos vértices son A(-3,l); 5(6,3); C(4,-2) y D(- 5-4) 


10) Señale en un gráfico la siguiente secuencia de puntos uniendo cada punto con 
el anterior mediante un segmento de recta: (0,5); (-2,5); (-4,4); (-5,2); 
(-5,1); (-6,0); (-7,-2); (-7,-4); (-6,-6); (-5,-7); (-5,-6); (-6,-4); (-6,-2); 
(-5,0); (-4,-2); (-2,-3);70-2); (1,0); (1,2); (0,4); (-2,3); (-2,1); (0,0); (2,1); 
(3,3); (4,3); (6,2); (7,0); (7,-2); (6,-3); (8,-2); (8,0); (7,2); (6,3); (5,4); (3,4); 
(3,5); (2,7); (2,5); (0,6); (-1,5); (-2,6); (-4,5); (-4,7); (-5,5); (-5,4); (-6,4); 
(-8,3); (-9,2); (-10,0); (-10,-2); (-8,-3); (-9,-2); (-9,0); (-8,2); (-6,3); 
(-5,3); (*-4,l); (-2,0); (0,1); (0,3); (-2,4); (-3,2); (-3,0); (-2,-2); (0,-3); 
(2,-2); (3,0); (4,-2); (4,-4); (3,-6); (3,-7); (4,-6); (5,-4); (5,-2); (4.0); (3.1); 
(3,2); (2,4); (0,5) 
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Distancia dirigida entre 

dos puntos de igual abscisa o de igual ordenada 


Si dos puntos del plano M x y M 2 
tienen igual ordenada, es evidente que la 
distancia-que los separa será igual a la que 
separa sus proyecciones ortogonales sobre 
el eje de abscisas Afj y M es decir 

Y si tienen igual abscisa, como es el 
caso de N, y N 2 , la distancia que los sepa- 
ra será y 2 - y,. 



La distancia dirigida entre dos puntos de igual ordenada es igual a la 
diferencia de sus abscisas. La distancia dirigida entre dos puntos de igual 
abscisa es igual a lu diferencia de sus ordenadas. En ambos casos la diferencia 
se obtiene restando la coordenada del punto de origen de la del extremo. 


Eiemplo 1 

Dados los puntos A(-2,5); #(3,1); C(-2,-l); D(-5,l) y £(-2,1) determinar 
las distancias dirigidas entre los extremos de los segmentos AC, EB, CE y BD. 

Se gmento AC: dado que A y 
C tiencn igual abscisa, la 
distancia dirigida cntrc csos 
puntos será igual a la orde- 
nada de C (extrcmo) menos 
la ordenada de A (origen): 

Segmento EB : E y fí tienen 
igual ordenada. La distancia 
dirigida entre esos puntos 
será igual a la abscisa de fí 
(extremo) menos la de E 
(origen): 

Segmento CE : C y E tiencn 
igual abscisa, por tanto: 

Segmento BD: fí y D tienen 
igual ordenada, por tanto: 

( Ejercicio 88 

Dados los puntos A(l,7); #(-6,2); C(~6,-l); D(-5,-5); £(-1,-5); £(3,-5); 
G(1-1); //(-1,-1); /(1,2) y 7(3,2), determinar las distancias dirigidas entre los 
extremos de los siguientes segmentos: 

1) A/ * 3) FD 5) CH 

2) BJ 4) CB 6) EH 


AC = y c -y A =~ 1-5 =-6 

EB-x b - x F =3-(-2) = 5 
C£ = y £ -y c = l-(-l) = 2 
BD - x D - x B = -5 - 3 = -8 
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7) J.F 

8) GA 

9) GC 


10) IG 

11) JI 

12) BI 


13) HG 

14) ED 

15) EF 


. Distancia entre dos puntos del plano 

Sean dos puntos del plano. ) y /i(.v 2 ,}’ 2 ), proyectados en ambos ejes 


coordenados, tal como se muestra en la figura. 



Dos de los rayos proyectores se 

y 1 

_,_ B{x 2> y 2 ) 

intersectan en el punto M, cuyas coordenadas 
son (jt 2 ,yi) y a q ue ü ene la misma ordenada 



de A y la misma abscisa de B. 



La medida del segmento AM es 
x 2 - x { , dado que sus extremos tienen igual 

y\ 

x 2 -x~ M{x 2 ,y¡) 

| 1 

ordenada. k 


1 1 

La del segmento MB es y 2 “yi P or 

0 

x \ *2 x 

tener sus extremos la misma abscisa. ' 




La distancia entre los puntos^ y B, que en lo sucesivo llamaremos d iA B) , la 
podemos calcular utilizando el Teorema de Pitágoras: 


d< AB) = 4aM 2 + MBr 


d ^.B) = ^ 2 -x<) 2 +{y 2 -y<) 2 


( 2 G ) 


E1 doble signo de la raíz cuadrada nos da las dos distancias dirigidas AB y 
BA. En muchos problemas de Geometría analítica lo único que interesa es conocer la 
longitud del segmento AB, en esos casos trabajaremos exclusivamente con el valor 
positivo de la raíz. 


Qjemplo 2 

Determinar la longitud del segmento cuyos extremos son M(- 3 , 1 ) y N(5 , 13 ). 

Utilizando la relación (2 C ) ¡ ---— 

tenemos: d (M N) = - y /(5 + 3) 2 + (13 - l ) 2 

= V8 2 +12 2 = V64 + 144 = V208 


4VÍ3 


( Ejercicio 89 

Dados los puntos A(-2,4); B(3,8); C(7,5); D(ll,-7); £(-5,-2); £(-3,0) y el 
origen 0(0,0) del sistema, calcular la longitud de los siguientes segmentos: 
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1). 

AB 

8) 

BD 

15) 

CO 

2) 

AC 

9) 

BE 

16) 

DE 

3) 

AD 

10) 

BF 

17) 

DF 

4) 

AE 

11) 

BO 

18) 

DO 

5) 

AF 

12) 

CD 

19) 

EF 

6) 

AO 

13) 

CE 

20) 

EO 

7) 

BC 

14) 

CF 

21) 

FO 


Eimnkl 


/ 

Demostrar que el triánguio cuyos vértices son A(-6,l); #(6,5) y C(-2,-3) es 
rectángulo y calcular su área y su perí- 
metro. 


En la solución de problemas de 
Geometría analítica es muy conveniente, 
siempre que sea posible, hacer un gráfico 
con los datos que se dan. 

A1 lado aparece un gráfico con los 
datos de este ejemplo. 



Para que un triángulo sea 
rectángulo debe satisfacer el 
Teorema de Pitágoras, es 
decir, el cuadrado del mayor 
de sus lados debe ser igual a 
la suma de los cuadrados de 
los otros dos lados. 

Calculamos, pues, la 
longitud de cada uno de los 
lados: 


Cálculo de AB\ la iongitud 
del segmento AB es igual a 
la distancia que separa los 
puntos A y B: 


AB - d( A , fi) = V(6 + 6) 2 +(5-l) 2 
= V144 + 16 = VÍ60 = 4^5 


Cálcuio de BC : 


£C = á (fl , C ) = V(—2-6) 2 +(-3-5) 2 

= V64 + 64 = VÍ28 = 8V2 


Cálculfi ,<k CA; 


CA= d (c ,A) = V(-6 + 2) 2 + (-3-l) 2 
= Vl6 +16 = V32 = 4^2 
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E1 lado .mayor es AB. Su ^ ,-2 

cuadrado es: AB~ — \ 160 = 160 


La suma dc los cuadrados de 
los otros dos lados cs: 


BC 2 + CA 2 = VÍ28 2 + V32 2 = 128 + 32 = 160 


Concluimos-por tanto: 


AB 2 = BC 2 + CA 2 => Á ABC es rectángulo 


. E1 problema pide, además, el 
área y el perímetro. 


E1 área del triángulo rec- 
tángulo es igual al semipro- 
ducto de los catetos: 


^ BCxCA 8^2 x4y2 
2 “ 2 


A = 32 


E1 perímctro de cualquicr 
polígono es la suma de sus 
lados: 


P = AB+'BC + CA = 4V5 + 8 V2 + 4 V2 


P=aS+u42 


Eiemplo 4 


Demostrar que el triángulo cuyos vértices son A(-5,3); #(8,3) y C(7-2) es un 
triángulo isósceles. 


Hacemos un gráfico con los 
datos del problema. 

Para que un triángulo sea 
isósceles basta con que dos 
de sus lados scan igualcs. 
Por la figura, esos dos lados 
deben ser AB y CA. 



C ák uR> de AB. como A y B 
tienen igual ordenada, la 
distancia que los separa scrá 
igual a la diferencia de sus 
abscisas: 


AB — ^( A B ) — x b X A~& ( 5)— 13 


Cáisuio dc CA 


■C.qd.c_1ü¿íqq; 


CA= d (CA] = J(-5-7) 2 +(3 + 2) 2 
= VÍ44 + 25 = VÍ69 = 13 


AB = CA => A abc es isósceles 
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Eiemplo '5 

Demostrar que los puntos A(-l,6); Z?(4,2); C(0,-3) y D(-5,l) son los vértices 
de un cuadrado. 


Hacemos un gráfico con los 
datos del probtema. 

Demostraremos primero que 
los cuatro lados tienen igual 
longitud. Esta condición es 
necesaria; sin embargo no es 
suficiente, pues todo rombo 
tiene los cuatro lados igua- 
les. Para que nuestro polígo- 
no sea un cuadrado es nece- 
^sario que sus diagonales 
también sean iguales entre 
sí. Tendremos que demostrar 
eslo adicionalmcnte. 

Cálculo de AB\ 



- d( A B ) 

= y¡{4 + \f + {2-6) 2 = a/25 + 16 
= V 41 


CákulQ.dgJgC: 


BC -d( BC ) 

= J(0 - 4) 2 + (-3 - 2) 2 = VI6 + 25 
= V47 


Cál culó dg CP; CD = d (c/)) 

= -J(-5 - 0) 2 + (1 + 3) 2 = V25 + 16 
= V4Í 


Cálculo de L)A: 


CálcplQ de 4 C 


Cikul Q d c..g¿>.; 


Conclusión: 


= vH + 5) 2 + (6 -1) 2 = v'16 + 25 
= V41 

= V(0 + l) 2 +(-3-6) 2 = V1 + 81 = V82 
BD = d^ B 

= v (—5 — 4) 2 +(1 - 2) 2 = V81 + 1 = V82 

AB = BC = CD = DA-} ~ 

> => ABCD es cuadrado 

AC = BD 
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EimnkA 

Determinar la abscisa de un punto P de ordenada 4 sabiendo que equidista de 
los puntos /t(-6,-3) y 6(5,0). 

Sabemos que la ordenada de 
P es 4. Podeijios, pues, to- 
mar para P las coordenadas 
(xA). 

E1 enunciado del problema 
nos dice que P equidista de 
AyB.es decir, que: d (P.A) = d (P.B) 

Calculando las distancias: [~~ T~7 TT [71 Ty 77 T~2 

V(-6 " x) + (-3 - 4) ¿ = tJ(5 - xy + (0-- 4) ¿ 

Elevando ambos miembros . 

al cuadrado y resolviendo: 36 + 12* + * + 49 = 25 — 10* + * +16 

22* = -44 

De donde la abscisa buscada * 
es: 



Eimnte-Z 

Determinar las coordenadas del punto P del eje de ordenadas que equidista de 
los puntos A/(2,4) y 


Si el punto P está situado 
sobre el eje de ordenadas, su 
abscisa es cero y sus 
coordenadas son P( 0, y). 


Sabemos, además, que P 
equidista de M y N. Por 
tanto: 


¿(PM) d(p,N) 


Calculando las distancias y 
resolviendo: 


V (2 " 0) 2 + (4 - 7 = >/(-7 - 0) 2 + (-1 - 7 

4 + 16-8y + y 2 =49 + l + 2y + y 2 
-10y = 30 


La ordenada de P es: y = —3 


y sus coordenadas: 


6(0,-3) 


EimeteA 

Determinar las coordenadas del punto P que equidista de los puntos A(-4,2); 
5(3,7) yC(l,-5). 

Llamaremos (jr,y) las 
coordenadas de P. 

* 

Por el enunciado del proble- 

ma sabemos que: d^ p A )=d( P B )= d( P Cl 
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Calculando las distancias: 


^(-4-jc)^ + (2 ->) 2 - *J( 3-x) 2 + (7 ->) - >(1- x)~ +(-5 ->) 

Elevando al cuadrado cada 
miembro de la triple igual- 
dad y desanpliando: 

16 + 8x -h jc 2 +4-4y + y 2 = 9 — 6 jc + jc 2 +49-14y + y 2 =1-2 jc + jc 2 +25 + l0y + y 2 

Reduciendo términos seme- 
jantes en cada miembro: 

jc 2 +8jc + >’ 2 -4> + 20 = jc 2 -6jc + > 2 —14> + 58 = jc 2 -2jc + > 2 +10> + 26 

X 2 +Sx + y 2 -4> + 20 = x 2 -6A- + r-14y + 58 
14jc + 10y = 38 

7x + 5y = 19 (1) 

x 2 -óx+y 2 - 14y + 58 = jc 2 - 2jc + y 2 + lOy + 26 
-4x - 24> = -32 


Comparando los dos prime- 
ros miembros de la igualdad 
y reduciendo términos: 


Simplificando: 

Comparando ahora el segün- 
do y el tercer miembro de la 
igualdad: 


Simplificando: 

Formamos un sistema con 
las ecuaciones (1) y (2): 


—x - 6 > = -8 

Í7jc + 5> = 19 

{—* - 6 > = -8 


La solución del sistema es: 
y las coordenadas de P: 


x = 2 y = 1 

/>( 2 , 1 ) 


( 2 ) 


Eiemplo 9 

Demostrar que los puntos A(-4,7); 6(0,5) y C(12,-l) son colineales. 


Hacemos un gráfico con los 
datos del problema. 

Demostraremos que los tres 
puntos son colineales si 
AB + BC = AC, 

Obsérvcse que si el punto B 
no está sobre la recta A C 
(para visualizarlo mejor 
hemos señalado en el gráfico 
el punto B') la igualdad 
anterior deja de ser cierta. 
pues AB+BC&AC. 
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Procedemos: 


C á la dfl dc AB , 


Cálculo deff£: 


. Cálcúlo de AC: 


C.Q.D.c,lusi_ón,: 


= /0 + 4) 2 +(5-7) 2 = V16 + 4 

= V20 = 2 S 


BC = d (B. C) 

= x /( 12 - 0) 2 + (-1 - 5) 2 = v 144 + 36 

= Ví 80 = 6V5 

/ 

4 C ~ d (A.C ) 

= -/(12 + 4) 2 + (-1 - 7) 2 = \ 256 + 64 
= /320' = 8\'5 

AB + BC-AC => A, B y C son colineales 
_ 2 _ 


Eiemplo 10 

Determinar las coordenadas de un punto P de abscisa -2 sabiendo que dista 
3V^3 unidades del punto A/(4,6). 

Por los datos del problema 

^abemos que: d { p M > = 3 V 1 3 

Calculando la distancia: Í7~ .o 

\/(4 + 2)“ +(6->) 2 = 3\ 13 

Elevando al cuadrado ambos 

miembros y resolviendo: 36 + 36 — 1 2y + v“ =117 

y 1 — 12y — 45 = 0 • 

(>’-15)(.V + 3) = 0 


De donde: 

El ejcrcicio tiene dos solu- 
cioncs y las coordenadas dc 
los puntos que satisfacen las 
condiciones del problema: 


V| =15 v 2 = -3 


/U-2,15) 

fi(-2,~3) 


Eiemplo 11 . 

* 

¿Qué condición algebraica debe satisfacer un punto P(x<y) para que su 
distancia al punto A(3,-4) no sea mayor de tres unidades? 
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La distancia cntre los puntos 
P y A es: 


d (-p.A) = V (3 ~ v )" + (~ 4 “ >’)” 


La condición que se impone 
cs quc esta distancia no debc 
ser mayor que 3: d { p A j < 3 


Süstituyendo: 

Siendo sicmprc positiva la 
cantidad subradical, pode- 
mos elevar: 

Dado que (b - a) 7 y (a - b) ? 
son equivalcntes y que 
l~a - h) 2 es igual a (a + b ) 2 
tenemos que la condición 
que debc satisfacer el punto 
es: 


p-x) 2 +H-yf <3 
(3-a-)' +(-4 - >•)' <9 

(jc —3) 2 +(y + 4) 2 <9 




Si queremos tener una visión 
más clara de esos puntos, 
podemos scñalar el punto 
i4(3.~4)en un gráfico. Los 
puntos que están, en cual 
quier dirccción. a una distan- 
cia menor o igual quc 3 son 
los que pertcnecen a un 
círculo con centro cn A y 
radio de 3 unidades. 



Ejemplo 12 

¿Cuál es la ecuación algebraica que debe satisfacer todo punto del plano que 
equidiste de los puntos A/(-3,5) y M3,-7)? 

Sea P(jr, y) un punto cual- 
quiera dc los que satisfacen 
la condición. 

Para que este punto cquidistc 
de M y N debe cumplirse 

qUC: l\M) = n) 


Es decir, que: 


Elevando y reducicndo tér- 
minos semcjanles: 


Simplificando: 


n ;(-3 - .v) 2 + (5 yf = a /(3 - -v) 2 + (-7 - y) 2 

9 + 6x + .v 2 +25-10y + y 2 =9-6x + jv 2 +49+14y + y 2 
12A:-24y-24 = 0 

x - 2y - 2 = 0 
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Gráficamente, los puntos que 
están a igual distancia de M 
y N pertenecen a la recta 
cuya ecuacióa obtuvimos 
anles y que es la mediatriz 
del segmcnto MN. 



( Ejercicio 90 | 1 

Calcular el perímetro de los triángulos cuyos vértices son: 

1) A(-3,l);ñ(1.4);C(2,-6) 

2) /4(2,3); fí(f,-7); C(-f-3) 


Demostrar que son isósceles los triángulos cuyos vértices son: 

3) /4(2,6); B(5,10) y C( 1,7) 

4) A(2,0); fi(6,0) y C(4,4) 

5) /4(2, -8); fí(-4, -2) y C(6,2) 

6) A(6,7); Z?(-8, -1) y C(-2, -7) 

7) A(-{,2); e(f,6); C(-|,0) 

8) a(-3,1 + v' 2); fí(3,5 + V2); c(-l,-l + v2) 


Demostrar que los triángulos cuyos vértices se dan a continuación son 
rectángulos y calcular su área: 

9) A(10,5); fí(3,2); C(6, -5) 

10) A(3-2); fí(-2,-3); C(0,4) 

11) A(—2,8); fí(-6,l); C(0,4) 

12) A(7,5);fí(7,-3);C(3,1) 

13) A(3, -1); fí(2,2); C(-7, -1) 

14) A(-3,l); fí(7, -3); C(-5, -4) 

Demostrar que son isósceles y rectángulos los triángulos cuyos vértices son: 

15) A(2,7); fí(3, -2); C(-2,2) 

16) A(3,l); fí(-3, -7); C(-5,7) 
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Demostrar que los cuadriláteros cuyos vértices se dan a continuación son 
paralelogramos: 

17) A(-l, -2); fl(0,l); C(-3,2); D<-4, -1) 

18) A(-1, -5); fi(2,1); C( 1,5); D(- 2, -1) 

19) /4(2,4); 6(6,2); C(8,6); D(4,8) 

Demostrar que los vértices que se dan a continuación pertenecen en cada caso 
a un rombo: 

20) A(-l, -3); /#(0.0); C(3,l); D( 2. -2) 

21) /4(1,1); B(2,-A): C(-3. -3); D(-4,2) 

, 22) A(-10,6); fl(-3,4); C(-l, -3); D(-8, -1) 

Demostrar que los vérticcs que se dan a continuación pertenecen en cada caso 
a 'un cuadrado: 

23) /4(1,4); B( 6,2); C(4, -3); D(- 1, -1) 

24) /4(4,6); «(8,3); C(5. -1); D( 1.2) 

. 25) A(-l, -1); «(0,3); C(4, -4); D(-3, -8) 


Calcular en cada uno de los siguientes casos la distancia entre los puntos 
cuyas coordenadas se dan: 

26) /4(2a, -b); «(5a,3b) 

27) C(-m.n); D(3m,9n) 

28) AÍ(x,3);M3x,-2) 

29) «(m,-3);(?(2,m) 

30) R( a,-3); s(-v3,-\3a) 

31) Determinar las coordenadas del punto P de abscisa 2 que equidista de los 
puntos/4(-3,4) y B{~ 1, -4) 

32) Determinar las coordenadas dei punto P de ordenada -1 que equidista de 
los puntos M{- 6,0) y N{ 2, -8). 

33) Determinar las coordenadas dei punto P de abscisa -3 que equidista de los 
puntos A(-l,3) y B{ 2, -4). 

34) Determinar las coordenadas del punto P de ordenada 7 que equidista de los 
puntos K{- 2, -1) y L(5,8). 

35) Determinar las coordenadas del punto P del eje de abscisas equidistante de 
los puntos /4(3,4) y B{ 5,8). 

36) Determinar las coordenadas del punto P del eje de ordenadas equidistante 
de los puntos M(2,6) y N{ 9, -5). 

Determiiw las coordenadas del punto C que equidista de los puntos 

37) M(-5,3):iV(l,9)ymi) 

38) />(3,3);Q(6,2)ytf(8,-2) 
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39) A(4,3); 5(2,7) y D(-3, -8) 

Determinar las coordenadas del centro C de la circunferencia que pasa por los 

puntos 

40) AT(2,3); L(4, -1) y M (5,2) 

41) 5(0, -6); 0(1,1) y 5(7, -7) 

42) 4(4, -2); 5(5, - 3) y D(-4, -6) 

Un círculo tiene su centro en C(3,l) y su radio mide 10 unidades. Determinar 
si los siguientes puntos pertenecen o no al círculo: 

43) 4(8,9) 

: '44) 5(-7,4) 

45) M( 11,7) 

• 46) 7/(7, -7) 

47) 5(-7,0) 

Demostrar en cada uno de los siguientes casos que los puntos cuyas 
coordenadas se dan son colineales: 

48) 4(—2,8); 5(0,4); C(3, -2) 

49) AÍ(-2,3); M-6,1); 5(-l(), -1) 

50) /((-4,-2); L(-l,-i); A/(5,4) 

51) «(-f,-3); S(-f ,2);L(-8,4) 

52) £(7,4); c(7-2v'5,10); g(7-5a/5,19) 

53) Detemiinar la abscisa de un punto P de ordenada 4 que está a 10 unidades 
de distancia del punto A (\ -2). 

54) Determinar la ordenada de un punto P de abscisa 1 que dista 5 unidades del 
punto B(- 3,2). 

55) Determinar la abscisa de un punto P de ordenada 8 que dista 13 unidades 
del punto C(2 y -4). 

56) Determinar las coordenadas de un punto P sabiendo que su abscisa es 5 y 
que su distancia al punto D(-l,3) es 2^/13 

57) Determinar las coordenadas de un punto P de ordenada 1 sabiendo que la 
distancia que lo separa del punto A( 3,9) es el doble de la que lo separa del 
punto B(- 3,2). 

58) Determinar las coordenadas de un punto P de abscisa -3 sabiendo que la 
distancia que lo separa del punto A(- 4, -1) es la mitad de la que lo separa 
del punto B(l,6). 

59) Determinar las coordenadas de un punto P de ordenada -4 sabiendo que la 
distancia entre P y A(5,5) es tres veces mayor que la distancia entre P y 
B(- 1,-3). 
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60) Determinar las coordenadas de un punto P de ordenada 5 sabiendo que la 
distancia que lo separa del punto A(3,3) es la mitad de la distancia que 
separa al punto A de otro punto J?(-l,-7). 

61) Determinar la ordenada de un punto P de abscisa 5 sabiendo que la 
distancia entre A(-2,-3) y B( 12,-1) es el doble de la distancia de A a P. 

62) Dados los puntos 0(0,0); A(9 -2) y 5(2,4), demostrar que el ángulo ZAOB 
es igual al ángulo ZABO. 

63) Dados los puntos A(2,l); B (7,4) y C (2,7) demostrar que el ángulo Z.BAC 
es igual al ángulo ZBCA. 

64) Demostrar que en el triángulo cuyos vértices son A(-l,-2); 5(-l,5) y 
C(6,-2) son iguales los ángulos ZABC y ZACB. 

65) Demostrar qüe en el triángulo cuyos vértices son A(0,1); 5(3,7) y 
C^3 + 2V5,2^ son iguales los ángulos ZBAC y ZBCA. 

66) Demostrar que K( 6,2); L(-2,-4); M( 5, -5) y N(- 1,3) son puntos de una 
circunferencia cuyo centro es C (2,-1). 

67) ¿Qué condición algebraica debe satisfacer todo punto 5(jc,y) para que esté 
a 3 unidades de distancia del punto A(5,-2)? 

68) ¿Qué condición algebraica debe satisfacer todo punto P(x,y) para que su 
distancia al punto A(-3,7) sea menor que 4? 

69) ¿Qué condición algebraica debe sadsfacer todo punto P(x,y) para que su 
distancia al punto A(3,-4) sea de 5 unidades o más? 

70) ¿Qué condición algebraica debe satisfacer todo punto P(x y y) para pertene- 

cer a un círculo que tiene su centro en C(5,0) y cuyo radio mide 7 unida- 
des? 

71) ¿Qué condición algebraica debe satisfacer todo punto 5(x,y) para que no 
pertenezca al círculo de radio 6 y que tiene su centro en C(-3,2)? 

72) Determinar la condición algebraica que debe satisfacer todo punto situado 
entre dos circunferencias de centro común C(3,-2), una de ellas con radio 
de 5 unidades y la otra con radio de 8 unidades. 

73) Determinar la ecuación algebraica que debe satisfacer todo punto que esté a 
igual distancia de los puntos M( 5,1) y N(- 1,-3). 

74) Determinar la ecuación algebraica que debe satisfacer todo punto que 
equidiste del origen y del punto M(4-5). 

75) Determinar la ecuación algebraica que debe satisfacer todo punto para ser el 
vértice de un triángulo isósceles' cuya base sea el segmento que determinan 
los puntos A/(7,-l) y N(- 3,5). 

76) Determinar la ecuación de la mediatriz dei segmento cuyos extremos son 
A(4,7) y 5(-2,-3). 

77) La base de un triángulo isósceles es el segmento determinado por los 
puntos A/(-3,-8) y N( 4,9). Determinar las coordenadas del vértice P del 
triángulo sabiendo que su ordenada es 4. 
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Coordenadas del punto medio de un segmento 

Sean los puntos /¡(jti.y,) y Pi{x 2 ,yi) y el punto medio M(x M ,y M ) del 
segmento P,P 2? tal como se muestra en la figura. 

Llamaremos A,, y ^2 a las proyecciones ortogonales de los puntos 
Pj, M y P 2 "sobre el eje de 
abscisas y 5,, B M y B 2 a 
‘sus proyecciones sobre el 
eje de ordenadas. Dado que 
M es el punto medio del 
segmento P X P 2 * es cierta la 
igualdad 

P } M = MP 2 

Entonces es cierta 
también, por el Teorema de 
Taies, la igualdad 

A x A m - A m A 2 

Como A,, A m y A 2 tienen la misma ordenada, la longitud de esos 
segmentos será igual a la diferencia de sus abscisas. Por tanto 
x m~ x \ =x 2 -x M 

De donde 

2 Xm =x x +x 2 

JC, + Jt? 

V — _i_±_ 


En forma análoga, trabajando sobre el eje de ordenadas, hallamos que la 
ordenada del punto medio es 



En resumen, las coordenadas del punto medio M del segmento P X P 2 son: 



m ( x m^m) = 


ÍX^ + X^ >,+> 2 ^1 
2 ’ 2 ) 


(3 G ) 


Eiemplo 13 

Dados los vértices A(0,7); 5(3,6); C(6,-5) y D(-5,2) de un cuadrilátero, 
demostrar que la figura que se obtiene uniendo los puntos medios de sus lados 
consecutivos es un paralelogramo. 

Construimos un gráfico con 
los datos. , 
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Designamos por M , N, P y Q 
lo.s pu'ntos medios de los 
lados del cuadrilátcro y cal- 
culamos mcdiantc (3 Í? ) sus 
coordenadas: 


Coordenadas de M (punto 
medio de AB): 


Coordcnadas dc N (punto 
mcdio dc BC): 


Coordenadas de P (punto 
medio de CD ): 


Coordenadas dc O (punio 
mcdio dc DA): 



X X1 - 


X M ~ 


t X B 


2 

0 + 3 3 

2 “ 2 


y*i = 


y_A±yB 

2 


7 + 6 


13 

2 



X» = 


3 + 6 
2 


9 6-5 

2 yw= -r 

Mi’í) 


\_ 

2 


x p = 


6-5 

2 


1 -5 + 2 

2 yp ~ 2 

p {l>~ !) 


3 

2 


-5 + 0 5 2 + 7 9 



Demostraremos ahora quc 
MNPQ es un paralelogramo 
comprobando que sus lados 
opuestos ticnen igual longi- 
tud. 


Cálculo de MN: 


MN = d 


(M,N) 
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C flcul . o dc NP: 


Cálculo de Pü : 


C Álgul Q , d? QM: 


Q>Mus.i p . o . ; . 


NP = d (NJ>) 

= V16 + 4 = \ 20 
= 2\5 

PQ = d { PJ] 

= \|(-2-2)’ + (t + 2)' 
= V9 + 36 = V45 
1 =3v5 
QM - 

= V16 + 4 = \ 20 
= 2/5 


MN = P0; NP = => MNPQ es paralelogramo 


Eiemplo 14 


Determinar la longitud del segmento que une los puntos medios de las 
diagonales del cuadrilátero del ejercicio anterior. 


Construimos un gráfico y dc- 
signamos por M y N los pun- 
tos medios de las diagonalcs 
AC y BD. respectivamcnte. 
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Cwrdenadas de M\ (punto 
medio de At): 


Co Q fdgn a dM-dg- A" . ; (punto 
mcdio de BD)\-~ 


0+6 , 7-5 , 

= —j- = 3 = -y = 1 

Af(3,l) 


- 3 ” 5 - . 
X\T ~ - “ ~ 1 


6 + 2 >, 

y/v = —— = 4 


2 ■' 2 
N(-l,4) 


CÍlcuLQ_.dg_la_J.Qn¿iüiil_dgJ 

segmcnto MN\ MN = d^ M N) 

, . = V(_l-3) 2 +(4-l) 2 

= V 16 + 9 = V25 


A/Af = 5 


Eiemplo 15 ^ 

Determinar la longitud de las medianas del triángulo cuyos vértices son 
A(- 1,-2); £(2,6) y C(4,-4). 


Construimos un gráfico con 
los datos. 

Dcsignamos por M, N y P, 
respectivamente, los puntos 
medios de los lados Afí, fíC 
y CA. 


Coordcnadas dc M\ 


Cpgrdcnadas, de N\ 



M(l,2) 


2+4 , 6-4 

x n - y = 3 yN=~Y~ 

N(3,l) 


1 


Coordenadas de P: 



4-1 

2 


2 ^ = ‘ 


^1-2 


= -3 


/ > (f-3) 
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Cálculo de la niediana ANl 


Cálculo de la mediana BP : 


Cálculo de la mediana CM: 


AN = d (A,N) 

=V(3 + l) 2 +(l + 2) 2 
= Vl6 + 9 = >/25 

AN = 5 


BP - d^ B 

OO 

! + 

cb [4» 

ii n 

2 

+ 1 

(-3-6) 2 

4 

BP = 

CAf = d( C 


=#- 4 ) 

2» 

+ 1 

;=. 

(2 + 4)’ 

i¥ 

CM = 




EjejmkJÁ 

Determinar el centro, el radio, la longitud de la circunferencia y el área del 
círculo sabiendo que el segmento de extremos A(l,6) y #(3,-8) es un diámetro. 


Construimos un gráfico con 
los datos: 


Designamos por C el centro 
de la circunferencia. Sus 
coordenadas son las del 
punto medio del segmento 
AB: 


x c 




C( 2,-1) 
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E1 radio es igual al segmento 
AC t al segmento BC o a la 
mitad del diámetro AB\ 

Calcularemos AC: _ T = AC = d^ A ^ 

= V(2-l) 2 +(-l-6) 2 

= V1 + 49 = a / 5 Ó 


r = 5V2 


La longitud de la circunfe- 

rencia es: C = 2;r r 

C = 2n-5^¡2 


C = l0j2n 


E1 área del círculo es: 

» A = ;rr 2 

A = 7T-(5i/2 ) 2 


A = 50;r 


Ejempfa 17 

es el punto medio del segmento AB. Determinar las coordenadas de 
A sabiendo que las de B son Z?(6,5). 


Construimos un gráfico con 
los datos. 

Sabemos por la fórmula (3 G ) 
que la abscisa del punto me- 
dio de un segmento es la se- 
misuma de las abscisas de 
los extremos: 


En nuestro caso: 


Despejando x A : 


X A +Xg 
Xm ~ 2 
3 _ x A + 6 
2 ~ 2 
=“3 



En forma análoga determina* 
mos Ia ordenada: 


y m - 


y±±yB 

2 


2 y¿+ 5 
2 


y* =-1 
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Las coordenadas de A son, 
pues: 


A(-3,-l) 


EisMküJL 

es el punto medio del segmento AB. Determinar la ordenada de A y 
la abscisa de B, sabiendo que la abscisa de A es -8 y la ordenada de B es 2. 


Del punto A conocemos la 
abscisa. Sean sus coordena- 
das: 

Del punto B conocemos la 
orden'ada. Sean sus coorde- 
nádas: 

Cálculo de la ordenada de A : 


Sustituyendo valores conoci- 
dos: 

De donde: 


En forma análoga calcula- 
mos la abscisa de B: 


A (-^y A ) 

B(x b ,2) 


.. _y A + yB 

y m - 

2 

3 = ^ +2 

2 

*> 

y A = 4 


x - Xa 

+ Xg 

X M ~ 

2 

~% + x B 


2 

x b = 4 



fíimpfo 11 


m(j ,y); N( 4,2) y P(-son los puntos medios de los lados de un 
triángulo. Determinar los vértices del triángulo. 


Señalamos en un gráfico !os 
puntos dados y construimos, 
aproximadamente, el trián- 
gulo cuyos vértices A, B y C 
debemos hailar. 
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Cákuio df las abscisas; la 
abscisa de cada punto medio 
es la semisuma de las absci- 
sas de los extremos del xes- 
pectivo segmento. Podemos 
hacer, pues, los siguientes 
planteamientos: 




*a+*b 

2 


3 _ x A +£b 
2 2 
x a +x b =3 


(a) 


Formamos un sistema con 
»las ecuaciones (a), (b) y (c): 


Xb+Xc 

N ^ 

4 = i«±ic 
2 

x B + x c = % (b) 


_ .. *C + *A 

P 2 
3 _ x c + x A 
2 2 
x c + x A = -3 


X A +x b = 3 (a) 

x b +x c = 8 (*) 

X A +x c = -3 (c) 


Resolvemos el sistema pór 
determinantes: 


1 1 oi 

A = o r í 

1 o 1 

3 


= 1 + 1 + 0-(0 + 0 + 0 ) = 2 




1 01 
8 1 1 
-3 0 1 


= 3- 3 + 0-(0 + 0 + 8) =-8 


x a = 



-8 

2 



Suslituyendo en (a): —4 + X¡¡ = 3 


X B= 7 


Sustituyendo en (b): 7 + Xq =8 


Xc ** 1 


En forma totalmente análoga 
hacemos el 


Cálculo de ias ordenadas: 


.. _yA + yB 

.. yB+yc 

-^C + yA 

y*i =—~; 

(N 

II 

3: 

2 

7 

^B+^C 


2 2 

2 

2 


(C) 
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yc + yA=~' (0 


yA+yB = 1 (d) 

Formamos un sistema con 
Ias ecuaciones (d), (e) y (f)' 


yB + yc = 4 ( e ) 

y A +yB = 7 ( ¿ ) 

y B +yc = 4 (e) 

+yc = _1 (/) 


La solución de este sistema 

es: 


y A =i 


Las coordenadas de los tres 

Y.éniwe¿..dei tiiángtilQ son; 


AKl ) 


= 6 


y c = -2 



B(l,6) 


C( 1,-2) 


( Ejerclclo 91 

Determinar las coordenadas dei centro de los segmentos cuyos extremos se 

dan: 

1) A(2,5); 

2) C(-4,2>, D(6,5) 

3) E{\ -3); F(f ,2) 

4) G(3 + S ,-3 + V3); h (5 - 3^5, -5 - V3) 

5 ) *( M > 

6) Aí(-|,5); yv(7,-|) 

7) P(3a,lb ); 0(5a,-lO¿?) 

8) l?(Va,-V¿); 5(-3Va,-5V¿) 

9) U(b y b-a) 

10) V(3a-Z>,2<z + lb); W(Z> - 3a, 8a - 5¿) 


En cada uno de los siguientes ejercicios se dan los cuatro vértices de un 
cuadrilátero. Demostrar para cada uno de ellos que al unir los puntos medios de los 
lados consecutivos se obtiene un paralelogramo: 


11) A(-2,5); 5(6,7); C(4,-1); D(2y- 3) 

12) A(l,6); 5(7,2); C(5,-2); D(- 5,-4) 

13) A(-l,5); 5(4,3); C(5,-3); D(- 6,1) 

14) A(—3, -6); 5(-4,2); C(4,5); Z>(7,0) 


En cada uno de los siguientes ejercicios se dan los cuatro vértices de un 
cuadrilátero. Determinar para cada uno de ellos la longitud del segmento que une los 
puntos medios de sus diagonales: 

15) A(-3,-l); 5(—1,5); C(5,3); Z>(7,-5) 
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16) • A(-2,7); B(3,4); C(0,-5); D(-7,2) 

17) A(-5,3); fi(-3,5); C(8,2); D(-4,-2) 

18) A(5,7); fl(7,1); C(-l,-5); D(- 6,7) 


En cada uno de los siguientes ejercicios se dan los cuatro vértices de un 
paralelogramo. Determinar para cada uno de ellos los puntos medios de las 
diagonales y comprobar que son el mismo punto: 

19) A(2,3); 6(6,2); C(-l,-5); D(- 5,-4) 

20) A(-6,-2); 6(-3,3); C(6,4); £>(3,-1) 

21) A(-l,8); 6(2,7); C(l,-2); D(4,-3) 

22) A(7,7); 6(2,0); C(-3,-l); £>(2,6) 


Determinar en cada uno de los siguientes casos a qué distancia del punto 
6(8,-2) se encuentra el punto medio de los segmentos cuyos extremos se dan: 

23) A(-2,0); 6(10,2) 

24) C(-5,-2); £)(-3,8) 

25) M(-2,9);/V(6,-5) 

26) M(-5,8); A/(l,9) 


En cada uno de los siguientes ejercicios, calcular la longitud de las tres 
medianas de los triángulos cuyos vértices se dan: 

27) A(-6,0); 6(-2,10); C(4,-l) 

28) A(4,6); 6(1,-1); C(-l,7) 


En cada uno de los siguientes ejercicios se dan los vértices de un triángulo. 
Hallar en cada caso el punto medio de los lados A6 y 6C y comprobar que la 
longitud del segmento que los une es igual a la mitad del lado CA: 

29) A(-l,5); 6(7,1); C(3,-3) 

30) A(3,4); 6(1,-5); C(-4,l) 

31) A(l-V5,3); 6(2 + 2>/5,5); c(3-V5,-7) 


Demostrar en los siguientes ejercicios que el perímetro de los triángulos 
cuyos vértices se dan es el doble del perímetro del triángulo que forman los puntos 
medios de los lados: 

32) A{- 2,6); B(8,4); C(2,-10) 

33) A(-¿,4); 6(-|,3); C(l,\) 
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Determinar en los siguientes ejercicios las coordenadas del centro, el área del 
círculo y la longitud de la circunferencia, sabiendo que los puntos que se dan son los 
extremos de un diámetro: 


34) A(-5,1); 5(5.-3) 

35) A(2,5); B(-4,-3) 

36) A(-2,5); fi(4,2) 


37) A(V3, -4); ñ(3V2,7) 


En los siguientes ejercicios M es el punto medio del segmento AB. Se dan en 
cada caso las coordenadas de M y las de uno de los extremos. Hallarlas del otro: 

* 38) A(-3,-3); A/(-l,2) 

39) fi(2,-l); M(-2, j) 

40) A(5,9);A/(8,|) 

41) fi(3 + 7V5,2 - v'3); A/(^|^-, ó) 

42) A{3a-b,a-5b); M(4a,%) 

43) fi(H)M(i,{) 


En los siguientes ejercicios M es el punto medio del segmento AB. Calcular la 
coordenada faltante de cada uno de los extremos con los datos que se dan: 

44) M(5 ,2); la abscisa de A es 3 y la ordenada de B es -1 

45) la ordenada de A es 2 y la abscisa de B es 2 

46) M(j,2ci}\ la abscisa de A es 3« y la ordenada de B es 3 a + b 

47) A/(2v2, v3); la ordenada deA es 2v3 y la abscisa de B es 4V2 

M,N y P son, en los ejercicios que siguen, los puntos medios de los lados de 
un triángulo. Determinar los vértices del triángulo: 

48) Aí(3,-1); W(—1,2); P(l,5) 

49) M{3,2); N{- 1,-2); P(5,-4) 

50) M(-\l); N(-\,- 2); P( 2,|) 

En los ejercicios que siguen, A y B son dos vértices consecutivos de un 
paralelogramo y M el punto de intersección de sus diagonales. Determinar las 
coordenadas de los otros dos vértices: 

51) A(-l,-4); #(-3,4); A/(l,l) 

52) A(4,2); 5(5,7); M(±,3) 

53) A(-3,5); 5(1,7); A/(l,l) 
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54) Deípunto A(-),4) se ha trazado un segmento al punto¿Hasta 

qué punto es nécesario prolongarlo en la misma dirección para que se 
duplique su longitud? 

55) Demostrar que el triángulo que resulta de unir los puntos medios del 
triángulo de vértices A(-5,-2); B( 3.6) y C(7,2) es rectángulo. 

Punto que divide un segmento en una razón dada 

En la figura se muestra un segmento P { P 2 y un punto P que lo divide en dos 
porciones. Se muestran también las 
proyecciones ortogonales de los 
trés puntos sobre cada uno de los 
ejes coordenados. 

La relación o razón entre 
las dos porciones que determina P 
sobre el segmento P } P 2 es 

p t p 


Por el Teorema de Tales 
sabemos que esa relación es igual a la de las porciones que las proyecciones 
determinan sobre los ejes coordenados, es decir que 

p \ p _ A \ A _ B^B 

pp 2 ~ aa 2 ~ bb 2 

Si llamamos A ‘ a la relación, es decir, al número que resulta de la división, 
tendremos que 

P { P _ \A _ B^ _ ^ 

PP¿ AA 2 BB 2 

Las longitudes de los segmentos de la expresión anterior son: 

A { A = x-x { B¡B = >-y, 

AA 2 = x 2 - x BB 2 = y 2 -y 

Sustituyendo tenemos: 

hL •‘ *~ x i _ y~- v i _ x 

PP 2 x 2 - x y 2 - y 

Tomando el segundo y el último miembro de la igualdad anterior y 
despejando x tenemos que 

.v, + Áx 2 


Repitiendo el mismo proceso con los dos últimos miembros de la igualdad, 
obtenemos que 



t 


A es la letra griega correspondiente a nuestra ele. Se lee " lambda'\ 
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• y, + Ay 2 
1 + A 

En resumen, has coordenadas del punto que divide un segmento en una razón 
dada son 


PÍr v)— 

r jr, + At 2 y, + A>' 2 \ 


^ 1 + A 1 + A J 


(4 G ) 


La determinación de la razón A en los casos en que se desea dividir un 
segmento en partes iguales se hace siempre dividiendo la porción que va desde el 
origen del segmento hasta el punto de división entre la que va deáde ese punto al 
extremo del segmento. 


• Por ejemplo, si queremos dividir un segmento AB en siete partes iguales, A 
tomará un valor distinto para cada uno de los seis puntos de división. En la siguiente 
figura se muestra el segmento AB , los seis puntos de división (M,N, ... , 5) y, debajo 
de cada uno de ellos, el Valor de A para ese punto: 



La razón A puede ser negativa si el punto P es 
extemo al segmento P x P 2 . 


En la figura, por ejemplo, la relación 



es negativa, pues P X P y PP 2 tienen sentido opuesto. 



Eiemplo 20 


Determinar las coordenadas de los cuatro puntos que dividen el segmento AB 
en cinco partes iguales, siendo A(-5,13) y B( 5,-2). 


Construimos un gráfico con 
los datos que se dan y 
designamos por M, N, P y Q 
los puntos que dividen el 
segmento en cinco partes. 
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Coonlcnadas de M: 


(W) 


Aplicando (4 G ): 

-5 + f 5 

X =-— 

l + 7 

13 + j • 
i+ 

Multiplicando numerador y 
denominador por 4: 

-20 + 5 

X = - 

4 + 1 
jt = -3 

52-2 

4 + 1 
y = 10 


Af(—3,10) 


Coordenadas de N: 


M) 


-5 + 4-5 

13 + 4 ( - 2) 

X =-^— 

1H :? 

i + 

II 

-15 + 10 

39-4 

x = - 

y- - 

3 + 2 

3 + 2 

x = -l 

II 


«(-1,7) 


Coordcnadas dc P: 


CoQfdcaadaa dc Qi 


(*’í) 


- 5+4 

•5 

13 + 4 (- 2 ) 

X =- \ 

1+ 2 



-10 + 15 

X =- 

26-6 
v = 

2 + 3 

JC = 1 

\ 

/>(1,4) 

(A = 4) 

2 + 3 
y = 4 

-5 + 4 
x = - 

•5 

13 + 4 (-2) 
y =--— - 

1 + 4 

jc = 3 

1 + 4 

y = i 


mi) 
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Nota: Si colocamos en columna las coordenadas de los 

extremos y de los puntos que dividen el segmento ^ (-5,13) 

del ejemplo aplerior, resulta evidente que las Af(-3,10) 

abscisas se incrementan en 2 unidades de un KT/ * 

punto al siguiente y las ordenadas se mcrementan 
en -3- unidades. P (U 4) 

Esta propiedad puede ahorramos trabajo al momento de Q (3> 1) 

hallar todos los puntos de sección de un segmento B (5,-2) 

_ (Véase el ejemplo que sigue). _ 


Eiemplo 21 

Dados los puntos A(-9,-5) y B(10,7), determinar las coordenadas de los 
puntos que dividen el segmento AB en 7 partes iguales. 


Construimos un gráfico con 
los datos y señalamos los 
seis puntos que dividen el 
segmcnio en siete partes 
igualcs. 



Coorde.Qadas de M: 


(W) 


X = 


X = 


-9 + g-10 

-54 + 10 
6 + 1 


X = 


44 

7 


y = 


-5 + r 7 
' + i 

-30 + 7 
6 + 1 


y 


23 

7 


Calculamos los incrementos 
en cada una de las 
coordenadas. 

En las abscisas: 

En lás ordenadas: 

Podemos, a partir de las 
coordenadas de M , conocer 
la de los otros puntos incre- 
mentando las abscisas cn -y 

y las ordenadas en -y : 


A,=-f-(-9) = f 
A v =-f-(-5) = J¿ 
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Cwrdsnadas.dsJyi 

i A - 44 , 19 _ 
X N X M + ~ 7 + 7 “ 

25 

7 



y N =y M + A,=-f + Jf = 

11 

7 

Cwntenadas ds Ri 

H 

"0 

II 

1 

-1« 

+ 

II 

1 


i\ 


yp 7^7 7 


M 7*7/ 

CpQCtenadasL.dgi2: 

v _ 6 , 19 _ 13 

X Q ~~ 7 + 7 ” 7 




v _ = i + Ü = 12 

”(? 7 T 7 7 


7 » 7 / 

Coordynadas dc R: 

v _ 13 , 19 _ 32 
*R “ 7 ^ 7 ” 7 


/ 

/?í 32 21\ 

• 

* 

II 

+ 

II 

-1« 


7 » 7 / 

Cwntenadas de Si 

v _ 32 , 19 _ 51 
" 7 *** 7 “ 7 


C(ll 17\ 


v - 25 , 12 = 37 

XS 7^7 7 


7 ’ 7 J 

Al incremcntar las coordena- 
das de S deben resultar las 
del extremo B. Las recalcu- 

* 



lamos para verificar la exac- 
titud del proceso: 

X B ~ 7^7 7“ 1U 

Vi> = 17 + 12 = 49 =? 

y b i ^ i 7 ' 


£(10,7) 


Eiwpto 22 


Haiiar las coordenadas de un punto P que divida el segmento determinado 
pori4(2,6) y £(7,-4) en la relación A = 


Utilizando (4 G ): 


JC = 


X = * 


2+f 7 

» + T 
6 + 14 
3 + 2 


x = 4 




y = 


18-8 
3 + 2 


y = 2 


El punto pedido es: 


P{ 4 . 2 ) 


EkmlsJi - 

Hailar las coordenadas del punto P que divide el segmento cuyos extremos 
son A(0,-1) y £(5,-6) enlarelación A = -|. 

Utilizando (4^): 0-| -5 -l-| (-6) 

* x — -—— v =-- 
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E1 punto pedido es: 


-40 -3 + 48 

x =- v - 

3-8 3-8 

x = 8 y = —9 


f(8,-9) 


EiemnkJ4 


En el segmento AB, P es el punto de trisección más cercano a A. Determinar 
las coordenadas de B sabiendo que las de los otros puntos son A(-5,-1) y P(-1,0). 


Si P es el primer punto de 
trisccción la razón en la que 
divide al segmento AB es 




Utilizando (4 G ): 

,_- 5+ ^ 

i+i 

Despejando las incógnitas: 

-10 + *| 
2 + 1 


x B = 7 


° = -2 + y B 
y B = 2 


B( 7,2) 


Eiemplo 25 

Se traza un segmento desde el punto A/(-3,8) hasta el punto N(-l,4). 
¿Hasta qué punto debe moverse el extremo en esa misma dirección para que el 
segmento a) se triplique? b) se reduzca en un 25%? c) aumente en un 60%? 


a) Llamaremos P al extremo 
del segmento prolongado. E| 
problema es idéntico al del 
ejemplo 24, pero en esta 
oportunidad lo plantearemos 
de otra forma. 


Sabemos que 
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En nuestro caso será: 



(Obsérvese que MP y~PN 
tienen distinto sHgno por ser 
segmentos orientados con 
sentidos opuq^stos). 


Utilizando (4 <; ): 

* 

II 

1 

U) 

- 1 

1 KílUJ 

(-1) 

3 

2 

8 - 4-4 

1-1 

1 2 


-6 + 3 

X =- 

2-3 


16-12 
y ~ 2-3 

E1 extremo debe moverse 
•hasta el punto 

x = 3 

^( 3 ,- 4 ) 


II 

l 


b) En esta ocasión el 
scgmento debe reducirse en 
un 25%, es decir, en una 
cuarta partc. En la figura se 
muestra el punto P que ocu- 
pará el extremo del segmen- 
to. 



La relación A para el punto P 

es: 



= 3 


Utilizando (4 <; ): 


-3 + 3(-l) 

x =- 1 —- 

1 + 3 


E1 cxtremo debe moverse 

r»/ 3 

hasta el punto 

T2’ 5 ) 


y = 


8 + 3-4 
1 + 3 


> = 5 


c) El segmento debe 
aumcntar en un 60%, es 
decir, en tres quintas partes. 


La relación para P será: 
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Utilizando (4 <: ); 


x = - 


X = 


-3—|-(-l) 

!-! 

-9 + 8 
3-8 


jc = -L 

* 5 


• E1 extremo debe moverse 
hasta el punto: 



( Ejercicio 92 


8 — 3*4 

1-8 
1 3 

24-32 


y = 


8 

5 


1 ) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 
7) 


8 ) 


9) 


Determinar las coordenadas de los puntos de trisección del segmento de 
origen A(-7,8) y extremo B(2,5). 

Determinar las coordenadas de los puntos que dividen el segmento de 
extremos A(-4, -6) y Z?(2,3) en seis partes iguales. 

Determinar las coordenadas de los puntos que dividen el segmento de 
extremos /4(-3,3) y #(5,6) en cinco partes iguales. 

Determinar las coordenadas del punto M que divide el segmento de 
extremos /4(2, -3) y #(7,6) en dos porciones cuya relación es 2 a 3. 

Determinar las coordenadas del punto M que divide el segmento de 
extremos A(-8, -2) y #(2,3) en la razón - 2. 


Determinar las coordenadas del punto M que divide el segmento de 
extremos A(—1, — 1) y #(3,1) en la razón -1. 

-2,-j) es el tercero de los seis puntos que dividen el segmento AB en 

siete partes iguales. Determinar las coordenadas de #, sabiendo que las de A 
son (-5,5). 


A/(-2,0) es el cuarto de los puntos que dividen el segmento AB en cinco 
partes iguales. Determinar las coordenadas de A, sabiendo que las de # son 


es el primero de los puntos que dividen el segmento AB en seis 
partes iguales. Determinar las coordenadas de #, sabiendo que las de A son 


(- 6 , 10 ). 


Se traza un segmento desde el punto /\(-5, -2) hasta el punto #(5,5). ¿Hasta 
qué punto debe moverse el extremo en esa niisma dirección para que el segmento... 

10) ... aumente en 

* 

11) ... se reduzca al 75%? 

12) ... se reduzca en el 75%? 
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Se traza un segmento desde el punto A/(l,8) hasta el punto N{- 1,3). ¿Hasta 
qué punto debe moverse el extremo en esa misma dirección para que el segmento... 

13) ... se cuadruplique? 

14) ... se reduzca al 80%? 

15) m. aumente en un 40%? 


En cada uno de los siguientes ejercicios se dan los puntos A y £ (origen y 
extremo, respectivamente, de un segmento) y el punto M que divide el segmento AB. 
Determinar en cada caso la razón en que M divide al segmento: 

16) A(-3,2); 5(5,6); Af(—1,3) y * 

; * 17) A(4,3); £(2,-1); M(-l,-7) 

18) A(-5,1); B( 7,-4); 

19) A(3,-7); fi(l,-l); M(-2,8) 

20) A(7,4); B(-‘1,0); M(l,l) 


21) Hallar las coordenadas de) punto M del segmento que une este punto con 
A( 2, -2), sabiendo que el punto £(-4,1) está situado sobre el segmento a 
una distancia de A igual a las tres quintas partes de la longitud total del 
segmento. 

22) Los extremos de un segmento son A{ 2, -5) y tí. Un* púntó A/(-l,4) del 
segmento dista de A una cuarta parte de la distancia que lo separa del otró 
extremo B. Determinar las coordenadas de B. 


23) En el triángulo cuyos vértices son ¿4(1,1); £(4,7) y C(10, -2) búsquese, para 
cada una de las tres medianas, el punto de trisección más cercano al lado 
correspondiente. Comprobar que ese punto es común para las tres medianas 
y que éstas, por tanto, concurren. (E1 punto en que concurren las tres 
medianas se llama baricentro del triángulo). 

24) Hágase la misma comprobación del ejercicio anterior para el triángulo 
cuyos vértices son A( 2,6); £(5,0) y C(-7, -6). 


25) Demostrar que G^ —— ^ ^ ^ ^ j es e l baricentro de un trián- 

gulocualquierade vértices 4(xj,y,); £(^ 2 *^ 2 )» C(jc 3 ,y 3 ). 


Utilizar la fórmula demostrada en el ejercicio 25 para determinar el 
baricentro G de los triángulos cuyos vértices se dan en los ejercicios que siguen: 

26) A(4,-l); £(-3,4); C(2,6) 

27) A(|,7);fi(6,{); C(-7,0) 

28) A(2 + 3v5,7); fi(l0-V5,l); c(-6-2-,5,-4) 

29) A(-7,9); B( 3,5); C(0.-4) 
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30) E1 baricentro de un triangulo coincide con el origen de un sistema car- 
tesiano. Uno de los vértices está en el eje de abscisas a una distancia de 5 
unidades dej origen; el otro vértice, sobre el eje de ordenadas a 10 unidades 
de distancia desde el origen. Hallar las coordenadas del tercer vértice. 

31) Se conocen los vértices /4(0,5) y //(5,3) de un triángulo. Calcular el tercer 
vértice sabiendo que las coordenadas del baricentro son G(l,3)- 

32) Del triángulo ABC se conocen: el vértice /4(7,1), el baricentro G(3,3) y el 
punto medio del lado AC de coordenadas M( 5,6). Hallar las coordenadas de 
los vértices B y C. 

33) Del triángulo ABC se conocen: el vértice B( 6 , -1), el baricentro G(2,3) y el 
punto medio del lado BC de coordenadas A/(-j, O). Hallai / las coordenadas 
de los vértices A y C. 

34) En el triángulo ABC de baricentro en el origen, se conocen los puntos me- 
dios de los lados AB y BC. Las coordenadas de estos puntos medios son, 
respectivamente, M( 3,2) y N( 2, -2). Determinar las coordenadas de los tres 
vértices. 

35) E1 segmento que une a A(-2 ; -1) con //(3,3) se prolonga hasta C. Determi- 
nar las coordenadas de C sabiendo que BC = 3 AB. 

» 

Pendiente de un segmento 


Definiremos como pendiente 
tangente del ángulo que for- 
ma con el semieje positivo 
de abscisas la recta a la que 
pertenece el segmento. 

A la pendiente la de- 
signaremos siempre con la 
letra m. 

En la figura, el 
segmento AB pertenece a la 
recta /. Ésta forma con el 
semieje positivo de abscisas — 
un ángulo a. 

De acuerdo con la dcfinición tendremos 

m (A,B) = ^ a 


coeficiente angular de un segmento a la 


B{x 2 ,y 2 f ^ / 



1 


X 


E1 ángulo BAM de la figura es igual al que forma la recta / con el eje 
horizontal (por ser AM paralela al eje de abscisas y por ser BAM y a ángulos 
correspondientes); AM = x 2 - (distancia entre puntos de igual ordenada) y 
MB = y 2 - y, (distancia entre puntos de igual abscisa). 


Tendremos, entonces, que 


tga = 
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y, en definitiva, que 


m (A.B) = »8« = 


y^-yi 

*2~*l 


( 5 °) 


Eimek 24. 

Determinar la pendiente y el ángulo que forma con el eje de abscisas el 
segmento de extremos A(3,7) y 5(-l, -2). 

Utilizando (5 G ): —2 — 7 


tga = m = | = 2,25 


a = 66°2' 



fltoaefaiZ 

Determinar la pendiente y el ángulo que forma con el eje de abscisas el 
segmento de extremos A(-2,6) y #(5,2). 

Utilizando (5°): 2 — 6 


tga = m = -y = -0,5714 

La tangente del ángulo es 
negativa; eso significa que el 
segmento forma con el semi- 
eje positivo de abscisas un 
ángulo obtuso: 

a = 180°-29° 44' 



a = 150° 16’ 


Eiemplo 28 

Los extremos de un segmento son un punto M de abscisa -1 y el punto 
N( 4, -3). Determinar la ordenada de M sabiendo que el segmento MN forma con el 
eje de abscisas un ángulo de 157°3(y. 

E1 punto M tiene coordena- 
das(-l,.v). 

E1 valor de la pendiente del 

segmento es: m = tg\57°3(y 

= tg(180 o -22 o 30 , ) 

= -tg22° 30 1 

= -V2+l 
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Uti!izando(5 <; ): 


Despcjando v: 


1=-V2tl 

-1-4 

y + 3 = 5^¡2-5 


y = 5V2-8 


Eiemplo 29 


Demostrar que los puntos A(-6 T 8); B^- 3,j) y C(2,-4) son colineales. 


Si !os puntos dados son coli- 
ncales, deben pertenecer a la 
misma recta. La pendiente 
,de esta recta debe ser !a mis- 
ipa cualesquicra sean los dos 
puntos que se lomen para 
calcularla: 


m (A,B) ~ m (B,C) 


= m t 


U.C) 


Basta que calculemos dos de 
los miembros de la triple 
igualdad anterior y verifi- 
quemos que son iguales: 


|-8 -f 3 

"W) -3 + 6 3 2 

-4-8 12 3 

m (A.c)~ 2 + 6 “ 8 ~ 2 


Conclusión: 


m {A B)~ m {AC) ^ A, B y C son colineales 


EjemplQ 30 

Hallar las coordenadas del punto P que dista 2 VlO unidades de A(-l,-4) y 
determina con Af(3,-2) un segmento de pendiente -2. 

Sean P(x,y) las coordena- 
das del punto buscado. 

Sabemos que 
Caiculando la distancia: 


<W) = 2 ^ 10 

^j(x + 1)' + (y + 4)” = 2VlO 


Elevando al cuadrado: 

(x + lf 

Sabemos, además, que: 

l‘,M) ' 


—2 — y 


3-x 

b 

-2-y = 


2;t + y- 


+ (y + 4) 2 = 40 (a) 

= -2 
= -2 

■-6 + 2x 

•4 = 0 (b) 
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Formamos un sistema con 
las ecuaciones (a) y (b): 

f(jc +1 ) 2 + (y + 4 ) 2 = 40 

(a) 

- 

\lx + y- 4 = 0 

(b) 

Despejamos y en la ecuación 

(b): ' 

y = -2x + 4 

(c) 


Sustituimos en (a): ( x + l) 2 + (-2jc + 4 + 4) 2 = 40 

(jc +1) 2 + (8 — 2jc) 2 = 40 

Desarrollando y resolviendo: x 2 + 2jC + 1 + 64 - 32jc + 4jC 2 = 40 

5jc 2 - 30jc + 25 = 0 
jc 2 - 6jc + 5 = 0 
(jc-5)(jc-1) = 0 
jc, = 5 x 2 = 1 


Sustituyendo estos valores 
en la ecuación (c) hallamos 

los correspondientes de y: y = —2 • 5 + 4 — —6 

y 2 =-21 + 4 = 2 


E1 problema tiene, pues, dos 
soluciones: 


/>,(5,-6) 


^( 1 . 2 ) 


Ejemplo 31 _ 

E1 punto P equidista de los puntos A(-7,4) y B( 2,-1). Hallar sus coordena- 

das sabiendo que el segmento que determina con el punto 5 —|~ 9 j forma un án- 

gulo de 30° con el eje de abscisas. 

Por la primera parte del 
enunciado del problcma sa- 
bemos que: p A ) = p 


Dándole a P las coordenadas _ _ 

(x,y), calculamos las distan- _ ~f " (4 _ y ) 2 = x f + (_| _ y f 


Desarrollando y rcduciendo 49 + J4x + A' 2 + 16 - 8y + y 2 = 4 - 4jc + JC 2 + 1 + 2>- + y 2 
a la mínima expresión: 

1 8jc - lOy + 60 ?= 0 


9x - 5y + 30 = 0 


(a) 


Por otra patfc, la pendiente 
de PQ es: * 


m (P.Q) 
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Desarrollaivlo: 


^-y V3 
O-jc 3 
5^3-9 V3 

- -f y =- X 

3 3 

Multiplicando la ecuación /3 -j- 9 -j- 3y = ->/3 jc 

por 3: y 

-J3x - 3y + 5V3 -9 = 0 


Formamos un sistema con 
las ecuaciones (a) y (b): 


í9jc-5y + 30 = 0 
[V3x-3y + 5V3-9 = 0 


Multiplicando la primera 
ecuacíón por 3 y la segunda. 
por -5 y sumando miembro 
a miembro: 


í 27 jc - 15y= -90 

|-5%/3jc + 15> = 25^3-45 

(27-5V3)x = 25V3 -135 


25V3-135 
* 27-5V3 


Sacando factor común en el 
numerador: 


= -5 

Sustituyendo en la ecuación 

(»): 9(-5)-5y+ 30 = 0 

-5? = 15 
> = -3 


5(5^3-27) 

27-5^3 


Las coordenadas del punto 
buscado son, pues, 


P(-5, -3) 


(b) 


( Elerclclo 93 

Determinar la pendiente y el ángulb que forman con el eje de abscisas los 
segmentos cuyos extremos son: 

1) A(4,l); fl(7,5) 

2) A/(-3,5); Af(2,-2) 

3) 
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4) X 1 ’?); ^,- 3 ) 

5) A( 2,a/3); fí(1,0) ' 

6) C(-l,4); D( 6.-3) 


Deterniinar la pendiente de eada uno de los tres lados de los triángulos cuyos 
vértices son: 

7) A(7,3); C(0,8) 

8) D(-l,5); £(4,-1); F(~l\) 

9) M(-3,-2); 7V(6,3); />(3,-2) 

10) Un extremo del segmento AB es A(^4,-3). Determinar la ordenada de B 
sabiendo que su abscisa es 2 y que la pendiente de AB es y. 

11) Un extremo del segmento MN es /V(4,-l). Determinar la abscisa de M 
sabiendo que su ordenada cs 5 y que la pendiente de MN es --j. 

12) E1 segmento AB forma con al eje de abscisas un ángulo de 45°. Determinar 
la ordenada de A si su abscisa es -3 y el otro extremo es B( 4,11). 

13) ¿Cuál debe ser la abscisa de un punto B de ordenada 7, si determina con 
A(3,-7) un segmento que forma un ángulo de 135° con el eje horizontal? 

Un segmento tiene como extremos un punto A(-4,l) y un punto B de 
ordenada 5. ¿Cuál debe sei la abscisa de B para que el segmento forme con el eje de 
abscisas un ángulo... 

14) ... de 60°? 

15) ... de 120°? 

16) ... de 22°30*? 

17) ... de 150°? 

18) ...del5°? 

19) ... de 67°30’? 

20) ... de 105°? 

Demostrar que los cuadriláteros cuyos vértices se dan en los siguientes 
ejercicios son paralelogramos: 

21) A(-l,l); B(- 3,-2); C(4,l); D(6,4) 

. 22 ) Aí( 0 ,|); /v(-2,-4); p( 5,j); e(7,f) 

23) /e(0,0); 5(a,0); T(a + b,c)\ V(b,c) 

24) Demostrar que la recta que pasa por los puntos A(—1,3) y £(5,6) forma con 
el eje üe abscisas un ángulo igual a la mitad del que forma la recta que pasa 
por M(-3,-2) y N( 0,2). 
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Demostrar, utilizando ei concepto de pendiente, que los tres puntos cuyas 
coordenadás se dan son colineales: 

25) A(l, 1); 5(3,2); C(9,5) 

26) M(-3,8); N(< 0,-2); P(j,~7) 

27) R(~- 5,-4); s(-f ,-3); r(f,l) 

- 28) 'A(-3,-l);■ - fí(-3'+ V2.-1+ \/3); c(-l,-l + v'ó) 

29) M(4,5); ^(4 + 2v3,5- 2vó); p(4 + 12v2.-19) 

. En cada uno .de Jos siguientes casos se dan cuatro puntos. Úno de ellos es 
chimbo: no pertenece a la recta a la que pertenecen los otros tres. Descúbralo, 
utilizando el concepto de pendiente. 

• 30) ¿(-5,1); fí(-3,4); C(l,10); D(3,12) 

31) M(- 8,10); iV(-4,^l); P(- 2,-2); (>(2,-10) 

32) /í(-7\'2,9\3); ,S’(-6V2,7\/3); 7'(2-7V2,9V3-3\/6); 

V(2V6 - 7\/2,-12 + 9-,/3) 


Determinar el valor de k para que los tres puntos que se dan sean colineales: 

33) A(0,1); »(2,7); C(6,¿) 

34) D(- 1,5); H(k, 9); 7(5.11) 

35) K(0.k)\ ¿(1,1); M( 3,-1) 

36) ¿(-1,-2+ 2\6); Q(k-2 + lS)\ ¿(5,-2) 

37) Un punto P dista 5 unidades del origen de coordenadas y la pendiente de la 
recta que lo une a A(6,l) es -1. Determinar sus coordenadas. 

38) Un punto P está a una distancia de 2 \ 13 del punto A(-3,l) y la recta que lo 
une a 5(-2,4) forma con el eje de abscisas un ángulo de 45°. Determinar las 
coordenadas de P. 

39) Hallar las coordenadas del punto P sabiendo que dista 7 unidades del origen 
y que determina.un segmento de pendiente \ con el punto A(3,4). 

40) Hallar las coordenadas de un punto P , equidistante de los puntos A(2,l) y 
5(-4,3), que con el punto 0(1-1) determina un segmento de pendiente|. 

41) Hallar las coordenadas de un punto P sobre la mediatriz del segmento de 
extremos A(0,1) y 5(3,8) que determina con el punto 0(4,3) un segmento 
de pendiente - \. 

42) E1 punto P equidista de los puntos A(2,l) y 5(3,2) y la recta que lo une al 
punto 0(4,8-8V3 j forma con el eje de abscisas un ángulo de 120°. Hallar 
las coordenadas de P. 
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43) ¿Qué condición algebraica debe satisfacer todo punto P(x,y) que pertenezca 
a la recta que pasa por los puntos A(-2,l) y £(3,7)? 

44) ¿Qué condición algebraica debe satisfacer todo punto perteneciente a la rec- 
ta que pasa por £(-1 -2) y forma con el eje de abscisas un ángulo de 75°? 

45) Determinar la condición algebraica que debe satisfacer todo punto de la 
recta de pendiente que pasa por A(3,-2). 

Angulo que forman dos rectas entre sí 

Cuando dos rectas /, y / 2 se cortan en el plano se forman cuatro ángulos 
iguales dos a dos. Llamaremos 0, al que proviene de la rotación con centro en M 
que transforma /, en / : y llama- 
remos 0 2 al que proviene de la 
rolación con centro en M que 
transforma / 2 en /,. 

Estas rotaciones'siempre 
Ías tomaremos en sentido contra- 
rio al de las agujas del reloj, y al 
decir, por ejemplo, V/ ángulo 
que forman el segmento AB y el 
segmento MN" nos estaremos 
refiriendo a la rotación que parte 
de AB (recta inicial) y llega a 
MA(recta final). 

Deduciremos a continua- 
ción una fórmula que nos permi- 
ta determinar el ángulo que forman las rectas /, y / 2 . 

En el triángulo A£M, a 2 es un ángulo externo. Por geometría elemental 
sabemos que todo ángulo exteino de un triángulo es igual a la suma de los ángulos 
intemos no adyacentes a él: 

a 2 = a { + ZAMB 

El ángulo AMB y 0, son iguales por ser opuestos por el vértice. Por lo tanto 
a 2 ~ a } +0, 
y 6] - a 2 ~ a, 

Tomando tangeníes en ambos miembros, tendremos que 

tg0, =tg(a 2 -«,) 

Desanollando el miembro de la derecha 

, g o, - .' *<*= 

1 + t ga 2 tga, 

Pero tg a\ es la pendiente de la recta inicial /,: 

tga, = m, (pendiente inicial) 
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y t ga 2 es la pendiente de la recta final l 2 : 

tga 2 = m 2 (pendiente final) 

Sustituyendo en la expresión anterior tenemos, en definitiva, que 


t g 0I= ^L (m 2 m,*-l) 

1 + m 2 m¡ 


( 6 G ) 


Como 0, y 0 2 son suplementarios, por ser adyacentes, se cumple que 

tg®2 = tg(w — ©,) = — tg0, - 

tg e 2 = -^Ü2_ 

1 + mj/n 2 

Sin embargo, en lugar de utilizar dos fórmulas, es preferible utilizar sólo la 
(6 G ) teniendo el cuidado de identificar bien las rectas inicial y final y sus respectivas 
pendientes. 


Ejemplo 32 

Determinar el ángulo que forman la recta que pasa por A(-l,3) y £(5,6) y 
la recta que pasa por Af(-3,1) y 7V(-2,9). 


Hacemos un gráfico con los 
datos. 

E1 ángulo 9 que forman las 
rectas del problema es el que 
tiene a la recta AB como 
recta inicial y a la recta MN 
como recta final. 



Calculamos la pendiente 
inicial: 

. m 1 = m (A,B) 

6-3 1 

" 5 + 1 2 


Calculamos la pendicnte 
final: 


m 7 = m (M.N) 


9-1 
-2 + 3 


= 8 
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Utilizando (6 G ) calculamos 
el ángulo: 


tg@ = 


m, - m 2 
1 + m } m 2 


. 8-1 
1 + 8 -\ 



De donde 


6 = 56°18 


Eiemplo 33 

Determinar el ángulo que forman la recta que pasa por A(3^2) y 6(1,7) y 
una recta de pendiente \. 


La pendiente inicial es la de 
la pecta que pasa por A y B: 



W 1 = m (A.B) 


■ _ 7-2 _ 5 
~1-3 ~ 2 

La pendiente ílnal es la de la 
otra recta: 

w 2 =í 

Utilizando (6 t; ): 

' 8 S ~bb: 

Siendo negativa la langcntc 
del ángulo, éste debe ser 
obtuso: 

6 = 180°-85° 14' 


= -12 


6 = 94° 46' 


EjemiiaM 

Calcular los ángulos intemos del triángulo cuyos vértices son ¿4(7,4); B(6, -1) 
y 0(3,8). 


Hacemos un gráñco. 


CálaiiflLikl -in&ulfl-fíL sm. 

tiene su vértice en A: 

E1 ángulo a es el que forma 
el ladoyáC (recta inicial) con 
el lado AB (recta final). 



Calculamos las pendiéntes: 


_ 8 ~ 4 _ , 
W 1 - m (A,C) ~ ~ 1 
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Utilizando <6 G ): 


-1-4 

wi ~ m (A,B) - - 


tgo = 


5 + 1 


l + 5(-l) 
a = 180°-56°18' 


= -1,5 


a - 123° 42' 


CálculQ__ ctel 

vérti QC . g n.g; 

0 es el ánguio que forma el 
lado AB (inicial) con el lado 
BC (final). 


Calculamos las pendientes: 


^.8)= 5 

- 8 + 1 - 7 

m 2 -^(B.C) ~ ~ 3 


Utilizando (6 G ): 


tg£ = 


-3-5 
1 + (-3)-5 


= 0,5714 


/ 


p = 29° 45 


CákulQ dd áng w i o y co n 

yért.ice en C; 


Como los ángulos internos 
del triángulo suman 180°, 
podemos hailar y por una 
simple diferencia: 


Y = 180°-(a + /}) 
y = 180°-(123° 42 +29° 45) 


y = 26°33 


Ejemplo 35 

Una recta /, de pendiente j forma con otra recta / 2 un ángulo de 85°36\ 
Determinar la pendiente de la recta / 2 . 


Utiiizando (6 G ): 



m 2 -m, 
1 -f m 2 m, 


Sustituyendó en la expresión 
anterior ios datos conocidos: 


tg85°36' = 


"h-j 

l + m 2 \ 
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Multiplicando por 3 ambos 
términos de la fracción de la 
derecha: 


Resolviendo^ 39 +13m 2 — 3m 2 - 1 

10 m 2 = -40 


m 2 - -4 


n 3m 2 -l 
3 + m 2 


EimpJoJÁ _ ' 

La recta que pasa por A(-2,l) y #(1,4) forma un ángulo de 16°42' con la 
• que pasa por A/(-|, -y) y un P unto Nde abscisa 5. Hallar la ordenada de N 


La pendiente de la recta 
inicial es: 

Si damos a N las coordena- 
das (5,^), la pendiente de la 
recta fmal es: 


m, =m, 


(A.B) 


4-1 
1 + 2 


= 1 


m 2 =«(*.*) - 

2y-\5 

m, =- 


y-'i 

5-1 


Sustituyendo en (6°) los 
datos conocidos: 


t g 16°42' = 


2y-15 

7 


Resolviendo la ecuación: 


La ordenada buscada es: 


0,3 = 
0,3 = 


2y —15 —7 
7 + 2y-15 
2y-22 
2y-8 


0,3 = 


- H 
y—4 


0,3y — 1,2 = y — 11 


0,7y = 9,8 


y = 14 


( Ejerclclo 94 

Determinar en cada caso el ángulo que forman las rectas /, y / 2 : 

1) /, paáa por A(- 2,1) y #(3-1); / 2 por A/(-5,2) y N( 2,5) 

2) /, pasa por4(2-1) y #(4,5); / 2 por M(-2,l) y A/(-3,5) 


GHOMETRIA ANALITICA 353 



















3) pasa por A( 1 -3) y 5(3-2); / 2 por M(2,3) y /V(-2,5) 

4) /, pasapor A(l,{) y'5(5,-y); / 2 por m(±,-2) y /v({,f) 


Calcular los ángulos internos del triángulo cuyos vértices son: 

5) A(^4,-3); 5(-2,6); C(3,2) 

6) A(7,l); 5(3,-5); C(-2,9) 

7) A(— 1,4); 5(7,1); C(-6,2) 

8) A({,-{); 5(-f4); c(8.f) 

. ‘En los ejercicios que siguen se da el ángulo que forman dos rectas y la 

' pendiente de una de ellas. Hallar la pendiente de la otra. 

. 9) 0=45°; m,=7 

10) 5=60°; m 2 = f 

11) 5=150°; m¡ = { 

12) 5=165°; m 2 = -3 

13) 5= 63 c 26'; m,= 5 

14) Una recta pasa por los puntos A(3,l) y B( 9,2). Otra pasa por M(2,l) y por 
un punto N de abscisa 6. Determinar la ordenada de N sabiendo que las 
rectas AB y MN forman un ángulo de 45°. 

15) La recta que pasa por los puntos A(-l,2) y #(-2,8) forma un ángulo de 45° 
con ia que pasa por M( \ -1) y un punto N de ordenada -6. Determinar la 
abscisa de N. 

16) La recta que pasa por los puntos A(-3,-2) y #(5,^4) forma un ángulo de 
135° con la que pasa por Af(0,l) y un punto N de abscisa -3. Hallar la 
ordenada de N. 

17) La recta que pasa por los puntos A(-2,6) y #(-5,1) forma un ángulo de 
71°34' con la que pasa por M( 3,8) y un punto N de ordenada 1. Determinai' 
la abscisa de N. 

18) Calcular el ángulo agudo del rombo de vértices A(-4,-2); #(-1,5); C(6,8) y 
D(3,l ) y demostrar que la diagonal AC es bisectriz de ese ángulo. 

19) Calcular el ángulo obtuso del rombo de vértices A(-2,4); #(3,1); C(6,-4) y 
D( 1-1) v demostrar que la diagonal BD es bisectriz de ese ángulo. 

20) Las pendientes de los lados de un triángulo son \, l y 2. Demostrar que el 
triángulo es isósceles. 

21) E1 punto P(- 2,2) está unido por rectas a los puntos A(2,6); B( 4,2) y 
C(l,-1). Demostrar que una de estas rectas es bisectriz del ángulo formado 
por las otras dos. 

22) E1 punto P(2,5) está unido por reclas a los puntos A(—11); B( 4,1) y 
C(13,3). Demostrar que una de estas rectas es bisectriz del ángulo formado 
por las otras dos. 
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23) Determinar el ángulo formado por las rectas que unen el punto P(-4,-2) 
con los puntos de trisección del segmento cuyos extremos son A(-2,5) y 
«(7,2). 

24) Hallar el ángulo que forman las rectas que unen al punto 5(10,5) con los 
puntos medios de las diagonales del cuadrilátero de vértices A(-2,4); 
5(5,7); C(6,-4) y D(-5-3). 

25) Determinar el ángulo formado por las rectas que unen el punto P(4,-2) con 
los dos puntos que dividen el segmento de extremos A(-l,-3) y 5(3,-5) en 
razones de -3 y - t respectivamente. 

Demostrar, hallando los ángulos de la base, que los triángulos cuyos vértices 
se dan son isósceles: 

' 26) A(-3,2); 5(4,6); C(l,-5) 

. 27) A{- 2,-2); fi( 1,6); <7(9,3) 

28) A(—3,7); B{ 6,-2); C(-5,-4) 

Calcular el ángulo que forma cada una de las medianas con el lado sobre el 
que incide en el triángulo de vértices 

29) A(0,0); B(6,8); C(8,2) 

30) A{- 3,3); fi(5,l); C(3,-5) 

Condiciones de paralelismo y de 
perpendicuiaridad 

A) Si dos rectas /, y l 2 son paralelas, el ángulo que forman entre sí es de 0° 
o 180°. En tal caso 

tg 5 = tg 0° = tg 180° = 0 

y la relación (6 (l ) queda así: 

Q= m 2 -m x 
1 4 - m 2 m } 

Una fracción se anula si es nulo su numerador. Por tanto 
m 2 - m, = 0 
m 2 = m[ 

En definitiva, dos rectas son paralelas si tienen igual pendiente y, 
recfprocamente, si tienen igual pendiente, son paralelas. En efecto, si m 2 - m { es 
qero, tendremos que 
tg0 = O 
0 = k 180° 
y las rectas son paralelas. 


/, 

II h « 

m-, = m. 



~ 


(Esta conclusión es tan obvia que ya fue utilizada intuitivamente en el 
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Ejercicio S¡3, NT 21, 22 y 23). 


B) Si dos rectas /, y / 2 son perpendiculares, el ángulo que forman entre sí 
es de 90°. Como la relación (6 G ) no está definida para 0 = 90°, la escribiremos así: 

ctg 0 = -2_L 

m 2 - m, 

Ahora, si hacemos 6 = 90°, la expresión anterior queda así: 

0 1 + W 2 W| 

m 2 ~ m, 

Nuevamente, el numerador debe anularse para que la fracción sea cero: 

l + m 2 m, = 0 
y • m 2 m, = -1 

o también 

1 

m 2 =- 

m, * 

En definitiva, dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes 
es -1, o también, si sus pendientes son negativamente recfprocas. (Fácilmente se 
comprueba que el recíproco también es cierto). 


/, _L / 2 <=> m 2 m, = -1 


Z, _L l 2 


<=> nu = -- 


m. 


( 8 G ) 


Eje mplo ¿Z _ 

Demostrar que A(-7,l); #(-3,-1); C(-l,-5) y D(-5,-3) son vértices de 
un rombo. Demostrar, además, que sus diagonales son perpendiculares entre sí y se 
bisecan. 


Hacemos un gráfico con los 
datos. 

a) Calcularemos la longitud 
de los cuatro lados para 
demostrar que la figura es un 
rombo. 
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Cálculo de AB: 

AB - d(A,B) 

= J(-3 + 7) 2 +(-l-l) 2 = 2V5 

Cálculo de BC: 

BC = d(B C ) 

= v'(-l + 3) 2 +(-5 + l) 2 = 2V5 

Cálculo de CD. 

CD = d {CD j 

= a¡{-5 +1) 2 + (-3 + 5) 2 = 2^5 

Cáiculo de DA: 

DA = d^ D 

= a/( - 7 + 5) 2 + (1 + 3) 2 =2V5 

b) Para que las diagonales' 
sean perpendiculares entre sí 
basta que el producto de sus 
pendientes sea - I. 

■> 

Pendiente de AC: 

-5-1 

m (A =-= -1 

{AX) - 1+7 

Pendiente de BD : 

- 3+ 1 

m (fiD) = _ 5 + 3 = 1 

Efectuamos el producto de 
las pendientes: 

m (A ,C) ' m (B.D) = t = ”t 

c) Si el punto medio de AC 
coincide con el punto medio 
de BD, las diagonales se 
bisecan. 


Llamemos M al punto medio 
d cAC: 

x _ - 7- 1_ , 

1-5 „ 

^ = 2 

A#(-4,-2) 

Llamemos N al punto medio 
de BD: 

x -Zlz5__4 

-1-3 0 

., = 2 -2 

ATH.-2) 
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«tlConclusionts: 


AB = BC = CD- DA 

=> ABCD es rombo 



m (A,C) ' m (B.D) = 

=» ACIBD 


- 

M = N => 

AC y BD se bisecan 


EiaatieJS. 


La recta que pasa por A(|,-y) y fi(-y,-y) es paralela a la que pasa por 
M(- j , |) y por un punto N de abscisa -y. Haliar ia ordenada de N. 


Calculamos la pendiente de 
la recta que pasa porAyB: 


li_i7 

m (A.B) = h _| 
2 2 



/ 


• Pendiente de la recta que 
pasa porAfy por /v|-y, yj: 




y-j 

1 {M,N) ~ ¡1,1 
2^2 



3y-8 

36 


S¡, como dice e) problema; 
las rectas son paralelas, sus 
pendientes deben ser iguales. 
Por tanto: 


m (A,B) ~ m (M,N) 

1 3y-8 

3" 36 


Resolviendo: 


La ordenada buscada es: 


-12 = 3y-8 
3y = -4 


EJaubiM. _ 

La recta que pasa por A(10,25) y fi(l 1,5^26) y la que pasa por un punto M 

de ordenada 5 y por A'(-2, - v 26) son perpendiculares. Hallar la abscisa de M. 

La pendiente de la recta que 5^26 — 25 

pasapor/l yfles: m (A,B)~ |]_|Q =5 V26-25 


La pendiente de la que pasa 
por M{ *,5) y N es: 


_ -V26 - 5 _ -v/26+5 

-2-x “ 2 + x 


Síendo perpendiculares las 
rectas, sus pendientes deben 
scr negativamente recípro- 
cas. Por tanto: 


m (A,B) = ~ 


1 

^M.N) 


5V26 - 25 = 


2 + * 
V26 + 5 
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Resolviend©: 


(5V26 - 25)(v 26 + 5) = -(2 + x) 
5 (V 26 - 5)(V26 + 5) = -2 - jc 

5(26-25) =-2-x 
5 = —2 — jc 

La abscisa buscada es: _ 7 


/ 

(, Ejercicio 95 


Demostrar en cada caso que el segmento de extremos A y 6 es paralelo al 
segmento de extremos M y N: 

1) A(-2,3); fl(l,5); Aí(l,-2); V(7,2) 

2) A(3,2); B(-l,-6); M(- 2,7); N(- 5,1) 

3) a(v 2,3); 6(3,8); A/(lO,-5v2); V(17,15) 

4) A(2,|); 6(v'5,f); Af(j,7v'5); v(-|,-14) 

5) A(a, 8); 6(6,7); M(a 2 ,a), N(b 2 ,-b ) 

Demostrar en cada caso que el segmento de extremos A y 5 es perpendicular 
al segmento de extremos M y N: 

6) A( 2,-5); 5(7,-3); A/(9,6); A/(7,11) 

7) A(-f,|); 6(if,-l); «(-f|> V(f.?) 

8) A(v 10.7); 6(3,6); 

9) a(-4,4); 6(-3,vT7); m( 5, — V17); V(4,4) 

10) A(-4a,a + 2)\ . B(a 2 +3,a 2 ), M(a 2 +2,3); v(3a,a 2 +2a) 

Hallar en cada en cada caso la coordenada que falta sabiendo que el segmento 
AB y el segmento MN son paralelos: 

11) A(-5,l); 5(6,8); A/(10,4); la abscisa de Nes-1 

12) A(5,--|); 5(-4,^4); /v(-T>2);]a ordenada de M es 6 

13) A(2,9); M( 4,-2); /V(7,v7); laabscisade6esv7 

14) 6(1,-2); ,W(3,-10); v(3V5,l l); la ordenada de A es 5 
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Hallar en cada en cada caso la coordenada que falta sabiendo que el segmento 
AB y el segmento MN son perpendiculares: 

15) /l(-5, -4); -B(3,-l); A/(8,l); la ordenada de iVes -7 

16) a(V 3,-y); fi(VTÍ, -y j; //(^,3^3); la abscisade A/es f 

17) a(-|,- 5V3); A/(l,v / 7); w(ó,V 3); la ordenada de fí es 5^7 

18) B(f,2V3); A/(|,2V3); //(y,3); la abscisa deA es 

Demostrar que los triángulos cuyos vértices se dan son rectángulos: 

19) A(l,2); 6(5.8); C(10.-4) 

. 20) D(-4,l); £(3,5); £(11,-9) 

• 21) £(-6,1); £(10,3); A/(-2,-5) 

22) p{-b !); ^f.f); Mf-i) 


Demostrar que los puntos que se dan son vértices de un paralelogramo y que 
ese paralelogramo es rectángulo: 

23) A(5,6); £(1,-2); C(-5,l); D{- 1,9) 

24) £(-6,-1); £(-7,3); G(5,6); //(6,2) 

25) K(\, f); £(2-1); A/(l,-2); /V(-ff) 


Demostrar que los puntos que se dan son vértices de un rombo. Comprobar, 
además, que sus diagonales son perpendiculares entre sí y se bisecan: 

26) ¿(2,5); £(-1,0); C(-6,-3); D(-3,2) 

27) £(-f,f); £(f,f); M(f,-{); N (- f,-f) 

28) £(1,0); Q{- 3,7); £(4,3); 5(8,-4) 

Demostrar que los puntos que se dan son vértices de un cuadrado. 
Comprobar, además, que sus diagonales son perpendiculares entre sí y se bisecan: 

29) ¿(3,6); £(7,-1); C(0,-5); D(-4,2) 

30) £(-{,f); £(f,f); A/(f,-J2); /v(-f,-f) 


Demostrar que los puntos que se dan son vértices de un cuadrilátero cuyas 
diagonales son perpendiculares entre sí: 

31) A(2,-5); 6(7,-3); C(6,l); D(-2,3) 

32) £(-5,5); M{ 3,9); N{ 13,-1); 0(0,0) 

* 
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Demostración analítica de teoremas geométricos 

La Geometría Analítica es una poderosa herramienta para demostrar, con 
ayuda del álgebra, muchos teoremas de la Geometría elemental. 

Para la demostración analítica de teoremas geométricos ténganse en cuenta 
las siguientes indicaciones: 

1) Las demostraciones analíticas se hacen utilizando coordenadas. Estas 
deben ser literales y no numéricas, siendo las letras que se utilizan cantidades que 
pueden tomar cualquier valor real. 

2) La figura a la que se refiere el teorema objeto de la demostración debe 
colocarse en la posición más simple para facilitar el proceso, pero tomando la 
precaución de no excederse en esta simplificación cayendo en casos particulares. 

Veámoslo con un ejemplo práctico: supóngase que debemos demostrar un 
teorema relativo a un cuadrilátero cualquiera. 





B(a,a) 



La disposición del cuadrilátero en la Fig. 1 implica la utilización de ocho 
letras distintas, para las coordenadas de los cuatro vértices. 

En la Fig. 2 se reduce la cantidad de letras a seis haciendo coincidir uno de 
los vértices con el origen del sistema. 
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En la Fig. 3 se logra eliminar otra letra haciendo coincidir un vértice con el 
origen del sistema y uno de.los lados del cuadrilátero con uno de los ejes. 

En la Fig. 4.se logra reducir a tres las letras utilizadas, pero el exceso de 
simplificación hace que la Figura no sea ya un cuadrilátero cualquiera sino un caso 
particular de cuadrilátero, el paralelogramo. 

En la Fig. 5 se exagera todavía más en la simplificación: la figura no es un 
cuadrilátero cualquiera. sino un caso particular, el paralelogramo, y ni siquiera un 
paralelogramo cualquiera, sino un caso particular de éste: el rectángulo. 

En la Fig. 6 se llega, simplificando al extremo, a un caso particular del 
rectángulo, el cuadrado. 

Las figuras 4, 5 y 6 no sirven, por tanto, para la demostracion de un teorema 
relativo a un cuadrilátero cualquiera. 

Entre las primeras, la que alcanza su expresión más sencilla es la Fig. 3. 

3) A1 momento de hacer una demostración es conveniente recordar que en 
toda argumentación hay condiciones necesarias , condiciones suficientes y que no 
siempre una condición necesaria es suficiente. 

Por ejemplo, para que un cierto paralelogramo sea un cuadrado, es condición 
necesaria que todos los lados sean iguales, pero esa condición no es suficiente ya 
que un paralelogramo con los cuatro lados iguales puede no ser un cuadrado sino un 
rombo cualquiera. 

En cambio, para demostrar que un cierto paralelogramo es un rombo, es 
condición necesaria y suficienle que los lados sean de igual longitud. 

4) En todo teorema a demostrar se pueden distinguir dos partes: una conocida 
y supuesta, Ilamada hipótesis y otra que es la que debe ser demostrada, llamada 
tesis. 

Ejemplo: Si un triángulo es isósceles, entonces dos de sus medianas son 
iguales. 

En el enunciado anterior la hipótesis es un triángulo es isósceles\ la tesis es 
dos de sus medianas son iguales. 

No siempre el enunciado de un teorema adopta la forma "Si... , entonces... ". 
E1 teorema anterior puede estar también enunciado en esta forma: Lms medianas 
correspondientes a los lados iguales de un triángulo isósceles son iguales entre si. 
La hipótesis y la tesis en este segundo enunciado son las mismas del enunciado 
anterior. 

Demostración de teoremas directos 


EÍemploJO 

Demostrar analíticamente que el segmento que une los puntos medios de dos 
lados de un triángulo es paralelo al tercer lado e igual a su mitad. 

Construimos un siftema de 
ejes coordenados y situamos 
en él un triángulo cualquiera 
aprovcchando el origen 
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como uno.de los vértices y 
el eje de abscisas como uno 
de los lados. 


Señalamos también en la 
figura los puntos medios de 
los lados A£ y B O y los 
unimos con un segmento. 

La tesis es dobie: tenemos 
que demostrar. por una parte. 
que el segmento MN es 
paralelo al lado OA y, por 
otra, que la longitud de MN 
es la mitad de la longitud de 
ÓA. 



Comencemos determinando 
las coordenadas de M y N 
(puntos medios de sus 
respectivos lados): 



a) Si MN y OA son paralc- 
los, deben tener igual pen- 
diente. 


Calcuiamos ambas pendien- 
tes: 


m t 


£ 

= - 2 . 


(M,N) ~ g+b b 
2 2 


*r«0 


m, 


(O.A) 


0-0 

a -0 


= 0 


b) Si la segunda parte de la 

tesis es cierta, entonces MN = {OA 


Calculamos MN: 


MN = d (M,N) 


a + b b 

~2 2 


a 

2 


Calculamos ^OA: 


2 OA — ^ d(o,A) “ 2 ^ 


Conclusión: 


m (M.N) ~ m (O.A) 
d(M,N) = \^(O.A) 


Se cumple el teorema 
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Demostración de teoremas recíprocos 

La proposición recíproca de otra es la que se obtiene intercambiando la 
hipótesis y la tesis de ésta última. 

Veamos algunos ejemplos de proposiciones y de sus recíprocos: 


Proposición ___ Recíproco 


a) Un triángulo equilátero tiene los tres lados 
iguales 

Un triángulo que tiene los tres lados iguales 
es equilátero 

b) Si tú eres mi alumno, yo soy tu maestro 

Si tú eres mi maestro, yo soy tu alumno 

c) Si yo soy más joven que tú, nuestras 
edades son distintas 

Si nuestras edades son distintas, yo soy más 
joven que tú 

' d) Todos los maracuchos son venezolanos 

Todos los venezolanos son maracuchos 


Como puede observarse, no siempre la proposición recíproca es verdadera. 
En los ejemplo a) y b) las proposiciones recíprocas son ciertas, no así en los 
ejemplos c) y d). 


A1 enunciar el recíproco de teoremas relativos a casos particulares se parte de 
figuras más generales. Véase, por ejemplo, los enunciados del Teorema de Pitágoras 
y de su recíproco: 

Teorema de Pitágoras: En todo triángulo rectángulo, el cuadrado de la 
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos. 

Recíproco: Si en un triángulo cualquiera el cuadrado de un lado es igual a 
la suma de los cuadrados de los otros dos lados , entonces el triángulo es 
rectángulo. 

Las demostraciones de teoremas recíprocos reciben un tratamiento distinto 
del de los teoremas directos: se parte de un afirmación traducida en una ecuación 
que, al ser resuelta, nos da las condiciones que deben cumplirse para que la 
afirmación inicial sea cierta. 


Eiemplo 41 


Demostremos el recíproco del Teorema de Pitágoras. 


Situamos convenientemente 
en un sistema de ejes coor- 
denados un triángulo cual-. 
quiera. 



Traducimos en una ecuación 

laafirmación del ertunciado: ^2 _ ^q2 + q^2 
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Utilizando las relacioncs 
de distancia entre puntos: 



Desarrollando: 


b 2 - 2 ab + a 2 +c 2 =b 2 +c 2 +a 2 


Después dé'’reducir términos 
semejantes y simplificar, te- 
nemos: 


ab = 0 


Para que el producto anterior 
sea nulo se dan dos posibi- 
lidades: 


a = 0 
b = 0 


Conclusión: Si a es cero, el vértice A se desplaza hasta coincidir con el origen 
’ del sistema y en ese caso la figura deja de ser un triángulo. 

Si b es cero, el vértice B se desplaza horizontalmente hasta situarse sobre el 
eje de ordenadas y, en tal caso, el triángulo OAB es rectángulo. Queda, por tanto, 
demostrada la proposición. 

> 

j Nota: Fara nuestra demostración tomamos AB como el lado mayor al hacer nuestro j 
planteamiento inicial. Podíamos haber tomado cualquiera de los otros dos. j 
Algunos planteamientos pueden dar lugar a ecuaciones más o menos S 
complicadas, pero en cualquiera la resolución proporcionará las condiciones j 
para que el teorema sea cierto. 


( Ejerciclo 96 

Demostrar analíticamente los siguientes teoremas geométricos: 

1) Las rectas que unen los puntos medios de los lados sucesivos de cualquier 
cuadrilátero forman un paralelogramo. 

2) Las diagonales de un paralelogramo se bisecan. 

3) Enunciar el recíproco del teorema anterior y demostrarlo. 

4) Las diagonales de un rombo son perpendiculares entre sí. 

5) Enunciar el recíproco del teorema anterior y demostrarlo. 

6) E1 punto medio de la hipotenusa de un triángulo rectángulo equidista de los 
tres vértices. 

7) Enunciar el recíproco del teorema anterior y demostrarlo. 

8) Los ángulos opuestos a los lados iguales de un triángulo isósceles son 
iguales. 

9) Enunciar el recíproco del teorema anterior y demostrarlo. 

10) Las diagonales de un rectángulo son iguales. 

11) Eniínciar el recíproco del teorema anterior y demostrarlo. 

12) Las medianas correspondientes a los lados iguales de un triángulo isósceles 
son iguales. 
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13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 
19) 

' 20 ) 
21 ) 
22 ) 

23) 

24) 

25) 

26) 

27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) 

33) 

34) 


Enunciar el recíproco del teorema anterior y demostrarlo. 

Los ángulos opuestos de un paralelogramo son iguales. 

Dos ángulos consecutivos de un paralelogramo son suplementarios. 

Los dos segmentos que se obtienen uniendo dos vértices opuestos de un 
paralelogramo con los puntos medios de dos lados opuestos son paralelos y 
de igual longitud. 

Los segmentos que unen los puntos medios de los lados consecutivos de un 
trapecio isósceles forman un rombo. 

Los segmentos que unen los puntos medios de los lados consecutivos de un 
rectángulo forman un rombo. 

E1 segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de un tra- 
pecio (mediana del trapecio) es paralelo a las bases e igual a su semisuma. 

E1 segmento que une los puntos medios de las diagonales de un trapecio es 
igual a la mitad de la diferencia de las longitudes de las bases. 

La suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo es igual a la 
suma de los cuadrados de sus diagonales. 

Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados opuestos de 
un cuadrilátero cualquiera se bisecan entre sí. 

Los segmentos que unen los puntos medios de los lados consecutivos de un 
rombo forman un rectángulo. 

Los ángulos de la base de un trapecio isósceles son iguales. 

Enunciar el recíproco del teorema anterior y demostrarlo. 

Los puntos medios de dos lados opuestos de un cuadrilátero y los puntos 
medios de las diagonales son los vértices de un paralelogramo. 

E1 segmento que une los puntos medios de dos lados opuestos de un 
cuadrilátero y el que une los puntos medios de las diagonales se bisecan 
entre sí. 

E1 segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de un 
trapecio biseca ambas diagonales. 

La suma de los cuadrados de las distancias de cualquier punto del plano a 
dos vértices opuestos de un rectángulo es igual a la suma de los cuadrados 
de sus distancias a los otros dos vértices. 

Enunciar el recíproco del teorema anterior y demostrarlo. 

Si O y A, B y C son los vértices sucesivos de un paralelogramo y D y E los 
puntos medios de los lados OA y BC, respectivamente, los segmentos DB y 
OE trisecan a la diagonal AC. 

En un triángulo cualquiera, el cuádruplo de la suma de los cuadrados de las 
longitudes de las medianas es igual al triplo de la suma de los cuadrados de 
las longitudes de los lados. 

Las diagonales de un rombo son bisectrices de sus ángulos intemos. 

Los segmentos que unen los puntos medios de los lados sucesivos de un 
cuadrilátero forman otro cuadrilátero cuyo perímetro es igual a la suma de 
las diagonales del primero. 
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35) En un trapecio, los ángulos que tienen sus vértices sobre un mismo lado son 
suplementarios. 

36) Si las diagonales de un cuadrilátero son perpendiculares entre sí, entonces 
la suma de los cuadrados de dos lados opuestos es igual a la suma de los 
cuadrados de los otros dos. 

37) T^os puntos medios de los lados de un cuadrilátero son los vértices de un 
paraielogramo cuyos lados son paralelos a las diagonales del cuadrilátero. 

38) En un triángulo isósceles, ia paralela a ia base trazada por ei vértice es bi- 
sectriz del ángulo extemo del vértice. 

39) Enunciar el recíproco del teorema anterior y demostrarlo. 

40) Si en un trapecio OABC de base mayor OA se cumpte que OC = CB , 
entonces la diagonal OB es la bisectriz del ángulo que tiene su vértice en O. 

41) En un cuadrilátero cualquiera la suma de dos de los ángulos extemos es 
igual a la suma de los dos ángulos intemos no adyacentes a ellos. 

42) Si la aitura de un trapecio isósceles es igual a la semisuma de las bases, 
entonces lo¿ puntos medios de los lados del trapecio forman un cuadrado. 

43) Si ias diagonales de un trapecio isósceles son perpendiculares, entonces los 
puntos medios de los lados forman un cuadrado. 

44) La suma de los cuadrados de las diagonales de un trapecio es igual a la 
suma de los cuadrados de los laterales más el doble producto de las bases. 

45) Si el segmento que une los puntos medios de los lados opuestos de un 
cuadrilátero es igual a la semisuma de los otros dos lados, el cuadrilátero es 
un trapecio. 

46) La suma de los cuadrados de las diagonales de un cuadrilátero cualquiera es 
dos veces la suma de los cuadrados de los segmentos que unen los puntos 
medios de los lados opuestos. 

Lugares geométricos 

Dada una cierta propiedad o condición relativa a los puntos del plano, 
ilamaremos lugar geométrico a la figura constituida por todos los puntos y sólo 
aquellos puntos que satisfacen esa propiedad o condición. 

En consecuencia, un punto P(x,y) pertenece al lugar geométrico si y sólo si 
satisface la propiedacj cn cuestión. 

Por ejemplo, el lugar geométrico cie 
los puntos del plano que se encuentran a tres y 
unidades de distancia del punto C(4,5) es una 
circunferencia que tiene su centro en C y un 
radio de tres unidades. 

Todos los puntos de la figura y sólo 
ellos satisfacen la condición puesta. Un punto 
Q que 'no esté sobre la circunferencia no 

satisface la condición dada y no pertenece por-- 

tanto al lugar geométrico. 
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A veces un lugar geométrico se define en términos de la noción física del 
movimiento. E1 ejemplo anterior podría haberse descrito así: el lugar geométrico de 
un punto del plano que se mueve de tal forma que siempre se encuentra a una 
distancia de tres unidades del punto C(4,5). 

La condición algebraica que debe satisfacer todo punto P(x,y) del plano para 

pertenecer a-un lugar geométrico se expresa mediante una ecuación que todo punto 
del lugar geométrico debe satisfacer y ningún otro. Esta ecuación recibe el nombre 

. de ecuación del lugar geométrico. 

Para obtener la ecuación de un lugar geométrico se aplica a un punto 
cualquiera P(x,y) la condición dada. 

En realidad, aquí estamos formalizando un proceso que ya fue efectúado en ejempios 
de páginas anteriores (Ver ejemplos 11 y 12, págs. 316 y 317) y en algunos ejercicios (Ver 
Ejercicio 90, 67*76 y Ejercicio 93,43-45). 

EÍemek 41 

Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano que están a 

igual distancia de los puntos A(6,-j) y B(-3,-l). 

•* 

Hacemos un gráfico. ¡ k 


La condición que debe satis- 
facer el punto P para perte- 
necer al lugar geométrico es 
la dc que su distancia al pun- 
to A debe ser igual a su dis- 
tancia al punto B: 



\ 


B{~ 3.-7) 


^(P.A) ~ ^(P.B) 


Utilizandu la fónnula (2 <; ) de 
distancia entre puntos: 



Elevando ambos miembros 
al Cuadrado: 



2 


Reduciendo términos: 


DesarroIIando: 


36-12x + j: 2 + {-y + y 2 =9 + 6jc + jc 2 +49 + 14y + y 2 
-18jt-15.y-f- = 0 


Eliminando denominadores, 
simplificando y cambiando 
signos, obtenemos la ecua- 
ción del lugar geométrico: 


24jc + 20y + 29 = 0 
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EjwploáS 

Uh punto se mueve de tal forma que su distancia al eje de abscisas es siempre 
igual a su distancia al puñto /4(3,4). Hallar la ecuación de su lugar geométrico. 
Verificar si el punto en su recorrido pasa por Af(4,2) y N(1A). 


a) Delerminemos primero la 
ecuación del lugar gcométri- 
co. 


La distancia de un punto al 
cje de abscisas cs igual a su 
órdenada. 



La condición que debe satis- 
facer el punto P en su movi- 
miento es, pues, la siguiente: 

Es dccir: 


Elevando: 


Ordenada de P = p A ^ 

y = J ( 3- x ) 2 +( 4 ->’) 2 

r =(3-*) 2 +(4-;y) 2 


Desarrollando y llcvando a 

la mínima expresión: _y 2 = 9 — ÓJC + JC 2 + 16 — 8> + y 2 


x 2 -6x- 8v + 25 = 0 


b) Verifiquemos si el punto 
pasa en su recorrido por M y 


N. 


(a) 


Si el punto pasa por M % éste 
pertencce al lugar geométri- 
co y dcbe satisfacer la ecua- 
ción (a). 

Veamos si es así sustítuyen- 

do las variables por las coor- - 

denadas dc M: 4— 6*4 — 8-2 + 25 

= 16-24-16 + 25 

= 1*0 


Las coordenadas de M no sa- 
tisfacen la ecuación dci lugar 
geométrico, por lo que con- 
cluimos que M no pertenece 
aél. 
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Verificamos en forma análo- 
ga para N< 


7 2 - 6-7-8-4 + 25 
= 49-42-32 + 25 
= 0 


Como las coordenadas de N 
satisfacen la' ,, ecuación del lu- 
gar geométrico, concluimos 
que N sí pertenece a él. 

Eiemplo 44 

Un punto se mueve de tal forma que la suma de sus distapcias a los puntos 
4(-2,l) y 5(4,1) es siempre igual a 10. Hallar la ecuación de su lugar geométrico y 
verificar si los puntos A/( 1,5) y N(5,4) pertenecen a él 

a) Ecuación dcl lugar geo- u 

’métrico. v .. 



P(x.y) 


La propiedad que satisfacen 
Ios puntos de ese lugar geo- 
métrico es la siguiente: 


O 


d(P,A)+d(P.B) ~ 


Utilizando la relación (2 G ): 


yj(~2-x) 2 + (1 - y ) 2 + v (4 - a -) 2 + (1 - yf = 10 


Aislando una dc las raíces: 


^ 2 - X ) 2 +(1- v )" =10 -4 - a ) 2 + (1 - y) 2 


Elevando ambos miembros 
al cuadrado: 


(-2 - a ) 2 + (1 - y ) 2 = 100 - 20^(4 - a ) 2 + (1 - >) 2 + (4 - a ) 2 + (l - >) 2 


Desarrollando: 



Reduciendo términos: 



Simplificando: 



Volviendo a elevar: 


9 a 2 - 168 a + 784 = 25(l6- 8a + a 2 + 1 - 2> + > 2 ) 

9 a 2 - 1 68a + 784 = 4(K) - 200v + 25 a 2 + 25 - 50> + 25> 2 
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La ecuacián es: 


\6x 2 -32x + 25y 2 -50y-359 = 0 


b) Vcrificamos si M( t,5) 
pertenece al lugar geomé- 
irico: ^ 

16 l 2 -32-1 + 25-5 2 -50-5-359 
= 16-32 + 625-250-359 
= 0 


Las coordenadas satisfacen 
la ecuación. Por tanto, M 
pcrtenece al lugar gcométri- 
cq. . 


, Verificamos para N(5,4): 


16-5 2 -32-5 + 25-4 2 -50-4-359 
= 400-160 + 400 - 200 - 359 


' = 81*0 


/ 


/V no pcrtenece al lugar geo- 
mélrico. pues sus coordena- 
das no satisfacen 1 ecuación. 


( Ejercicio 97 

Hallar la ecuación del lugar geométrico... 

1) ... de los puntos del plano cuya abscisa es 3. 

2) ... de un punto que se mueve de tal manera que siempre está 4 unidades por 
encima del eje de abscisas. 

3) ... de un punto que se mueve de tal manera que siempre está 5 unidades a la 
izquierda del eje de ordenadas. 

4) ... de los puntos del plano de ordenada ~2. 

5) ... de los puntos del plano que están por debajo del eje de abscisas a una 
distancia de 10 unidades de él. 

6) ... de un punto que se mueve sobre el eje de ordenadas. 

7) ... de los puntos del plano que están en el eje de abscisas. 

8) ... de un punto que se mueve conservando siempre la misma distancia a los 
ejes de abscisas y ordenadas. 

9) ... de los puntos del plano cuya ordenada es el triplo de su abscisa. 

10) ... de los puntos del plano cuya abscisa es igual a la ordenada disminuida 
en 7 unidades. 

11) ... de un punto que se mueve de tal manera que la suma del triplo de su 
abscisa y el cuádruplo de su ordenada es siempre igual a 3. 

12) ... de los puntos del plano cuya abscisa aumentada en 2 unidades es igual al 
inverso de su ordenada. 
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13) ,... de un punto que se mueve de tal manera que su ordenada disminuida en 

4 es siempre igual al doble de su abscisa aumentada en 

14) ... de los puntos del plano cuya abscisa es igual al cuadrado de la ordenada. 

15) ... de un punto que se mueve de tal manera que su distancia al eje de 
ordenadas es siempre igual a su distancia al punto P(4,3). 

16) ... de los puntos del plano cuya distancia al eje de abscisas es igual a su 
distancia al punto P(- 5,2). 

17) ... de los puntos del plano cuya distancia al eje de abscisas disminuida en 5 
es igual a su distancia al punto P( 4,-3). 

18) ... de un punto que se mueve de tal manera que su di^stancia al eje de 
ordenadas aumentada en 4 es siempre igual a su distancia al punto 
PÍ—Verificar si el punto A/(— ^-,l) pertenece al lugar geométrico. 

19) ... de los puntos del plano cuya distancia al eje de abscisas es igual al cua- 
drado de la distancia al origen. Verificar si A/j^y-,-^! pertenece al lugar 
geométrico. 

20) ... de un punto que se mueve estando siempre a igual distancia de los 
puntos A(1,5) y B( 5,2). Verificar si A/(-2,1) pertenece al lugar geométrico. 

21) ... de los puntos del plano que equidistan de los puntos A(—2,3) y B( 4-1). 

22) ... de la mediatriz del segmento de extremosv4(43,7) y #(-2a/3,-5). 

Determinar si A/|--^p-,4j pertenece a esa mediatriz. 

23) ... de un punto que, pasando por el punto P( 4,7), se mueve siempre en una 
dirección paralela al segmento de extremos A(-3,l) y £(5,-4). Verificar si 
el punto pasa en su movimiento por A/(7,5). 

24) ... de un punto que, pasando por el origen, se mueve en una dirección 
perpendicular al segmento de extremos A(-2,5) y £(8,3). 

25) ... de los puntos del plano que están a una distancia de 5 unidades del punto 
P(-2,0). Verificar si A/(l,4) es uno de esos puntos. 

26) ... de un punto que se mueve conservando siempre una distancia de 7 
unidades del punto P(-5,-4). Determinar si ese punto pasa por A/(-2,2) en 
su recorrido. 

27) ... de los puntos del plano que pertenecen a la recta que pasa por A(2,5) y 
£(-3,1). 

28) ... de un punto que se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de 
sus distancias a los puntos A(-5,2) y £(4,3) es siempre igual a 60. Un punto 
de abscisa 2 pertenece a ese lugar geométrico; determinar su ordenada. 

29) ... de un punto que se mueve de tal manera que la diferencia de los 
cuadrados de sus distancias a los puntos A(4,5) y B(l-2) es siempre igual a 
2. Un punto M de ordenada y pertenece a ese lugar geométrico; hallar su 

absciíta. 

30) ... de los puntos del plano cuya distancia al punto A(-3,3) es 2 unidades 
mayor que su distancia al punto B{ 5,3). 
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31) ... de los puntos del plano cuya distancia al punto A(3,0) es 3 unidades 
menor que su distancia al origen. 

32) ... de unpunto que se mueve de tal manera que la suma de su distancia al 
punto F(-l,l) y de su distancia al punto F{ 5,1) es siempre igual a 8. 

33) ... de los puntos del plano cuya suma de distancias a los puntos F(3,4) y 
^(3,-2) es siempre igual a 10. 

34) ... de un punto que se mueve de tal manera que la diferencia de sus 
distancias a los puntos F{-2,-A) y F{ 4,-4) es siempre igual a 4. 

35) ... de los puntos del plano cuya diíerencia de distancias a los puntos 
F(2,-1-2V3) >- F (2,-1 + 2 V 3 ) es siempre 2V5 . 

' 36) ... de un punto que se mueve de tal manera que su distancia al eje de 
abscisas es siempre el doble de su distancia al punto M(7,-2). 

37) ... de los puntos del plano cuya distancia al eje de ordenadas es igual a la 
mitad de la distancia al punto A(3,-l). 

38) ... de los püntos del plano cuya distancia al punto A(-2,3) es igual a la 
tercera parte de su distancia al eje de abscisas. 

39) ... del vértice C de un tYiángulo cuyos otros dos vértices son A(4,5) y 
B{ 9,-2), si se mueve de tal forma que la pendiente del lado AC es siempre 
la mitad de la del lado BC. 

40) ... del vértice C de un triángulo cuyos otros dos vértices son A(-5,3) y 
B{1, -4), si se mueve de tal forma que la pendiente del lado AB es siempre el 
doble de la del lado BC. 

41) ... de los puntos del plano desde los que los puntos A(-l,4) y B{ 3,-2) se 
ven con un ángulo de 45°. 

ECUACION DE LA RECTA 

Definiremos la recta como el lugar geométrico de los puntos de plano tales 
que, tomados dos puntos cualesquiera del lugar, el valor de la pendiente del 
segmento que forman es constante. 

Ecuación de una recta paralela a uno de los ejes 

coordenados 

Sea /, una recta paralela al eje de ordenadas y que determina sobre el eje de 
abscisas un segmento de longitud a. Todos 
los puntos de esa recta poseen la característi- 
ca común de tener una misma abscisa a. 

La ecuación de su lugar geométrico es 
x-a 

Sea ¿2 una recta paralela al eje de 
abscisas y que determina sobre el eje de 
ordenadas un segmento de longitud b. Los puntos de esa recta poseen la caracterís- 
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tica común de tener todos la misma ordenada b. 

La ecuación de su lugár geométrico es 

y = b 

E1 eje de ordenadas tiene por ecuación 
* = 0 

por ser el lugar geométrico de los puntos de abscisa cero. 
E1 eje de abscisas tiene por ecuación 

y = o 

por ser el lugar geométrico de los puntos de ordenada cero. 


Eiemplo 45 


Determinar la ecyación de la recta paralela al eje de ordenadas que corta el de 
abscisas en el punto P(3>0). 




Los puntos de la recta cuya 
ecuación buscamos tienen, 
por ser paralcla al eje de 
ordenadas, la misma abscisa 
del punto P(3,0), es decir, 3 
y su ecuación es: 


H-1-1-1-h 


O 


X 


Eiemplo 46 

Hallar la ecuación de la recta paralela al eje de abscisas que pasa por el punto 
P(- 7,-5). 


Todos los puntos de la recta 
tienen, por ser paralela al eje 
de abscisas, la misma orde- 
nada del punto P, es decir, 
-5. 


-i—b 


/>(-7,-5) 


O 


x 


La ecuaeión de la reota es: 
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( Ejercicio 98 


1 ) Determinar la ecuación de la recta paralela al eje de ordenadas que 
determina sobre el eje de abscisas un segmento de 5 unidades. 

2) Determinar la ecuación de la recta paralela al eje de abscisas que determina 
sobre el eje de ordenadas un segmento de -7 unidades. 

3) Determinar la ecuación de la recta paralela al eje de abscisas que pasa por 

/>(0,4). 

4) Determinar la ecuación de la recta paralela al eje de ordenadas que pasa por 
/>(-9,0). 

5) Determinar la ecuación de la recta paralela al eje de ordenadas que pasa por 
M(- 5-2). 

6 ) Determinar la ecuación de la recta paralela al eje de abscisas que pasa por 
A/(3v'5,2^). 

7) Un cuadrado de lado 6 está en el primer cuadrante de un sistema de ejes 
cartesianos y dos de sus lados coinciden con los ejes. Escribir las 
ecuaciones de las rectas a las que pertenecen sus lados. 

8 ) Un rectángulo de largo 10 y de ancho 8 está en el primer cuadrante 
coincidiendo el largo con el eje de abscisas y el ancho con el de ordenadas. 
Determinar las ecuaciones de sus lados. 

9) Un cuadrado de lado 7 está situado sobre un sistema de ejes coordenados de 
tal forma que sus lados son paralelos a los ejes y su centro coincide con el 
origen del sistema. Determinar las ecuaciones de los lados. 

10) Un cuadrado de diagonal 6 está situado en el tercer cuadrante de un sistema 
de ejes coordenados y dos de sus lados coinciden con los ejes. Hallar las 
ecuaciones de sus lados. 

11) E1 ancho y el largo de un rectángulo coinciden, respectivamente, con los 
ejes de abscisas y de ordenadas de un sistema cartesiano. Hallar las ecua- 
ciones de los lados del rectángulo sabiendo que éste está en el segundo cua- 
drante, que su ancho es 28 y su diagona! 53. 

12) Determinar las ecuaciones de los lados del rectángulo de la Fig. 1. 

13) Determinar las ecuaciones de los lados del rectángulo de la Fig. 2. 

14) Determinar las ecuaciones de los lados del rectángulo de la Fig. 3. 
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Ecuación de la recta que pasa por un punto 
y tiene una pendiente conocida 


Sea una recta / de pendiente conocida m 
y que pasa por el punto )• Por la defi- 

nición que líemos dado de línea recta, cualquier 
par de puntos diferentes de ella forman un seg- 
mento que tiene la misma pendiente m. En 
consecuencia, la pendiente del segmento que 
determinan un punto cualquiera P(jc,y) y el 

punto P { (jCj , jVj ) es m. 

Utilizando la relación (5 G ): 


x- x { 

expresión de la que se obtiene la que sigue: 

y-y\ =m{x-xó 



(9 G ) 


que es la relación que utilizaremos para hallar la ecuación de la recta cuando conoz- 
camos su pendiente y un punto de ella. 


Ecuación general de la recta 

Cuando la ecuación de la recta está en la forma 


Ax + By + C = 0 


(10 G ) 


se dice que está escrita en forma general. A menos que se pida otra forma (como 
veremos más adelante), las ecuaciones que obtengamos las llevaremos siempre a la 
forma general. 


Eiemplo 47 

Hallar la ecuación general de la recta que pasa por el punto medio del 
segmento de extremos A{ 4,-5) y #(-1,9) y forma con el eje de abscisas un ángulo de 
150°. 

Para poder utilizar la rela- 
ción (9°) necesitamos cono- 
cer ia pendiente de la recta y 
un punto por el que pasa. 

La pendiente es la tangente 
del ángulo que forma la recta 

con el eje de abscisas: rz 

m = t gl50°--y- 
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E1 punto por el que pasa la 
recta es el punto medio del 
segmento AB. Calculamos 
sus coordenadas: 


4-1 



Las coordenadas del punto 
son, por tanto: 



y = 


-5 + 9 
2 




Utilizamos (9 G ) para hallar 
la ecuación de la recta y la 
llevamos a su forma general: 


y-2 = - 
y-2 = - 



V3jc 3a/3 
3 + 6 


6y-12 = -2v3x + 3V3 


2^3jc + 6 >- 12 -3^3 = 0 

- 


Eiemplo 48 

Hallar la ecuación general de la recta que pasa por el punto y es 

perpendicular al segmento de extremos A(-5,3) y 


Para poder utilizar la rcla- 
ción (9 G ) necesitamos cono- 
cer la pendiente dc la recta. 

Dado quc cs pcrpcndicular al 
segmento AB su pendiente y 
la del segmento AB serán ne- 

gativamente recíprocas: 1 

m ~ - 


Calculamos la pendiente deJ 

segmcnto AB: 7 3 4 

m W) = T¡5 = 9 

Sustituyendo en la expresión 9 

anterior tendremos: m — ~ “7 

4 


Utilizando ahora (9 G ) y lle- 
vando la ccuación a la forma 
general: 



J__ 9x_ 3 

2" 4 2 


4y - 2 = -9 jc - 6 


9x + 4y + 4 = 0 
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Eiemplo 49 

Hallar la ecuación general de la bisectriz del primer cuadrante. 


La bisectriz del primeT 
cuadrante pasa por el origen 
(9(0,0) del sistema y forma 
con el eje de -abscisas un 
ángulo de 45°. 


Su pendiente es entonces: 

m 

Utilizando (9 G ): ■ 



1 tg 45°= 1 
0 = l(x-0) 


/ 


x-y = 0 


( Ejercicio 99 

Hallar la ecuación general de la recta ... 

1) ... de pendiente 3 y que pasa por A(-3,5). 

2) ... de pendiente -4 y que pasa por #(8,-3). 

3) ... que pasa por A/(4, V3 j y forma con el eje de abscisas un ángulo de 60°. 

4) ... de pendiente -7 y que pasa por el origen. 

5) ... de pendiente y que pasa por P(-2,0). 

6) ... paralela al segmento de extremos A(4,5) y #(-7,3) y que pasa por el 
punto A/(-9,-6). 

7) ... de pendiente -j que pasa por el punto #(4,--|)- 

8) ... que pasa por -|) y tiene pendiente 4 • 

9) ... que pasa por y forma con el eje x un ángulo de 120°. 

10) ... de pendiente y que pasa por el punto medio del segmento de 
extremos A/(4,-5) y N(8,10). 

11) ... que pasa por el punto medio del segmento de extremos 

, j) y #(- -y, -—) sabiendo que su pendiente es 4 • 

12) ... de pendiente j que pasa por el primer punto de trisección del segmento 
de extremos #(-4,9) y {?(17,-6). 

13) ... que pasa por el segundo de los puntos que dividen en siete partes iguales 
al segmento de extremos A/(-10,18) y N( 4,-3), sabiendo que el ángulo que 
forma con el eje de abscisas es de 45°. 
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14) ... que forma con el eje de abscisas un ángulo de 135° y pasa por el bari- 
centro del triángulo cuyos vértices son A(4,7); £(1,-8) y C(-9,3). 

15) ... que es perpendicular al segmento de extremos A/(5,4) y N(—4,11) y pasa 
por el punto £(-1,2). 

16 ) Hallar la ecuación general de la bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes. 

17) Hallar la ecuación general de la mediatriz del segmento de extremos A(5,6) 
y £(-1,2). 

18) Hallar la ecuación de la mediatriz del segmento de extremos AÍ(7,-3) y 
N(9A). 

En los siguientes ejercicios se dan los vértices de un triángulo. Hallar en cada 
' caso las ecuaciones generales de las tres mediatrices, de las tres alturas y de las tres 
medianas y las longitudes de las medianas: 

19) A(-l,4); 5(7,1); C(2,-3). 

20) A(l,6); B(3,-l); C(-2,-6). 

21) i4(-2,-5); B(2,8); C(6 -3). , 

Irttersección de rectas 

Sea P el punto de intersección de dos 
rectas /j y / 2 no paralelas y de ecuaciones 
conocidas. 

Como P pertenece a ambas rectas, sus 
coordenadas deben satisfacer ambas ecuacio- 
nes. 

Para hallar las coordenadas de P basta, 
entonces, resolver el sistema que forman las 
ecuaciones de /j y / 2 . 

Eiemplo 50 

Determinar el punto de intersección de las rectas /, = 3x - 2y + 7 = 0 y 
/ 2 =jt + y- 5 = 0. 

Formamos un sisíema con 

las ecuaciones de /, y l 2 : í 3x — 2y = —7 

\x + y = 5 

Multiplicando por 2 la se- 
gunda ecuación y aplicando 
el método de reducción: _ _ 

\3x-2y = -l 
' , \2jc + 2y = 10 

5x =3 
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Sustituyendo en la scgunda 
ecuación: 


3 . 

5 





F.l punto de intersección es: 



Eiemplo 51 

Determinar si las rectas /, = 2x + y - 3 = 0, / 2 = x ■+ 3y +1 = 0 y 

/ 3 = Tx - ly -1 = 0 se intersectan en un mismo punto. 

Fíallamos ei punto de inler- 
seoción de /, y / : formando 
un sistema con sus ecuacio- 
nes: Í2x + y = 3 

• |a'-3>’ = -1 


La solución del sistema nos 
da el punto de intersección: 



Si la recta / 3 se intersecta con 
las otras dos en el punto que 
acabamos de hallar. este 
punto pertcnece también a /, 
y debe, por tanto, satisfacer 
su ecuación. 


Comprobamos si es así susti- 
tuyendo las variables por las 

coordenadas del punto: ^(“) “ 7(— ) — 1 = 0 

8-5-1=o 
2 = 0 (Falso) 


Las coordenadas del punto 
no satisfacen la ecuación de 
/ 3 . Concluimos que / 3 no 
pasa por el punto dc intcr- 
sección de /, y / 2 y, por tanto. 
las rectas no se intersectan 
en el mismo punto. 


( Ejercicio 100 

Determinar, en cada uno de los siguientes ejercicios, el punto de intersección 
de las rectas 1¡ y / 2 : 

1) l, = 3x —2> + 8 = 0; l 2 s4jt-7>+ 15 = 0 

2) /, = 5x + 2> - 6 = 0; l 2 = 4x-7> + 21 =0 

3) /, = 5a:- 7>-29 = 0; / 2 = 8x + 3> -18 = 0 
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4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 
9) 

10 ) 


/, s 5x - 3y - 50 = 0; 

/, = 3a: - 4_y + 5 = 0; 

/ t = 5x + 3y - 7 = 0; 

/, = 4a - 3y + 1 =0; 

/, =6a-4v-13=0; 

/, = V3a + \Í2y -5=0; 

/, = 3\'5a + 2\ly -1 =0; 


/ 2 = 7a - 4y - 68 = 0 

/ 2 = 5a + 6v + 40 = 0 

/ 2 = 4a + 5 y - 3 = 0 

/ 2 = 6a + 5 v - 46 = 0 

/ 2 = 3a + 8>’ + 1 = 0 

/ 2 = \ 6a + y - 4\2 =0 

/ 2 =11a + 3v'35>- + 10v'5 =0 


Determinar en los siguientes casos si las rectas /,, / 2 y / 3 se jntersectan en el 
mismo punto. De ser afirmativa la respuesta, señalar el punto de intersección: 

11) /, = x + 2y - 4 = 0; / 2 = 5x - 6y - 12 = 0; / 3 = 3x + 4y - 11 = 0 

• 12) /j = x + 2y + 2 = 0; / 2 = 3x + 5y + 3 = 0; / 3 = x — y — 11 = 0 

13) /, = V3A+ \/5y-8 = 0; / 2 s 2V5*-3>/3y+>/Í5 =0; /, = vÍ5a-2v- v5 =0 

14) /, = x + y - 3 = 0; / 2 = 2x + 3y + 1 = 0; / 3 = x - y - 10 = 0 

•> 

Hallar en los siguientes casos la ecuación general de la recta sabiendo que... 

15) ... su pendiente es 3 y pasa por la intersección de /, s x + 3v + 1 = 0 y 

/ 2 = 7a - 6v + 16 = 0. 

16) ... forma con el eje de abscisas un ángulo de tangente -4 y pasa por la 

intersección de /, = 3 a + 7y - 15 = 0 y / 2 = Ix - 1 ly - 35 = 0. 

17) ... forma con el eje de abscisas un ángulo de 60° y concurre en un punto con 

las rectas /, = V3 a + V2y -1 = 0 y / 2 = 5V6a + 7y- 8v2 - 0. 

18) ... es paralela al segmento de extremos M{ 4,-3) y N(- 4,5) y pasa por la 

intersección de /, = 2 a + 5y - 1 = 0 y / 2 = 4 a - 15y — 12 = 0. 

19) ... es perpendicular a la recta que pasa por A(7,0) y #(-2,3) y pasa por un 

punto que pertenece al mismo tiempo a las rectas /, = 3 a + 4v + 3 = 0 y 
/ 2 = x - y - 13 = 0. 

20) ... es paralela al eje x y pasa por la intersección de /, = Ix - 3y +1=0 y 

/ 2 = 1 4a + 3y - 13 = 0. 

Ecuación de la recta 
que pasa por dos puntos conocidos 

Si se conocen dos puntos de una recta, 
puede calcularse su pendiente: 

Conóciendo la pendiente y tomando uno 
cualquiera de los puntos conocidos, por ejem- 
plo podemos utilizar la relación (9 G ): 
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x 2 -*l 

expresión de la que se obtiene esta otra: 

y-y\ _ *~*i 

yi-y\ *2~*i 

Trasponiendo denominadores y multiplicando tenemos: 
(x 2 -x,)(y-y|) = (^-x,)(y 2 -y|) (a) 

(■* - x \) (>2 - y ¡)-( x 2 ~ *\) (y - y \) = 0 

Esta expresión es el desarrollo del determinante 

*-*• =0 

x 2~ x \ y2~y\ 


di <; ) 




( 12 G ) 


Si, por otra parte, desarrollamos la ecuación (a), tendremos: 

x 2y - x iy\ - x \y + x \y\'= xy 2 -xy\- x \yi+ x \y\ 
xy, + x 2 y+ x \y 2 - x 2 y i - xy 2 - x \y = 0 
(xy, + x 2 y + x,y 2 ) - (x 2 y, + xy 2 + x,y) = 0 
Esta última expresión es el desarrollo del determinante 


x y 
x \ y\ 
x 2 y 2 


1 

i 

i 


= o 


(13 G ) 


Cualquiera de las tres relaciones (11 G ), (12 G ) y (13 G ), nos permite calcular la 
ecuación de la recta que pasa por dos puntos. Sin embargo, se puede hacer caso 
omiso de ellas y, determinando previamente la pendiente, utilizar la relación (9 G ) 
para calcular la ecuación, tal como se muestra en el ejemplo 52. 


Eiemplo 52 

Hallar la ecuación general de la recta que pasa por los puntos A(-3,7) y 
#(4,-6). 

Conociendo dos puntos de la 
rccta, podemos calcular su 
pendiente: m = = - -y 

Tomando el punto A y utili- 

zando (9 f: ): y - 7 = - -y (x + 3) 

7y-49 = -13x-39 


13x + 7y-10 = 0 
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Eiemplo 53 

Resolver el ejercicio anterior utilizando la relación (12 G ). 


Sustituimos en !a relaemn 
(12°) los valores dados: 


x + 3 
4 + 3 
jc + 3 
7 


y -? 

-6-7 

y -7 

-13 


= 0 


Desarrollando el deiemiinan- 
te: 


-13(jc + 3)-7(>>-7) = 0 
—1 3jc - 39 - 7> + 49 = 0 

13.í + 7v-10 = 0 


/ 


( Ejercicio 101 

En los siguientes ejercicios se dan dos puntos de una recta. Hallar en cada 
caso la ecuación general. Utilícense, alternadamente, las relaciones (9°), (11 G ), (12 G ) 
y (13 G ) para calcularlas: 

1) A( 4,-3); 6(5,0) 

2) C’(-2,7); D(-3,-l) 

3) £(0,-5); f(4,1) 

4) G(9,-l); //(-7,9) 

5) 4); ¿(-3,5) 

6) A/(8,0); /V(0,-4) 

7) £(-3,-7); Q(-l,-2) 

8) /?(V3,#); 5(3v3,-^#) 

Ordenada en el origen y abscisa en el origen 

Se llama ordenada en el origen el valor que toma la ordenada en la ecuación 
de una recta cuando la abscisa es cero. La orde- 
nada en ei origen se designa con la letra b. 

Se llama abscisa en el origen el valor 
que toma la abscisa en la ecuación cuando la 
ordenada es cero. La abscisa en el origen se 
designa con la letra a. 

Es obvio que a y b son. las longitudes de 
los segmentos que una recta determina, respec- 
tivamente, sobré los ejes de abscisas y orde- 
nadas. 
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Ecuación de la recta conocidas su pendiente 
y su ordenada en el origen (ecuación reducida) 

Sea / una recta de pendiente conocida m y ordenada en e! origen, conocida 
también, b. 

Conociendo su pendiente y un punto por 
el que pasa, el punto (0 % b), podemos utilizar la 
relación (9 <f ) para hallar la ecuación de la recta: 

y-b = rn(jc-O) 


y-b = mx 


y = mx 4- b 


<14 G ) 


y 

(0,¿») 



/ 


o 

\ Jt 


* A esta forma de expresar la ecuación de 
una recta se le conoce como ecuación reducida de la recta. 

Ecuación de la recta conocidas su ordenada 
y su abscisa en el origen 
(ecuación simétrica o canónica) 

Sean a y b los segmentos que una recta determina sobre los ejes coordenados. 
Los puntos en los que la recta intersecta a los 
ejes serán, en ese caso, los puntos (a, 0) y (0 ,b). 

Hallaremos la ecuación de la recta par> 
tiendo de esos datos. 

La pendiente de la recta será 

b-0 b 

m - -=- 

0 -a a 

Tomando ahora el punto (0 ,b) y utilizan- 
do la relación (9 G ) tendremos: 

y-b = -$(x- 0) 

y-b=-$x 

%x+y=b 

Y, dividiendo todos los términos por b , 



* + *=i 
a b 


(15 G ) 


Esta ecuación recibe el nombre de ecuación simétrica o canónica de la recta. 
Eiemplo 54 * 

La ecuación general de una recta es 2x + ly - 14 = 0. Expresar la ecuación en 
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forma reducida y en forma simétrica. 

Para expresar la ecuación en 
forma reducida basta despe- 
jar la variable y: 2jc + 7y - 14 = 0 

7y = -2x + 14 



Para expresarla en forma 
simétrica o canónica pasare- 
mos primero el término inde- 
pendiente al miembro de la 
derecha: 2x + 7y = 14 


• En la forma simétrica, el 
.miembro de la derecha debe 
ser la unidad. Para que así 
sea, dividimos cada término 
por 14: 


2x 7y = 14 
14 14 7 14 


Simplificando: 


£+¿-i 
7 2 




( Ejercicio 102 


Expresar en forma reducida y en forma simétrica o canónica las siguientes 
ecuaciones de rectas dadas en forma generaJ: 

1) 9jc 4 5y - 45 = 0 

2) 2jc-y- 12 = 0 

3) 4jc - 3y 4 12 = 0 

4) 2jc 4 y 4 10 = 0 

5) 8jc 4 3y - 6 = 0 

6) 5jc 4 3y - 5 = 0 

7) 6jc 4 3y 4 4 = 0 

8) 2jc - 3y 4 36 = 0 

9) 2x-Sy-2jS = 0 

10) Ax + By+C = 0 


EimukJl 

Hallar la ecuación simétrica de la recta que pasa por A(1 -3) y 5(-2,8). 
Hallamos, en primer lugar, la 

pendiente: * m = JLti = _ M 
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Con la pendiente y uno 
cualquiera de los puntos ha- 


llamos la ecuación de la 
recta utilizando (9 n ): 

y + 3 = -±f(*-7) 

9y + 21 = — 1 Ijc + 77 
\\x + 9y = 50 

Dividimos cada término por 

50 para quc cl miembro de la 
derecha sea la unidad: 

llx 9y 

50 50 y 

Divúlimos numerador y de- 
nominador de las dos frac- 
cfones del miembro de la iz- 
quierda por 11 y por 9, res- 
pectivamente, para obtener 
la ecuación en forma simé- % 
trica: 

n 

+ 

*|S|= 


Eiemplo 56 

Hallar la ecuación general de la recta que pasa por el punto A/(7,4) sabiendo 
que la suma de los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es -5. 

La ecuación simétrica o ca- 


nónica de esa recta es: 

^+{ = \ (i) 

a b 

Si esa recta pasa por el punto 
M, las coordenadas de ese 
punto deben satisfacer la 
ecuación: 

1 4 

-+? = 1 0D 

a b 

Por otra parte sabemos que: 

a + b = -5 

Despejando b: 

! b = -a- 5 (III) 

Sustituyendo este valor en la 
ecuación (II): 

7 + 4 =i 

a -a - 5 

1- 4 =i 
a a + 5 

Multiplicando por a(a + 5) 
para eliminar denomijiadores 

l(a + 5)-4a = a(a + 5) 
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Resolviendo: 


Resolviendo: 

la + 35 - 4a = a 2 + 5 a 

a 2 +2a-35 = 0 

(a + 7)(a — 5) = 0 

a, = -7 a 2 = 5 

Sustituyendo en (III) obtene- 
mos los valores correspon- 
dientes de b: 

¿,=7-5 ¿ 2 =-5-5 

¿,=2 ¿ 2 =-10 

EI problema tiene dos 
solaciones. 


La primera solución la ob- 
tenemos sustituyendo a y b 
en la ecuación (I) pora, y b t , 
respectivamente, y llevando 
la ecuación a la forma ge- 
neral: 

-+ y -=\ 

-7 2 

Multiplicando toda la ecua- 
ción por -14: 

2*-7? = -14 

2^-7y + 14 = 0 

Para obtener la segunda 
solución sustituimos esta vez 
por a 2 y b 2 : 

*+^L = l 

5 -10 

2jc->í = 10 

2x-y-\0 = 0 


Otra forma 

de resolver el ejemplo 56: 


Sabemos que la recta pasa 
por M(1 ,4). Su ecuación es, 
por tanto: 

y-4 = m(x -1) (I) 

Llevando a la forma reduci- 
da: 

y-4 = mx-lm 
y = mx - Im + 4 

En la ecuación* reducida el 
término independiente es la 
ordenada en el origen b: 

b - -Im + 4 
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La abscisa en el origen es cl 
valor de la ab’scisa cuando la 
ordenada es cero. Haciendo 
y = 0 tenemos: . MX — 7 m + 4 = 0 

lm — 4 

x =-= a 

m 


La suma de los segmentos 
que delermina la recta sobre 
los ejes coordenados es -5: ü + b = —5 


Sustituyendo los valores de a 

y b: 

Resolviendo: 


lm-A 

m 

Im — 4 
m 

lm-A- lm 2 -9m 


- 7m + 4 = -5 
= lm-9 


lm 2 - 16m + 4 = 0 
1 (7/n - 14)(7w - 2) = 0 

«i=2 , «2 = f 


Sustituyendo m en (I) por el 
valor de /tij, se obtiene la 
primera solución: 

Sustituyendo por m 2 , la se- 
gunda: 


2x-.v-10 = 0 
- 7y +14 = 0 




Eiemplo 57 


Una recta que pasa por P(-4,3) forma con los ejes coordenados un triángulo 
de área 3. Hallar su ecuación general. 


La ecuación simétrica de la 
recta es: 



— + ~ 
a b 


(i) 


Las coordenadas dc P deben 
satisfacer la ecuación, dado 
quc pertenece a la recta: — 4 3 


Toda recta no paralela a uno 
de los ejes forma con ellos 
un triángulo rectánguio en el 
que los catetos son a y b, es 
decir, la abscisa y la orde- 
nadá en el origen. E1 área de 
ese triángulo es -y- y el 

problema nos dice que en 
nuestro caso es igual a 3. 

X 

Tenemos, por tanto, que: ^ 

~2 


(II) 
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Despejando a : 


ab = 6 



Sustituyendo este valor en 

(II): 


-4 3 , 

- 7 - + - = 1 

f * 


Resolviendo: 


-2b 3 , 

-+ - = 1 

3 b 

-2b 2 + 9 = 3b 


+ 3¿> - 9 = 0 


(2¿) + 6)(2¿>-3) = 0 
6,=-3 ¿> 2 =} 


Sustituyendo en (III) se ob- 
tienen los valores correspon- 
dientes de a: 




a 2 = 4 


Sustituycndo en (I) y llevan- 
do la ecuación a la forma ge- 
neral: 


Primera solución: 



3x + 2y = -6 


3x + 2y + 6 = 0 


Segunda solución: 


—+ y = 1 

4 I 

£+^=i 
4 3 

3;c + 8y = 12 


3x+8y-12 = 0 


(III) 


Otra forma 

de resolver el ejemplo 57: 

La recta pasa por P(-4,3). Su 

ecuación es: y — 3 = m ( x + 4) (I) 

En forma reducida: y = mx + Am + 3 
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La ecuaciqn reducida nos da 
directamente el valor de b : 

b = 4m + 3 

Haciendo y - 0 obtenemos la 
abscisa en el origen: 

mx + 4 m + 3 = 0 

4m + 3 

x = - = a 

m 

E1 área del triángulo que for- 
ma la recta con los ejes es: 

A = ^ = 3 

2 

De donde: 

ab- 6 

/ 

Sustituyendo los valores 
obtenidos de a y de b y 
resolviendo: 

4m + 3 //t , 

- (4m + 3) = 6 

m 

(4m + 3) 2 = -6 m 

16m 2 + 24 m + 9 = -6m 

16m 2 +30m + 9 = 0 
(16m + 24)(16m + 6) = 0 

m \ =-■§ 

Sustituyendo estos valores 
en (I) se obtienen las dos 
soluciones: 

3jc + 2y + 6 = 0 

3x + 8;y-12 = 0 

Eiemplo 58 



La diferencia entre los segmentos que determina una recta sobre los ejes 
coordenados es 9. Hallar su ecuación general sabiendo que su pendiente es j. 

No habiendo indicaciones en 
otro sentido, la diferencia de 
los segmentos que una recta 
determina sobre los ejes 


coordenados será siempre 
a-b. En nuestro caso: 

a-b = 9 

Despejando a: 

a = b + 9 (I) 

La ecuación reducida de la 
recta es: 

y = mx + b 

En este ejerriplo conocemos 
la pendiente: 

y=\x+b 
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Llevamos la ecuación a la 
forma simétrica: 

X , 

2' y = ~ b 

Dividiendo por - b: 

^+ y =l 
-2 b b 

En la ecuación simétrica, el 
denominador de lá variable x 
es la abscisa en el origen. 
Tenemos, por tanto, que: 

a = -2 b (11) 

Igualando (I) y (II): 

b + 9 = -2b 

3b =-9 

b = - 3 

£ustituyendo en (II): 

a ~ — 2(—3) 

a = 6 

Conociendo los valores de a 
y b podemos construir la e- 
cuación simétrica de la recta: 

X - + ^ = \ 

6 -3 

Y, en forma general: 

x-2y-6 = 0 


Otra forma 

de resolver el ejemplo 58. 

La pendiente de la recta es 


2 * por lo cual su ecuación 
reducida es: 

y = \x + b (I) 

Haciendo y = 0 obtenemos la 
abscisa en el origen: 

\x+b= 0 
x = -2 b = a 

La diferencia de los segmen- 
tos que la recta determina 
sobre los ejes es 9: 

a-b = 9 

Sustituyendo el valor de a : 

-2b-b = 9 

b = - 3 

Sustituyendo el valor de b en 

(I): 

y={x-l 

De donde: 

> 

x-2y-6 = 0 
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Eiemolo 59 _ 

Una recta que pasa por Aí(-12,y) forma con los ejes coordenados un 
triángulo cuyo perímétro es 56. Hallar la ecuación general de la recta. 

La ecuación simétrica de la x V 

recta es: ~ + ~ = 1 (I) 

a b 


Las coordenadas de M satis- 
facen esta ecuación porque 
es un punto de la recta: - - 2i 

— + -2- = l 
a b 

-12 21 _ 
a + 2b~ 


f 


(II) 


Si llamamos c a la hipotenu- 
sa del triángulo que la recta 
forma con los ejes coordena- 
dos, dado que el perímetro es 
56, tendremos que: 



tf + fc + C = 56 


(in) 


Por Pitágoras sabemos que: = a 2 + b 2 


Sustituyendo este valor en r~¿ ^ 

(lll): a + b + ya+b— 56 


Aislando el radical: 

Elevando al cuadrado y re- 
duciendo términos: 


Va 2 + b 2 =56 —a — b 
^Va 2 + 6 2 J = (56 -a-tif 


a 2 + b 2 = 3136 + a 2 + b 2 -1 12a -112b + 2ab 


1 12a - 2ab = 3136 — 1 12b 


56a-ab = 1568 -566 


Despejando a\ 


a(56 -b) = 56(28 - b) 

56(28 - b) 
(56-6) 


(IV) 
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Sustituyfendo en (II) y resol- 
viendo: 

-12 21 

56(28 -b) + 2b 
(56-6) 

-3(56-6) 21 

14(28-6) + 26 

-3(56 - 6)6 + 21 • 7(28 - 6) = 14(28 - 6)6 
-1686 + 36 2 + 4116 -1476 = 3926 - 146 2 

176 2 -7076 + 4116 = 0 
(176 - 588)(176 - 119) = 0 

6,=^ 6 2 = 7 

E1 primer valor obtenido pa- 
ra b es inadmisible ( b es un 
cateto y mediría más que el 
otro cateto y la hipotenusa 
juntos). 

•* 

Sustituyendo el otro valor en 
(IV): 

56(28-7) 

(56-7) 

56 21 

a =- 

49 

a = 24 

Sustituyendo. por último. el 
(I) los valores de a y b: 

+ 

11 

En forma general: 

lx + 24y- 168 = 0 

Eiwplv 60. 



Una recta fonna con los ejes coordenados un triángulo de perímetro 90. 
Hallar su ecuación general sabiendo que es perpendicular al segmento de extremos 
A(l,—21) y 2Í(10,19).. 

Tomemos la ecuación simé- 
trica de la recta y llevémosla 


a la forma reducida: 

* 

£+¿-l 
a b 

*—■i + l 

b a 

b x , 

y = - + b 

a 
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Sabemos que, en la forma re- 
ducida, el coeficiente de la 
variable jc es la pendiente. 
Por tanto: 

Hallemos la pendiente del 
segmento AB: 

La recta cuya ecuación 
tenemos que hallar es per- 
pendicular al segmento AB S 
por lo cual, su pendiente m 
será: 


Igualando (I) y (II) y des- 
pejando b : 


E1 perímetro del triángulo 
que forma la recta con los 
ejes es 90. Por tanto: 


Rcduciendo términos y sim- 
plificando: 

Sustituyendo en (IV) cl valor 
de b obtenido en (10): 

Simplificando por 9: 


Eliminando denominadores 
y resolviendo: 


E1 primer valor eá inadmi- 
sible pues un lado del trián- 
gulo no puede ser mayor que 
su perímetro. 



m 


_ 19-^21 _ 40 
(A.B) " 10-1 “ 9 


(i) 


m =- 

m (A,B) 

_b__9_ 
a 40 



_ 9 _ 

40 


' (II) 


(III) 


a + b + ^¡a 2 +b 2 = 90 

4a 2 +b 2 =90 -a-b 

(V a 2 +b 2 y »(90 -a-bf 

a 2 + b 2 = 8100 + a 2 + b 2 - 180a -1 SOb + 2ab 


4050 - 90a - 90b + ab = 0 


4050 - 90a - 90^ j + aj^ j = 0 


450-10a- —+ —= 0 
40 40 


(IV) 


18000 - 400a - 90a + a 2 = 0 
a 2 - 490a +18000 = 0 
(a - 450)(a - 40) = 0 
a, = 450 a 2 = 40 
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Sustituytfndo en (III) el otro 
valor: 


. 9-40 

b =- 

40 


¿7 = 9 


Conociendo a y b podemos 
construir la^cuación simétri- 
ca de la recta: 


^ + * = i 
40 9 


En forma general: 


9x + 40y - 360 = 0 


QtrsJsnm 

. de resolver el ejemplo 60: 

Calculamos )a pendiente del _ 194-21 __ 40 

segmentoAfi: •• m {A,B) ~ 10—I “ 9 


La recta cuya ecuación 
buscamos es perpendicular 
al segmento AB , por tanto su 
pendiente m es: 


1 

m =- 

"W) 


_ 9 _ 

40 


Y su ecuación reducida es: ^ = _ x + fr 


Hacemos y = 0 para obtener 
a: 


-i¡x + b = 0 


De donde: 


Si Uamamos c a la hipotenu- 
sa del triángulo que la recta 
forma con los ejes coordena- 
dos, tenemos, aplicando Pi- 
tágoras: 

Sustituyendo a: 


40 b 

x = -= a 

9 



1600¿> 2 
81 

1681¿> 2 

81 


+ b 2 
+ b 2 


c = 


41 b 
9 


E1 perímetro del triángulo es 

90: a + ¿7 -f c = 90 


(I) 
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Sustituyendo valores: 



Sustituyendo en (I): 



40>> = -9x + 360 


9x + 40y - 360 = 0 


( Ejercicio103 

1) Hallar la ecuación reducida de la recta que pasa por los puntos A(-3,2) y 
£(5,-3). 

2) Hallar la ecuación simétrica de la recta de pendiente 5 que pasa por el punto 
M(-4,-5). 

3) Hallar la ecuación simétricá de la recta que pasa por los puntos 3,2) y 
M7-1). 

4) Hallar la ecuación simétrica de la recta sabiendo que los segmentos que 
determina sobre los ejes de abscisas y ordenadas miden, respectivamente, 5 
y 7 unidades. 

5) Hallar la ecuación general de la recta que determina segmentos de -3 y 4 
unidades, respectivamente, sobre los ejes coordenados. 

6) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por A/(3,-2) sabiendo que el 
segmento que determina sobre el eje de abscisas es el doble del que 
determina sobre el eje de ordenadas. 

7) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por £(-5,8) sabiendo que la 
suma de los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es 9. 

8) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por £(5,4) sabiendo que la 
suma de los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es -3. 

9) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por sabiendo que la 

diferencia de los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es 8. 

10) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por A(5,-6) si la diferencia 
de los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es -2. 

11) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por A/(-3,3) sabiendo que el 
producto de los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es 12. 

12) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por A/(3,-|) si el producto 
de los segmentos que deteriiiina sobre los ejes coordenados es -18. 

13) Una recta que pasa por A(-2,10) forma con los ejes coordenados un 
triángulo de área 5. Hallar su ecuación general. 

14) Hallar la ecuación general de la recta que forma con los ejes coordenados 
un triángulo de área 8 y pasa por el punto £(-l,^). 
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15) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por M(2,2) y forma con los 
ejes coordenados un triángulo isósceles. 

16) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por N( 4,-y) y forma con 
los ejes coordenados un triángulo de perímetro 12. 

17) _ Una recta que pasa por P( 4,3) forma con los ejes coordenados un triángulo 

de perímetro 24. Hallar su ecuación general. 

18) Hallar la ecuación general de la recta de pendiente sabiendo que la 
suma de los segmentos que determina sobre los ejes coordenados es 8. 

19) Hallar la ecuación general de la recta paralela al segmento de extremos 
A( 4,7) y £(6,-3) sabiendo que la suma de los segmentos que determina 
sobre los ejes coordenados es 6. 

20) La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes 
coordenados es -1. Hallar su ecuación general sabiendo que es 
perpendicular al segmento de extremos A/(4,6) y M7,2). 

21) La diferencia de los segmentos que una rccta determina sobre los ejes coor- 
denados es 9. Hallar su ecuación general sabiendo que su pendiente es j . 

22) La diferencia de los segmentos que una recta de pendiente -3 determina 
sobre los ejes coordenados es 4. Hallar su ecuación general. 

23) Una recta forma con los ejes un triángulo de área 4. Hallar su ecuación 
general sabiendo que es paralela al segmento de extremos A(6,6) y £(4,7). 

24) Hallar la ecuación general de la recta perpendicular al segmento de 
extremos A(—1,—4) y £(5,-2) y que forma con los ejes coordenados un 
triángulo de área 6. 

25) Hallar la ecuación general de la recta de pendiente -j que forma con los 
ejes coordenados un triángulo de perímetro 12. 

26) Una recta es perpendicular al segmento de extremos A(-\<-4) y £(4.8) y 
forma con los ejes coordenados un triángulo de perímetro 30. Hallar su 
ecuación general. 

27) Hallar la ecuación general de la recta que forma con los ejes coordenados 
un triángulo tal que su área es y y la suma de sus catetos 8. 

28) Una recta forma con los ejes coordenados un triángulo de área 14. La 
diferencia entre los catetos del triángulo es 3. Hallar la ecuación general de 
la recta. 

29) Una recta forma con los ejes coordenados un triángulo de perímetro 40 y en 
el que la suma de los catetos es 23. Hallar la ecuación general de la recta. 

30) E1 cuadrado de la diferencia de los segmentos que una recta determina 
sobre los ejes coordenados es 36. Hallar su ecuación general sabiendo que 
es perpendicular a otra recta de pendiente -5. 

31) Hallar la ecuación general de la mediatriz del segmento que los ejes 

coordenados determinan sobre la recta / () = 2jc + 3y -12 = 0. 

* 

32) Hallar la ecuación general de la mediatriz del segmento que los ejes 
coordenados determinan sobre la recta / 0 m 3x - ly + 21 = 0. 
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Pendiente y ordenada en el origen 
a partir de la ecuación general 


A1 llevar la ecuación general de una recta a la forma reducida, despejando la 
variable y , se obtiene cuanto sigue: 

- A* + #y + C = 0 
By = -Ax - C 


y = 



c 

B 


En la forma reducida, el coeficiente de la variable x es la pendiente y el 
término independiente es la ordenada en el origen. Por tanto ' 



(16 G ) 


y 



(17 6 ) 


Condiciones de paralelismo y de perpendicularidad 
en ecuaciones de rectas dadas en forma general 


Sean las rectas l x = A x x + B x y + Cj = 0 y / 2 s A 2 x + B 2 y + C 2 = 0 
Las pendientes de esas rectas son, utilizando (16 G ), 

A x A 2 

B x : B 2 

Para que /, y / 2 sean rectas paralelas, deben tener igual pendiente, es decir, 
debe cumplirse que 

_ ^2 

By B¿ 



(18 G ) 


o también, trasponiendo denominadores, que 
AyB^ -A 2 B x =0 


(19 G ) 


Las anteriores son dos formas equivalentes de expresar la condición de para- 
lelismo. 

Para que l x y / 2 , en cambio, sean perpendiculares el producto de sus pendien- 
tes debe ser-1: 


Í-Al 

f 

l 

l 


expresión de la que fácilmente se obtienen estas dos: 
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( 20 G ) 


( 21 G ) 

Las relaciones (18 G ) y (20 G ) carecen de sentido cuando los denominadores se 
anulan, lo que sucede en los casos de rectas paralelas a alguno de los ejes coorde- 
nados. Las relaciones (19 G ) y (21 G ), en cambio, son utilizables aún en esos casos. 


B } A 2 


AjA 2 + BjB 2 =0 


Eiemplo 61 _ 

Determinar cuánto debe valer k para que las rectas /, s k?x + (k + 3)y -4- 7 = 0 
y / 2 = x - 4y + 11 = 0 sean perpendiculares. 


Para que las rectas sean per- 
pendiculares debe cumplirse 
que: 

•v 

F.n nuestro caso: 

Rcsolviendo: 


AjA 2 + BjB 2 =0 

k 2 (l) + (k + 3X~4) = 0 

k 2 -4£ -12 = 0 
(*-6)(Jt + 2) = 0 


( 21 f; ) 



E jem p l o_62 - 

Hallar la ecuación general de la recta que pasa por y es 

perpendicular a la recta /, = 5x - 2y + 3 = 0. 

Hallamos la pendiente de la 5 5 

reca/,: m,= ~^2 = 2 


La pendiente m dc la recta 
que buscamos scrá. por ser 
ésta pcrpendicular a /,: 12 

mj 5 


Tcniendo la pendicntc y un 
punto, podemos ulilizar (9 íf ) 

para hallar la ecuación: y _ ]_ = _ _2 ^ _ 3 ^ 

10y - 35 = -4(jt - 3) 
10y-35 = -4jc + 12 


. 4jc +1 Oy - 47 = 0 

( Ejercicio 104 

Determinar. utilizando (16 G ) y (17*’), la pendiente y la ordenada en el origen 
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de las siguientes rectas: 

1) 5x - 3y + 6 = 0 

2) 7jc + y - 6 = Q 

3) 6jc + 8y - 5 = 0 

4) l(k-4;y + 7=0 

5) 3jc + 9> -11 = 0 

6) px + qy + r = 0 


Determinar en cada caso si las rectas /¡ y / 2 son paralelas utilizando las 


relaciones (18 G ) o (19 G ): 

7) /, =e3jc + 5y- 1=0; 

/ 

/ 2 = 6* + lOy -3 = 0 

. 8) 

/, = V2jc + V3y + 5V6 =0; 

/ 2 = '\f3x + V2y — 42 = 0 

' 9) 

o 

(1 

+ 

•4 

ni 

/ 2 = 5jc + V35y -3=0 

10) 

/, = 2jc-3V2y + 7 =0; 

/ 2 = 2a/2jc — 6y + 11 =0 

11) 

/, s 10 jc+ 14y + 9 = 0; 

/ 2 = 15jc + 21y - 10 = 0 

12) 

/, s I2x - 18y- 7=0; 

/ 2 = 3jc - 6y + 1 = 0 

13) 

/, = 4x + 5 = 0; 

/ 2 = * - 7 = 0 

Determinar en cada caso si las rectas /, y / 2 son perpendiculares utilizando 
las relaciones (20 G ) o (21 G ): 

14) /, s 2 jc + 4y - 7 = 0; / 2 s 6x - 3y + 4 = 0 

15) 

/i = 7 jc + 14y +1=0; 

/ 2 = 4jc + 2y - 9 = 0 

16) 

/, s 8jc -4y- 11=0; 

/ 2 = 3jc - 6y + 17 = 0 

17) 

/, s4jc-2y + 7 = 0; 

/ 2 = 3jc + 5y - 9 = 0 

18) 

/, s Vójc — 3y+l =0; 

/ 2 s V3jc + V2y-7 = 0 

19) 

/, s V2jc + VÍ0y + 9=0; 

/ 2 = 5jc — V5y + 4=0 

20) 

III 

X* 

i 

K> 

II 

O 

/ 2 = 3y + 1 = 0 

21) 

Determinar el valor de k para que /, = kx + (k + 5)y -1 = 0 sea paralela a 
/ 2 = 4jc + 3y — 9 = 0. 

22) 

Determinar el valor de k para que /,=(/: + l)x + (k - 2)y + 3 = 0 sea 
perpendicular a / 2 = 7jc - 3y + 1 = 0. 

23) 

Determinar el valor de k para que /, = & 2 jc + (5Á: — 3)y + 3 = 0 sea paralela a 
/ 2 = 3jc + 4y - 5 = 0. 

24) 

Determinar el valor de k para que /, = ( k 2 + 1)jc - (Sk + 6)y + 4 = 0 sea per- 
pendicular a / 2 = 6jc + 2y + 7 = 0. 
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25) t Determinar k para que /, = ( k 3 + 5k)x + (Z: 4 + 3k 2 + 24)> -7 = 0 sea para- 

lelaa / 2 = x-10y.+ 5 = 0. 

26) Determinar k para que /j = (/c 3 + 17/c)jc + (4A: 2 + 5)y +11 = 0 sea perpendi- 
culara l 2 = ;c + 2y-l=0. 

27) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por A(3-2) y es paralela a la 
recta /, = 6jc - 2y + 7 = 0. 

28) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por fí(-4,4) y es perpendi- 
culara /, =3jc-y-4 = 0. 

29) Hallar la ecuación general de la recta paralela a /, = 9x-6y + 7 = 0 y que 
biseca el segmento de extremos M( 4,-3) y /V(8/7). 

30) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por el origen y es perpendi- 
culara /, = 1 Ojc -15y + 6 = 0. 

31) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por la intersección de las 
rectas /, = 2* - 3y -17 = 0 y / 2 = 5jc + 4y - 8 = 0 y es perpendicular a la 
recta / 3 = 5jc -4y +10 = 0. 

32) Determinar el valor que deben tomar a y b para que las rectas de ecuacio- 
nes /, = (a - b)x + (6 b - a)y -1=0 y / 2 = 8jc + (2 a - 3 b)y + 5 = 0 sean 
paralelas y formen ambas con el eje de abscisas un ángulo de 135°. 

33) Demostrar que las rectas /, = 5jc -2y + 23 = 0; / 2 = 2jc -9y-42 = 0; 
/ 3 = 5jc - 2y -18 = 0 y / 4 = 2jc - 9y +1 = 0 forman un paralelogramo y 
hallar las ecuaciones generales de sus diagonales. 

34) Demostrar que las rectas /, = 3jc — 2y + 11 = 0; / 2 = 2 jc + 3y — 10 = 0; 

/ 3 = 3jc - 2y - 2 = 0 y / 4 = 2jc + 3y + 3 = 0 forman un cuadrado. 

Angulo que forman dos rectas 
cuyas ecuaciones están dadas en forma general 

Sean dos rectas /, = A { x + B¡y + C, = 0 y / 2 = í4 2 jc + B 2 y + C 2 = 0 de pen- 

.. A 2 

dientes m, =- L y m 7 =-- 

b 2 

Hemos demostrado con anterioridad que el ángulo formado por dos rectas /, 
y / 2 (siendo /, la recta inicial y / 2 la fmal) se puede hallar utilizando la relación 

tge = ^l^L ( m2 m^- 1 ) ( 6 t: ) 

l + m 2 m, 

Sustituyendo valores: 


^2 , A 
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Multiplicando numerador y denominador por fl, fl 2 y simplificando: 

« AiBt + A1B1 

tg 9 = -——-— 

' + A¡A 2 


Ordenando: 


tg 0 = 


— i4 2 fl, 
A\ '4 2 + fl, fl 2 


( 22 ,; ) 


Ejemjílo 63 

Hallar qué ángulo forman las rectas /, s 8x - 3v + 9 = 0 y / 2 =-2at + 5v -4 = 0. 


S'ustituyendo en (22'') los 
valores correspondientes: 


85-2(-3) 
8- 2 + (-3)5 


tg0 = 


40 + 6 
16-15 


tg 0 = 47 


0 = 88° 47 


Ukmpio 64 

Determinar cuáles deben ser los valores de A y tí para que las rectas 
/, = Ix + 8v “ 2 = 0 y / 2 = Ax + By -13 = 0 formen un ángulo de 135° sabiendo que 
/ 2 pasa por el punto P( 1,-2). 


Sustituimos en (22 <; ) los 
valores correspondientes: 


tg 135° = 


7B-&A 
7A + SB 


Ití-ZA 

lA+%tí 


1B-%A = -1A-Stí 


A-\5tí = 0 (I) 

Como / 2 pasa por /', las/ 
coordenadas de este punto 
debcn satisfacer la ecuación . v 

dc i, /\(l) + fl(-2)-13 = 0 

/\-2fl= 13 (II) 

Formamos un sistema con 
las ecuaciones (I) y (II): 


La solución dcl sistema es: 


A - \5tí = 0 
A-2tí=\3 


A = 15 


tí=\ 
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(, Ejercicio 105 


Calcular en los siguientes casos el ángulo que forman las rectas /, y / 2 


1) /, = 6* + 7y + 1 = 0 

2) /^ = 4jc + 9v -8 = 0 

3) /j = 6x + 7y + 2 = 0: 

4) /, = lU-2y + 9 = 0; 

5) /, = 4jc + 5y - 2 = 0; 

6) /, = 5x- 14y + 3 = 0; 


/ 2 = 4x + y - 2 = 0 
/ 2 = x -y + 2 = 0 
/ 2 s lx-2y+ 1 =0 
/ 2 = 4jc - 9y - 4 = 0 
/ 2 = jc-4 = 0 
/ 2 = 2x + 3y- 11=0 


7) Calcular £ para que las rectas /, s 3jc + By +1 = 0 y / 2 = 5jc + 2y - 2 = 0 
formen un ángulo de 135°. 

8) Determinar el valor de A para que las rectas /,=3x-2y + l = 0 y 
/ 2 = Ax + y - 2 = 0 formen un ángulo de 45°. 

9) Determinar los valores de A y B sabiendo que las rectas 
/, = Ax + By - 3 = 0 y / 2 ^ 3jc + y + 2 = 0 forman un ángulo de 78°42' y 
que /, pasa por el punto P(-\ -1). (Tómese tg78°42’ = 5). 

10) Determinar los valores de A y B sabiendo que las rectas /, = 2x + 5y - 3 = 0 

y / 2 = Ajc + By -1 = 0 forman un ángulo de 63°26' y que / 2 pasa por el 
punto (Tómese tg63°26’ = 2). 

11) Determinar los valores de A y B sabiendo que las rectas /, = 2jc + y + 5 = 0 
y / 2 = Ajc + By -9 = 0 forman un ángulo de 81°52' y que / 2 pasa por el 
punto P( 3-2). (Tómese tg81°52' = 7). 


Distancia del punto Pfx^y,) a la recta 

l = Ax + By + C = 0 

La distancia d de un punto P a una recta / es la longitud del segmento 
perpendicular a / trazado desde P. La señalaremos así: d^ p 

Hay varios métodos para deducir la fórmula que nos permite calcular la 
distancia de un punto a una recta. E1 que utilizaremos no es precisamente cl más 
sencillo, pero es el que podemos seguir sin 
adentramos en la consideración previa de otros 
aspectos que no nos interesa tocar. 

Seguiremos el siguiente camino: 

1- . Hallaremos la ecuación de la recta /, 
que pasa por P y es perpendicular a /. 

2- . Hallaremos las coordenadas de Q, 
punto de interSección de / y /,. 

3- . Calcularemos la distancia entre los 
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puntos P y Q, que será también la distancia entre el punto P y la recta /. 


1-. Ecuación de /,: 

La pendiente dc la recia es: 



La pendiente de la recta /, \ B 

(pcrpendicular a /) es: Hí\ — = — 

m A 


Ulilizando (9 <; ) construimos B , x 

laecuación: y “ y\ — ~ \ x “ ) 

/i 



Llevándola a la forma ordi- 

naria de una ecuación lineal: Ay — Ay¡ = Bx — Bx j 


/ 

Bx-Ay = Bx^ - Ay 



2-. Cálculo de las coorde- 
nadas de Q : 




Formamos un sistenia con 
las ccuaciones de / y/,: 

I Ajc + By = -C 

(/) 


i 

i 

n 

i 

(/.) 


Multiplicando la primera 
ecuación por A y la segunda* 
por fí y sumando miembro a 
miembro tenemos la abscisa 
dc Q. 

\A 2 x + ABy = -AC 




B 2 x - ABy = B 2 ) c, - ABj, 


[A 2 +B 2 )x = B 2 x x - ABy x - AC 


B 2 x | - ABy x - AC 

a^Tb 2 


Multiplicando, en cambio. la 
primera ecuación por B y la 
scgunda por -A y sumando 
obtenemos la ordenada: 


j ABx + B 2 y = -BC 

+ A 2 v = -ABx , + A 2 )^ 


(a 2 + fi 2 )y = A 2 y\ - ABx¡ - BC 

_ A 2 V| - ABx¡ — BC 

y ~ áTb 2 


Las coordenadas de Q son: 


/ 

Q 


B 2 x . 


V 


~ ABy } — AC 
A 2 + B 2 


Áy^-ABx-BCÁ 

A 2 +B 2 
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3-. Cálculo de la distancia 
entre P y Q: 


Utilizando (2 G ): 


*(P,Q) 


- 

B 2 x, -ABy¡-AC 

2 

i 

A 2 y, - ABx | - BC 

X I -y f 

1 A- + B 2 

"T 

A 2 + B 2 


Sacando común denomina- 
dor en ambos corchetes: 



- 

A 2 x¡ + Z? 2 jcj - B 2 x, + ABy¡ + AC 

2 

i 

A 2 y, + B 2 y¡ - A‘y, + ABx¡ + BC 


/i 2 + fi 2 

- J 

i 

a 2 + b 2 


Reduciendo términos y sa- 
cando factor común en am- 
bos numeradores: * 


Elevando: 


1 A(Ajcj + By¡ +C) 

2 

B(By¡ + Ax¡ + C) 

2 

|[ ¿ 2 + B 2 

+ 

a 2 + b 2 



p — -— '■ - * — 

/4 : (Ax, + By, + C)" B 2 (Ax { + By, + C)’ 

]¡ ( a 2 + b 2 ) 2 (a 2 + b 2 ) 2 


Sumando: 


(a^ + B^Ajc, +By¡ +cf 



(S.B'-f 


Simplificando: 


:(AX[ +BV| +C)’ 
= )| A^B 1 


d (p,¡) 


Ax¡ + By\ + C 
±V¿ 2 + B 2 


( 23 <: ) 


El signo del radical \¡A 2 +B 2 se determina de acuerdo a cuanto sigue: 

a) Si C * 0, entonces C y el radical son opuestos: 

C/0 => Sg^-—^ = -Sg (C) 

b) SiC = 0 y B * 0, entonces B y el radical tienen igual signo: 

C = 0; B*0 => =S 8(S) 

c) SiC = 0 y 5 = 0, entonces A y el radical tienen igual signo: 

* C = 0; £ = 0 =* Sg, ~—-x = Sg (4 v 

ÍVi4 2 +fl 2 J {A) 

La posición relativa del punto y la recta, según el signo de la distancia 


GEOMETRIA ANALITICA 405 









































dirigida, será la siguiente: 

a) Si la recta no pasá por el origen del sistema, la distancia d será positiva si 
el punto P y el origen se encuentran a lados opuestos de la recta y será negativa en 
caso contrario (Ver ejemplo 65). 

b) Sj la recta pasa por el origen, d será positiva o negativa según que el punto 
P esté por encima o por debajo de la recta. 

í-—---*—-— --— -—i 

¡ Nota: En el caso en que sólo nos interese la longitud del segmento que une a P con i 
la recta /, tomaremos positivo el valor de la distancia: i 


' (23a <: ) 


V-0 : 


\Ax¡ + By { + C| 
+V/4 2 


+ B- 


Ejmete 65 


Hallar la distancia dirigida del punto P(4,-3) a )a recta 


Utilizando la relación (23*'): 


*(PJ) 


16-4-63(-3) + 137 


-\ í 16 2 + 63 2 


16* -63y +137 = 0. 


Hemos tomado ncgativo el 
radical, pucs éste y C deben 
tener distinto signo. 


64 + 189 + 137 
-65 
390 
-65 



Representaremos cn forma 
gráfica la recta y el punto 
para comprobar su posición 
relativa. 


Llevamos la ecuación a la 
forma simétrica: 


16*-63y = -137 
16* 63y _j 

-137 ~-137 ~ 

_Ü_+JL =1 

137 T _I37 1 

16 63 

De donde: <t = --^ = -8,56 

• 16 

¿ = ^ = 2,17 
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Conociéndo a y b podemos 
fácilmente hacer el gráfico. 

La distancia dirigida quc 
obtuvimos resultó ser nega- 
tiva. En el gráfico podemos 
observar que, en efecto, el 
punto P y el origen del 
sistema están de un mismo 
lado de la recta. 



EimpkM 

Los vértices de un triángulo son A( 2,6); #(5-1) 
y C(-3,-7). Hallar el área del triángulo tomando como 
base la longitud del segmento BC y como altura la 
distancia desde el vértice A a la recta que contiene los 
vértices B y C. 



1) Cálculo de la base 


b = d {HC} = J(-3-5) 2 +(-7 + l) 2 = V64 + 36 = VÍÓÓ 
b = 10 


2) Cálculo de la altura 


Determinamos la ecuación 
de la recta / que pasa por B y 
C: 


m 


-7+1 _ ^6 _ 2 
-3-5 “ -8 “ 4 


Utilizando (9°): y + J = 1 _ 5 ) 

4y + 4 = 3x-15 
/ s 3x- 4y-19 = 0 


Utilizando (23a G ), (dado que 
no nos interesa 1 a distaricia 
dirigida sino la magnitud de 
esa distancia): 


3) Cálculo del área 


_ ¡3(2) — 4(6) —19| _ |-37| 

/t = f 

A = {bh = jlOf 


A = 37 
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Eiemplo 67 

La distancia dirigidá a la recta / = 6jc -h 8>^ -h 7 = 0 desde un punto P de 
ordenada 3 es - ~. Determinar la abscisa de P. 

Sean P(x,3) las coordenadas 
del punto. 

Utilizando (23 <; ): ÓJC + 8(3) + 7 U 

-V36 + 64 ” 2 


Obsérvese que hemos toma- 
do el signo negativo dcl radi- 
cal, pues éste y C deben te- 
ner signo contrario. 


Resolviendo: 


6x -f 24 -f 7 
-10 

6x + 31 = 55 


6* = 24 


11 

2 


/ 


x = 4 


Eiemplo 68 

La distancia dirigida a la recta l = x-ly — l = 0 desde un punto P de abscisa 

3 es ■ Determinar la ordenada de P. 

Sean P(3,y) las coordenadas 
del punto. 


Utilizando (23 G ): 


3 - 7y - 7 9V2 

5V2 “ 5 


Obsérvese que el radical y C 
deben tener signo contrario. 

Resolviendo: —'Jy _ 4 — g 

-ly = -14 


y = 2 


Eimete. 62. 

La distancia dirigida a la recta / = 2jc - 3>> = 0 desde un punto de ordenada 4 
es . Determinar la abscisa del punto. 

Sean (jc,4) las coordenadas 
del punto. 
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Utilizando (23 r ’>: 


(Como C = 0, el radical y B 
deben tener igual signo).' 


Eiemplo 70 

Hallar la ecuación 
a! punto P( 3,2) es -j. 

Ütilizando (9°*): 

Utilizando (23 G ): 


Elevando ambos miembros 
ai cuadrado: 

Resolviendo: 


Sustituyendo en (I): 
a) Para m,: 


b) Para m 2 \ 


2jc- 3(4) _ 10Vl3 
' -VÍ3 _ 13 

2jc —12 = -10 
2x-2 


JC = 1 


general de la recta que pasa por Af(- 6,-4) y cuya distancia 

/ 

y + 4 = m(jc + 6) (I) 

y + 4 = wjc + 6m 
mjc-y + 6w-4 = 0 

m(3)-2 + 6m-4 _ 18 
±^fm ~ 2 -K(-l ) 2 5 

9m-6 18 

±yfm^ +1 ^ 

3m-2 6 

±4m*+1 5 

15m-10 = ±6Vm 2 +1 
(15m -10) 2 = 36^m 2 + lj 


225m 2 - 300m +100 = 36m 2 + 36 
189m 2 - 300m + 64 = 0 
(189m - 252)(189m - 48) = 0 


m 


_ 252 _ 4 
I “ 189 “ 3 


m - 48 - >6 
“ 189 “ 63 


y + 4 = j(* + 6) 
3) + 12 = 4x + 24 


4jc-3)' + 12 = 0 


3'. + 4 = H( jí + 6 ) 


63) + 252 = 16*+ 96 

16x - 63y -156 = 

: 0 
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Eiemplo 71 

Hallar la ecuación general de la recta de pendiente j y que está a una 
distancia de Q¡¡p~ dd punto P(4,l). 


Utilizando (14 (; ): 

Uevando la ecuación reduci- 
da a la forma general: 


Utilizando (23 ,; ): 


Para el valor positivo del 
miembro de la derecha, 
tenemos: 


Sustituyendo cn (I): 


Para el valor negativo: 


Sustituyendo en (I): 


y=jx+b 

5y = 2x + 5b 

2x-5y + 5b = 0 

2(4)-5(l) + 5¿> 13V29 

±/29 " 29 

5¿> + 3 = ±13 

5¿> + 3 = 13 
5¿> = 10 
¿> = 2 

2x-5y + 5(2) = 0 


2x 

- 5y +1 0 = 0 

5 b + 

3 = -13 

5 b = 

-16 

b = - 

16 

5 

2x- 

V! 

+ 

"T 

ii 

2x 

o 

II 

sO 

7 

1 


(I) 


Eiemplo 12 

Un punto del plano se mueve de tal forma que su distancia a la recta 
/, = 3jc - 4y + 7 = 0 es siempre igual a su distancia a la recta / 2 2 1 2jc - 5y + 3 = 0 . 
Hallar la ecuación de su lugar geométrico. 

Todo punto quc per- 

tenezca al lugar geométrico 
dcbe satisfacer la igualdad d, D . v = +d¡ D v 

pues las magnitudes de 
ambas distancias deben ser 
iguales, lo cual ocurre aún en 
el caso de que las diítancias 
sean de distinto signo. 
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Tenemos, por tanto, que: 


3(*)~4(y)+7 _ 12(x)-5(y) + 3 
p 2 +(-4) 2 ±/l2 2 +(-5 ) 2 

3 x - 4y + 7 _ 1 2x - 5y + 3 
_ 5 ” ±13 

39jc - 52y + 91 = ±(60jc - 25y +15) 


Tomando positivo el parén- 
tesis del miembro de la dere- 
cha, obtenemos la primera 
solución: 


21jc + 27y-76 = 0 


'Tomándolo negativo, la se- 
gunda: 


99x-77y + 106 = 0 


/ 


Emmloll 

Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano que están a 
igual distancia de la recta / = 8jc - 6>y +1 = 0 y del punto Aí(3,2). 

Todo punto P(x,y) del lu- 
gar geométrico debe satisfa- 
cer la igualdad: ^{P,M) = — P,¡) 


En consecuencia: 


^- X f±(2-yf,±^J- 

•IS 1 + 6 1 

ÍZ ~7~ 2 a a "> . — 6 y -l-1 

V9~6jc +jc -f4-4y + y“ =±--- 

V 10 

1 0-fx 2 + y 2 -6x-4y +13 =±(8x-6y + l) 


Elevando al cuadrado: 


100(jc 2 + y 2 - 6 jc - 4y +13) = 64 jc 2 + 36y 2 +1 - 96jcy +1 6 jc -12y 
IOOjc 2 + 100y 2 - 600 jc - 400y +1300 = 64.c 2 + 36y 2 + 1 - 96jcy + 16 jc - 12y 
36jc 2 + 64y 2 + 96.cy - 616 jc - 388y +1299 


( Ejercicio106 

Hallar, en cada caso, la distancia entre el punto P y 1 a recta /: 

1) P(4,-2); / = 3jc-4y +10 = 0 

2) /»(-3,2); / = 8jc-6y +1 = 0 

3) /»(2,-7); / s 12 jc + 5v- 2 = 0 

4) /»(-2,-6); / = 3x + y + 2 = 0 
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Hailar, en cada caso, la distancia dirigida del punto P a la recta /: 


5) />(4,2); 

6) />(-3,4); 

7) />(5,-2); 

8) />(-'5.-10); 

9) />(4,3); 

10) />(3,-2); 


/ = 8x + 15y + 6 = 0 
/ = 21jc-20y-2 = 0 
l = lx- 24y + 67 = 0 
/ = 35x + 12y+ 36 = 0 
/ = jc + 2y = 0 
/ s 5 jc — 12y = 0 


En los siguientes ejercicios se dan los vértices de un triángulo. Calcular en 
cada caso la longitud de la altura trazada sobre el lado BC, la longitud del lado BC y 
I el área del triángulo: 

11) A(—3,6); 5(4,5); C(l,-2) 

12) A(l,4); 5(4,-3); C(-8,2) 

13) /1(2,-3); 5(-2-3); C(—4,3) 

•» 

14) La distancia dirigida a la recta / = 6;c + 8y-7 = 0 desde el punto P de 

ordenada -5 es - . Determinar la abscisa de P. 

15) La distancia a la recta / = 4jc-2y + 3 = 0 desde el punto P de ordenada 3 
es . Determinar la abscisa de P. 

16) La distancia dirigida a la recta / = jc + 7);-3 = 0 desde el punto P de 
abscisa 4 es -2v 2 . Determinar la ordenada de P. 

17) La distancia a la recta / = 4 jc — 3y + 5 = 0 desde el punto P de abscisa 4 es 
6. Determinar la ordenada de P. 

18) Determinar el valor de A (A = entero) si la distancia del punto P(3-7) a la 
recta / = Aa + 4y - 3 = 0 es . 

19) Determinar el valor de B {B = entero) si la distancia del punto P( 2-3) a la 
recta / = 16 jc + By + 39 = 0 es 4. 

20) Determinar el valor de C si la distancia dirigida del punto P(3,-4) a la recta 
/ = 5jc - 2y + C = 0 es -v29 ■ 

21) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por el punto M( 3,1) y cuya 
distancia al punto P(-l,l) es igual a 2V2 . 

22) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por el punto A/(3,2) y cuya 
distancia al punto P(- 4,-4) es igual a 2. 

23) Hallar la ecuación general de la recta que dista 2 unidades del punto 
P(3,-4) y pasa por Af(-2,6). 

24) Hallar ia ecuación general de la recta que dista 3V5 del punto P(3,5) y pasa 
por M( 2,-2). 
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25) fiallar la ecuación general de la recta de pendiente -j que dista 4 unidades 
del punto P(3 -7). • 

26) Hallar la ecuación general de la recta de pendiente -y y cuya distancia al 
punto P(~ 2,5) es \ 5 . 

27) Hallar la ecuación general de la recta de pendiente y y cuya distancia al 
punto P(5,l) es -y. 

28) Un punto de! plano se mueve de tal manera que su distancia al eje de 
abscisas es siempre igual que su distancia a la recta / = 5x + 12y + 5 = 0. 
Determinar la ecuación de su lugar geométrico. 

29) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos de! plano 
equidistantes del eje de ordenadas y de la recta / = 6 jc - 8v + 5 = 0. 

30) Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que su distancia a la recta l = \l\x + 140y + 9 = 0 es siempre igual 
al doble de su distancia al eje de abscisas. 

31) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya distancia a la 
recta /j = 24 jc + 7y~ 25 = 0, es siempre igual a su distancia a la recta 
/ 2 =8* + 15y-17 = 0. 

32) Un punto se mueve de tal forma que su distancia a la recta 
/j s 9x + 40y + 7 = 0 es siempre el doble de su distancia a la recta 
/ 2 = 60 x + 11 v - 9 = 0. Hallar la ecuación de su lugar geométrico. 

33) Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
forma que su distancia a la recta =4x-3y + 9 = 0 es cinco veces su 
distancia a la recta / 2 = 6x + 8y - 7 = 0. 

34) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano que 
equidistan del punto M(4J) y de la recta / = 2;c-y + l = 0. 

35) Hallar !a ecuación del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal 
manera que se mantiene siempre a la misma distancia del punto M(-2,-l) y 
de la recta / = 3x + y + 7 = 0. 

36) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos de! plano que 
equidistan del punto M(3,-l) y de la recta l = x- 5y-16 = 0. 

37) Un punto se mueve de tal forma que su distancia a la recta 
/ = 3 jc - 2y +1 = 0 es siempre la mitad de su distancia al origen. Determinar 
la ecuación de su lugar geométrico. 

38) Un punto se mueve de tal forma que su distancia a la recta 
/j = 4x - 3y + 2 = 0 es siempre dos unidades mayor que su distancia a la 
recta / 2 = 5 jc + 12y -13 = 0. Hallar la ecuación de su lugar geométrico. 

39) Un punto se mueve de tal forma que siempre está 8 unidades más alejada 
del punto (11,7) que de la recta / = 3x-4y-ll = 0. Hallar la ecuación de 
sulugar geométrico. 

40) La distancia de un punto a la recta / = y- l = 0es siempre tres veces menor 
que su distancia al punto M(2,-3). Hallar la ecuación del lugar geométrico. 
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Ecuación de las bisectrices 
de los ángulos que forman dos rectas 

La bisectriz de un ángulo es el lugar geométrico de los puntos equidistantes 
de los lados del ángulo. 

Todb punto del lugar geométri- 

co satisface, por tanto, la igualdad 

d (p,i t ) =±d [p,i 2 ) 

Sean /, = A, x + £, v + C, = 0 y 
/ 2 = + B 2 y + C 2 = 0 las ecuaciones de las 

rectás que forman el ángulo. 

Aplicando la relación (23 G ) y prescin- 
diendo del signo del radical, pues ya el doble 
signo del miembro de la derecha agota las posibilidades, tenemos 



A, x + g, y + C, ± + B 2 y + C 2 

v + 2 + fi , 2 yV +' b 2 2 


La relación (24 G ) permite hallar la ecuación de las dos bisectrices: la del 
ángulo que forman /, y / 2 y la del que forman / 2 y /,. 


Eiemplo 74 

Hallar las ecuaciones generales de las bisectrices de los ángulos que forman 
las rectas /¡ = 1 3jc + 84y -39 = 0 y / 2 = 1 5x - 8 y +1 7 = 0. 

L'lilizando <24 c ’): 1 3jc + 84jy — 39 _^15.x — 8y + 17 

V'ó 2 +84 2 v 15 2 +(-8) 2 

13jf + 84y —39 _ 15jc-8y + 17 

85 "" 17 

Simplifieando denominado- 1 3jc + 84y — 39 
rcs: 5 

; 13jc + 84y - 39 = ±(75jc - 40y + 85) 

Tomando positivo el parén- 
tesis del miembro de la dere- 
cha y. después de reducir tér- 
minos y simplificar, se obtie- 
ne la ecuación dc la primcra 
bisectriz: 


Tomándolo negativo, la se- 
gunda: * 


j:-2y + 2 = 0 


44j; + 22y + 23 = 0 


±(15jc —8y + 17) 
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Eiemplo 75 

Determinar la ecuación general de la bisectriz del ángulo que forman las 
rectas /, = 96x + 247y-155 = 0 y / 2 = 264x + 23y +125 = 0. 

Esta vez el problema no nos 
pide las ecuaciones de las 
dos bisectricesi, sino espccífi- 
camente una de ellas: la dcl 
ángulo que tiene su lado ini- 
cial en /, y su lado final en / 2 . 

En este caso es preferible 
trabajar con los conceptos de 
distancia dirigida y lugar 
geométrico. 

Ecuación simétrica de /,: 


JL + JL 

155 155 

96 247 


a = 1,6 
/7 = 0,6 


Ecuación simétrica de l 2 : "• x 

125 

264 

En la gráfica se muestran las 
rectas /, y / 2 , la bisectriz del 
ángulo quc fornian /, y / 2 y 
un punto de esa biseetriz. 

La distancia del punto P a la 
recta /, es positiva. dado que 
P y el origen se cncuentran a 
lados opuestos de /,: 



En cambio, la distancia 
dirigida de P a / 2 es negativa 
por enconlrarse P y O a un 
mismo lado de / 2 . 



a = -0,5 



Estas distancias son iguales: d\ = —d^ 


y, en consccuencia: 


(P^ 


= -d, 


(P.l; ) 


Óperando: 96.t + 247_v -155 _ 264 x + 23y +125 

V96 2 + 247 2 -\'264 : +23 2 

96 jc + 247 >■ -155 264a: + 23y + 125 
265 " 265 

96.v + 247 v -155 = 264* + 23.y +125 
168x-224y +280 = 0 

> 

3.v - 4y + 5 = 0 
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Eiemplo.76 

Hallar las ecuaciones generales de las bisectrices de los ángulos intemos del 
triángulo de vértices74(2,6); J9(7,-6) y C(-l,2). 


Hacemos un gráfico con los 
datos que se dan. En él apa- 
recen trazadas las bisectrices 
de los ángulos internos. 
Estas se cortan en un mismo 
punto P. 


Dado que neccsitaremos las 
ectiaciones de los tres lados, 
las calcularemos de una vez. 



Ecuación del lado CA : 


Ecuación del lado AR. 


Ecuación del lado BC .: 


y-6 = |(x- 2 ) 
3y-18 = 4x-8 
CA = 4x-3y + 10 = 0 


y-6 = -f(x-2) 

5)í —30 = -12jc + 24 
AB s 12x + 5v - 54 = 0 


y-2 = -(x + l) 
y-2 = -x-\ 
BC=x+y-l=0 


Ecu^jón cfc ,la bise^iri.^ tiel 

án gulg CAñ 

La distancia dirigida del 
punto P al lado CA es nega-. 
tiva (por estar P y O a un 
mismo lado de CA). Tam- 
bién lo es la distancia de P a 

AB. Por tanto: ~^(P.CA) = ~^(P,AB) 

^(P.CA) = ^(p.AB) 

4jc-3y + 10 12x + 5y-54 

-{ a 2 +(-3) 2 Vl2 2 +5 2 

* 4jc-3y + 10 __ 12jc + 5y-54 

-5 13 
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52x - 39y+130 = -60 jc - 25y + 270 
112jc — 14y — 140 - 0 

Sx-y-\0 = 0 


Eguagión s¡& l a b is figttfc jtel 

á n g ul p.di B£ 

La distancia dirigida de P al 
lado BC es positiva (P y O 
están a lados opuestos de 

BC). La de P a AB ya hemos , _ _ , / 

visto que es negativa: a {P,AB) ~ “(P,BC) 

12jc + 5y-54 _ jc + y-1 

Vl2 * 1 2 3 4 5 6 + 5 2 V1 2 +1 2 

12jc + 5v- 54 _ jc + y~l 
13 _ V2 

-12 >/2jt - 5^2y + 54-V2 = 1 3x +1 3y -13 
(13 +12>/2)* + (13 + 5V2)y -13 - 54^2 = 0 


Ecua ció n dg l a bis ggtfizLdd ¿( p . bc ) = ~^( p , ca ) 
ángulo gC4 

jc + y-l _ 4 jc~3> j + 10 

V 2 -5 

5x + 5y - 5 = 4 V2^ - 3 V2y +10 V2 
(4 V2^5 )x - (3V2 + 5)y + 10V2 + 5 = 0 


( Elercicio 107 


Hallar las ecuaciones generales de las bisectrices de los ángulos que 
forman Z, y / 2 : 

1) /, =3jc-4y + 5 = 0; / 2 = 7 jc- 24y+ 9 = 0 

2) /, = 21jc- 20y + 40 = 0; / 2 =17jc + 144y-100 = 0 

3) /, =27jc-364y + 19 = 0; / 2 = 55jc + 48y-93 = 0 

4) /, s 15jc-8y+ 33 = 0; / 2 a21JC + 220y-45 = 0 

5) Hallar la ecuación general de la bisectriz del ángulo que forman 
/, = 4jc - 3y + 8 = 0 y / 2 = 24x + 7y + 20 = 0. 

6) Sean /, = 5jc + 12y-30 = 0 y / 2 =63;c-16y-70 = 0. Hallar la ecuación 
general de la bisectriz del ángulo que forman / 2 y . 
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Hallar en cada caso la ecuación general de la bisectriz del ángulo con el 


vértice en A en los triángulos cuyos tres vértices se dan: 

7) A( 1,7); B(6,-5); C(-5,-l) 

8 ) A(-4,3); B(8,8); C(-f,^l) 

9) A(0'3); B( 3,f); C(||,-3) 

10) Hallar la ecuación general de la bisectriz de cada uno de los ángulos 
intemos del triángulo de vértices A(-2-l); B( 0,3) y C(5 -2). 


Distancia entre rectas paralelas 


u 


• Para calcuiar la distancia entre dos 
rectas paralelas basta determinar un punto P en 
una de ellas y hallar la distancia entre ese punto 
y la otra recta. * ; 



A) Las ecuaciones están dadas en forma general 

Sean /, s Ax + By + C x = 0 y / 2 = Ax 4 By + C 2 = 0, rectas de igual 
pendiente -■£ y, por tanto, paralelas. 

Para determinar un punto P de ella de damos un valor cualquiera k a la 
variable x y obtenemos el valor correspondiente de la variable v. 

Para x - k tenemos: Ak 4 By 4- Cj = 0 

de donde _ Ak 4 Cj 


B 


Las coordenadas del punto 
son entonccs: 



y la distancia dc P a la recta 

k- 



Ak - Ak — C\ +C 


VA 2 + B 2 ' 



Cg ~ c, 


Esta distancia se toma generalmente positiva. 
Resumiendo: 
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La distancia entre las rectas paralelas /, s Ax + By + C, = 0 y 
/ 2 = Ax + By + C 2 = 0 es 



[C 2 -C,| 
Va 2 + s 2 


(25 G ) 


B) Las ecuaciones están dadas en forma reducida 

Sean /, = y = rnx + b { y l 2 =y = mx + b 2 , rectas de igual pepdiente m y, por 
tanta, paralelas. 

Determinamos un punto P de la recta /, dando a la variable x un valor 
cualquiera k y hallando el correspondiente de la variable y: 

Para .r = k tenemos: y — mk + b^ 

Las coordenadas del punto _/. , , , \ 

son: PlyKmk + bi) 


Llevamos a la forma general 

la ecuación dc / 2 : = ^ 


y calculamos )a distancia de 
P a / 2 : 


mk - (mk + b { ) + b 2 
_ mk-mk- b x +b 2 

Vm 2 +1 
— ^2 ~ 

Vm 2 +1 


Igual que en el caso anterior, tomaremos generalmente positiva esta distancia. 
Resumiendo: 


La distancia entre las rectas paralelas 

/, = y = mx + b, y 

/ 2 = y = mx 4- b 2 es 


. . h-M 

v 2; Vwr +1 

(26 G ) 


Eiemplo 78 

Hallar la distancia que separa las rectas paralelas l { = 6x + %y-l = 0 y 
/ 2 = 3x + 4y + 15 = 0. 


Para poder aplicar la relación 
(25 G ) los coeficientes A y B 
deben ser los mismos en 
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ambas ecuaciones. 


Multiplicamos, por tanto, la 

ecuación de / 2 por2: ~ /, =6x + 8y-7 = 0 

/ 2 = 6jc + + 30 = 0 


Utilizando (25 G ): 


130 + 71 


37 

10 


EjemBls. 71 


Hallar el área del trapecio que forman las rectas /, ¿ jr-3y + ll = 0; 
l 2 = 7jc + 4y-48 = 0; / 3 = x-3y-14 = 0 y / 4 =9x-2y + 24 = 0. 


En el gráfico aparecen las 
cuatro rectas. A, B, C y D 
son los puntos en los que 
cada par de rectas se- 
intersecta. 


Para hallar el área del 
trapecio necesitamos los 
siguientes datos: 

Base menor: 

Base mayor: 

Altura: 

Cwrdenadas c(s A; 

Formamos un sistema con 
las ecuaciones de l { y / 2 : 

La solución del sistema es: 
y las coordenadas de A : 

Coordenadas de B : 

Formamos un sistema con 
ias ecuaciones de l 2 y / 3 : 

La solución dei sistema es: 
y las coordenadas de B : 



B = d, 


(C.B) 


h= d, 




x-3y = -U 
7x + 4y = 48 

x=4 y=5 

A(4,5) 


7x + 4y = 48 
jr —3y = 14 

x = 8 y = -2 

5(8-2) 
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Cwrdenadas.dg-C 


Formamos un sistema con 
las ecuaciones de / 3 y / 4 : 

íx-3y=14 
[9x-2y = -24 

La solución del sistema es: 

x = ~A y = -6 

y las coordenadas de C: 

C(- 4,-6) 4 

Cmdenadas dei>; 


Formamos un sistema con 
las ecuaciones dc / 4 y /,: 

í9*-2;y = -24 
\jc-3^ = -11 

La solución del sistema es: 

x = -2 y = 3 

y las coordenadas de D : 

£>(-2,3) 

CákuÍQ.de.ia..basg,menc>r; 

b ~ d {D.A) 

= tJ(4 + 2) 2 + (5 - 3) 2 =V36 + 4=2VÍ0 

Cálculo de la base mayor: 

^(C.B) 

= J(-2 + 6) 2 + (8 + 4) 2 = Vl6 +144 = 4VÍ0 

CáknlQde iaalmra; 

h= d (/,/ s ) 


|—14 — 11| _ 25 SVÍO 
■sjl 2 + (—3) 2 VIO 2 

Area del trapecio: 

a 1 „ \ u rrx . ít^\ 5VT0 


A = i(i, + 8V, = I.(2Vi3 + 4V¡0)^ 


WiOvsVío _300 

4 4 

A = 75 


Eiemplo 80 

Hallar la ecuación general de la recta paralela a /j = - 2y + 9 = 0 y que 

está a una distancia de 4^29 unidades de ella. 

Llamemos / 2 la recta cuya 
ecuación buscamos. Dado 
que /, y / 2 son pa^alelas, po- 
demos escribir momentánea- 

mente la ecuación de ésta ^ _ 

así; l 2 =5x-2y + k = 0 (I) 
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Conociendo Ja distancia en- 
tre ellas, podemos plantear: 


k — 9 


±j5 2 +(-2) 2 
k -9 


= 4^29 


-7= = 4yÍ29 

±429 

it — 9 = ±116 


.Ecuación de la que se obtic- 
nen dos valores: ^ 


k 2 =-\01 


Las soluciones del problema 
son, por tanto (sutituyendo 
en I): 


l 2 = 5x — 2 y +125 = 0 
l 2 =5x-2>--107 = 0 




( Ejercicio 108 


Hallar en cada ca¿o la distancia entre las rectas paralelas /, y / 2 : 

1) /, =5jc + 12>’-7 = 0; l 2 s5A: + 12y + 32 = 0 

> 

l 2 =y = 4x -19 
/ 2 = 6jc + 4/y -15 = 0 
/ 2 =y = lx-22 
/ 2 =4x-8y-f 17 = 0 
/ 2 =48jc-14y-f9 = 0 


2) /,=y = 4jc-5; 

3) =3jc + 2y-f6 = 0; 

4) /, =y = 7jc + 23; 

5) /, = 3jc - 6y +11 = 0; 

6) /, = 24jc - 7^ -18 = 0; 


Hallar en los siguientes ejercicios el área del trapecio que forman las rectas 

/,, / 2 , /3 y /4: 

7) /j = 2 jc- h3y-17 = 0; / 2 sjc-4 = 0; / 3 = 2jc + 3j-b 1 = 0; 

/ 4 = jc - 3y + 23 = 0 

8) /, = jc-3y + 10 = 0; / 2 = 2jc -^-5 = 0; / 3 = 4jc + 3y + 5 = 0; 

/ 4 = 2jc - v + 5 = 0 

9) /,=y-4 = 0; / 2 =5jc + 2y-13 = 0; / 3 =5jc-3y-18 = 0; 

/ 4 = 5jc + 2y +12 = 0 

10) Hallar la ecuación general de la recta paralela a /, = 24 a: - 7y + 3 = 0 y que 
dista 6 unidades de ella . 

11) Hallar la ecuación reducida de la recta paralela a/,sy = 7*-6y que está 

7 a/9 

a una distancia de de ella. 

12) Hallar la ecuación general de la recta paralela a /, s Sx + 6y -11 = 0 y que 
está a una distancia de -|¿ de ella. 

13) Hallar fa ecuación reducida de la recta paralela a /,=y = -j-x + 9 y que 
dista 3 unidades de ella. 
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Area de un triángulo de vértices conocidos 

Determinaremos una fórmula que 
nos permita calcular el área de un 
triángulo de vértices conocidos. 

Sea- el triángulo de vértices 
A{x [y y { )\ B(x 2 ,y 2 ) y C(* 3 ,y 3 ), represen- 
tado en el gráfico, y sean Af(jc 3 ,0); 

N(jc 2 ,0) y /^(jtpO) las proyecciones orto- 
gonales de los tres vértices sobre el eje de 
abscisas. 

E1 área del triángulo(A 7 ) puede 

calcularse a través de los trapecios BCMN, ABNP y ACMP de la siguiente forma: 



a t =a h 




(i) 


l fíCMN 


*BCMN T **ABNP ~ ™ACMP 

Area del trapecio BCMN: 

Base menor b = CM = 

Base mayor B = BN = y 2 

Altura h = MN = x 2 - jc 3 

2 

Area del trapecio ABNP: 

Base menor b = AP = y, 

Base mayor B = BN = y 2 

Altura h = MN = jc, - jc 2 

,1 _ ( Vl +- >-2 )(^1 - ^2 ) 

^ABNP ~ ^ 

Area del trapecio ACMP: 

Base menor b = CM = y 3 

Base mayor B = AP = y, 

Altura h = MP = Jt, - jc 3 

1 (>'l +> , 3)(- y l ~*3) 

2 

E1 área del triángulo es, sustituyendo en (I): 

Aj = I [(yz + >’? ) (*2 - x i )+ (^l + >2 )(*1 - *2 ) - (.V| + %)(*! - ■*3 )] 

= 1 [xüh + x 2 y-i - x y y 2 - x 2 y y + x x y x + x t y 2 - x 2 y¡ - x 2 y 2 - x,y, - x ,y 3 + x 3 y { + x 3 y 3 ] 
Reduciendo términos y ordenando se obtiene 


X ACMP 


At = í [*I-V2 + W) + *3?l - (jfiyj + x 2>’t + *3?2 )] 


(27 <; ) 
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Nota: E1 resultado de las operaciones indicadas en el corchete es positivo cuando los 
puntos de toman én sentido contrario al de las agujas del reloj y negativo 
cuando se toman en sentido horario. Sin embargo, por tratarse de un área, ese 
resultado se tomará siempre positivo. 


Lá ,, expresión que en la relación (27°) aparece entre corchetes es el desarrollo 
del determinante 

y\ 1 

*3 1 

porio cual, podemos escribir la fórmula del área de la siguiente manera: 


(28 (í ) 



Otra disposición, muy práctioa por cierto, para obtener el área del triángulo, 


es ésta: 




*i >1 

*2 yi 

*3 >3 

*i y t 


(29°) 


en la que la columna de las coordenadas se desarrolla así: 




X 


>i 


-*iy i 

- * 3*2 




X V 2 

X3 x y3 


y i 




X 

*3>l 


Tanto para el determinante (28 ( *) como para la disposición en columnas (29 c ) 
es válido lo dicho en la Nota de la relación (27°). 


Area de un polígono de vértices conocidos 

La disposición utilizada en la relación (29°) puede extenderse al cálculo del 
área de un polígono cualquiera. (No io demostraremos). 

Sea el polígono de vértices A(x,,y,); B(x 2 .y 2 )\ C(jc 3 ,y 3 ); D(x 4 ,y 4 ); . 

N { X n’y n )- 

E1 área del polfgono se obtiene con la expresión 
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■^l 

y\ 


*2 

yi 



y$ 

II 

K>|- 

*4 

: 

y^ 


*n 

y n 



y¡ 


(3© c ) 


que se desarrolla en forma análoga a la señalada para la relación (29 c ). 

/ 

Puntos colineales 


Es obvio que tres puntos son colineales si el triángulo que forman es de área 
nula. Y viceversa: si el área de un triángulo es cero y sus tres vértices no coinciden 
en un mismo punto, éstos están sobre una 
misma línea recta. 

Por tanto, para que tres puntos no 
coincidentes sean colineales es condición nece- 
saria y suficiente que el área del triángulo que 
forman sea nulo. Para que esto se cumpla, basta 
que el determinante de la relación (28 G ) o el 
resultado de la disposición de las coordenadas 
de la (29 g ) se anulen: 



x \ 


Si 


yi 




1 

1 

1 


= o 


ó 


?i 

*2 y^ 
y$ 

x\ y\ 


A, B y C son 
colineales 


(31 G ) 


Análogamente, cuatro o más puntos no coincidentes son colineales si el área 
del polígono que forman es nulo: 



*i 

y¡ 



■*2 

y^ 




>3 


Si 

•* 4 

>4 

= 0 => A, B, C, D . N son colineales 



y n 


- 

x , 

y\ 
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Eimek ál 

Determinar el área del triángulo de vértices A(-2 -2); #(1,6) y C(7,2). 


Utilizaremos la relación 
(29 <; ) calculando previamen- 
te el valor de & columna de 
coordenadas: 


-2 

42 


1-2 -2 

h 'x 

1 6 

7 X 2 

X 


/|- 2 X -: 


X 

x; 

X' 


12 


14 ' 


A = y [-12 + 2-14 - (-2 + 42 - 4)] = -j (-60) = -30 


Tratándose de un área, toma- 
mos el resultado en valor 
absoluto: 


A = 30 


Eiemplo 8¿ 

Determinar el área del polígono cuyos vértices son A(-5,3); #(2,7); C(7,3); 
D(6,-3); E(-\M) y F(-4-1). 


Utilizaremos (30°). Calcula- 
mos previamente el valor de 
ia columna de coordenadas: 


A= 



h 5 x 3 

2 x 7 

7 3 

V 

6 X -3 

4 V 

-l X -4 

'V 

-4 X -1 

V 

-5 X 3 

-24 + 1 

-12-(( 


X 

X 

X 

X 

X 

X 


-35 


-21 

-24 


12 


= {(-182) 


A = 91 


Eiemplo 83 _ 

Determinár el valor de k para que los puntos /4(-4,-l); #(5,5) y C(3,/c) sean 
los vértices de un triángulo de área y • 
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Ulilizando (29*'): 


-5 
15 
-4 * 






5 5 
3 X * 

X 


U x -1 

X 



X 


-20 
5 * 
-3 


f = ^[-20 + 5Jt - 3 - (-5 +15 - 4*)] 
87 = ±(9* - 33) 


Hemos puesto el doble signo 
en cl miembro de la derecha 
porque el área -y corres- 

ponde al valor absoluto de lo 
que allí se obtiene. 

Primera solución: . 87 = 9 k — 33 



Segunda solución: 


87 = -9/: + 33 


/ 


* = -6 


Eiemplo 84 


Los puntos B(k+ 2,6); C(l,7); D(-kA) y £(-5,1) son los vértices de 

un pentágono irregular convexo. Determinar el valor de k para que el área del 
pentágono sea -4jr. 


Utilizando (30°): 


k -1 
fc+2 X 6 
,/l x l 
/-k* 4 


6 
-7 * 


^1-5 X l 


X 

X 


20 ^1* x -iK 

V x 

* 


6 k 

7/t+14 

4 

-k 

5 


±^ = ¿[l2* + 23-(-7*-16)] 
115 = ±(19*+ 39) 


Para el valor positivo del 

miembro de la derecha: 115 = 19k + 39 

> 

* = 4 
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Fara el negativo: 


115 = — 19/c — 39 



Este último valor es inadmi- 
sible pues los puntos que se 
obticnen con -él no corres- 
pondcn a un pentágono 
convexo (Compruébese). 


Eiemolo 85 

Determinar si los puntos A(-2,7); y C(0,-5) son colineales. 

Para que los puntos sean 
qolineales, el determinante o 
la cotumna de las coordena- 
das deben anularse (3I <: ): 




= -8 + -y+ -y-10 

= -18 + f 

= 0 


E1 valor de la columna de 
coordenadas es ccro. por 
tanto: 


A, B y C son colineales 


Eiemolo 86 


Determinar el valor que debe tomar k para que los puntos A(k,l ); B(k - 2, y); 


C(l,l) y pertenezcan a una misma recta. 


Para que eso suceda, la 
columna de coordenadas 
dcbe anularse (31 G ): 


k 7 


k-2 ^ 


1 1=0 



k 7 
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Desarrollando: 


ly L + it-2-^-35 - {lk -14 + y - 5 - -y) = 0 


Después de eliminar parénte- 
sis y reducir términos, se 

obtiene: ' 3k — 27 = 0 


de donde: 


k = 9 


( Ejerciclo 109 | 

Determinar el área de los triángulos cuyos vértices se dan: 

1) A(-l,7); £(6,2); C(-4,-4) 

2) /4(^,2); B(l.-2); C(l,5) 

3) A(-f,i) ; : C(f,-f) 

4) A(5j3,4}, fl(V2,-2^); c(-4^3j) 

Determinar el área de los polígonos cuyos vértices se dan: 

5) 4(5,5); B(-3,5); C(-4,l); D(-l, -3) 

6) 4(-8,l);B(3,-6);C(5,-5); D(^,f); £(|,f) 

7) 4(3,4); £(2,5); C(-3,5); DH,4);£H,-1); F(-3,-2); G(2,-2);//(3-1) 

8) 4(1,8); £(2,8); C(0,1); D(-6,-3); £(-7,-1) 

Detenninar en cada caso el valor de k para que... 

9) ... A(-4,/c); #(3,-¿) y C(l,6) sean los vértices de un triángulo de área -y. 

10) ... A(/:,-3); #(-2,5) y C(fr-l,-4) sean los vértices de un triángulo de área 5. 

11) ... A(-7,0); fi(-3/:,-l); C(-3,-l) y D(2k,0) sean los vértices de un cuadrilá- 
tero de área 7. 

12) ... A(*,7); B(-2,4); C(-3,l); D(-2,0); E(k, 3) y #(1,5) sean los vértices de un 
polígono convexo de área 12. 

Demostrar que los puntos que se dan en los siguientes ejercicios pertenecen 


cada 

caso a una 

misma recta: 



13) 

4(0-1); 

£(-2,5); 

C(-3, 8) 


14) 

4(6,10); 

£(4,5); 

C(0,-5) 


15) 

4(7,1); 

£(1,2); 

C(-2,|) 


16) 

4(-8,-4); 

£(-4,-3); 

C(2,-|); 

D(6,-í) 

17) 

X(l,?); 

£(2,3); 

C(i.l); 

D(4,-9) 

18) 

4(7,2); 

£(4,i); 

C(-2,|); 

D(-8,|) 
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19) Determinar k para que ,4(-1,7); B(0,2k); C(2,~k) y €>(estén sobre 
una misma recta. 

20) Determinar k para que A(-5Jc); B(l, 4) y C(4,3k) sean colineales. 


Rectas concurrentes 


Seantres rectas concurrentes 
/, s Ajjc+ £,)> + C, =0 
l 2 = A 2 x + B^y + C^ =0 
y /3 + C 3 =0. 

Hallemos las coordenadas del punto 
P formando un sistema con las ecuaciones de 

tx y h : 

j A¡x + B x y = -C, 

{ A 2 jc + B 2 y = -C 2 

Multiplicando por B 2 la primera ecuación y por — 5, la segunda y sumando: 
A\B^x + B\Byy = —B 2 C\ 

-A 2 B\X - B\B 2 y - B\C 2 

( A\B 2 — A 2 B\ = BjC 2 — B 2 Cj 

x - £¡£2 ~^ 2^1 
A, B^ — A 2 B\ 

Multiplicando, en cambio, la primera ecuación por -A 2 y la segunda por 
A { y sumando: 

A { A 2 x A 2 B { y = A 2 C, 

A¡A 2 x + A¡Byy = ~A t C 2 

(AfB^ — AjB\ )y = A 2 C¡ — A } C 2 

___ A 2 C, — A, C 2 
A, jB 2 — A 2 B { 



Las coordenadas de P son, pues, 




B\C 2 ByC\ A 2 C\ — A,C 2 { 

A\ B^ — A 2 B\ A\ B^ — A 2 B\ J 


Dado que / 3 se intersecta con las otras dos rectas en ese punto, las 
coordenadas de P satisfacen también la ecuación de / 3 . Tenemos, por tanto, que 


T A^-A^Bj 83 


A 2 C¡ A\C 2 

K.A\B 2 — A 2 B¡ 


+c, =0 
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Eliminando denominadores: 

A 3 (/?,C 2 — ^3(^2^*1 — ^1^2 )"^ ^3(A, Z? 2 A 2 Z?, ) = ^ 

A 3 fl,t: 2 - A 3 5 2 C, + A 2 £ 3 c, - a,# 3 c 2 + a,£ 2 c 3 - A 2 fl,C 3 = 0 


Ordenando: 

A|# 2 C 3 + A 2 B 3 C| + A 3 5|C 2 — (A|5 3 C 2 -f A 2 fijC 3 4- A 3 5 2 C,) = 0 
La expresión obtenida es el desarrollo del determinante 


A, 5, C, 


= 0 


A 2 5 2 c 2 
a 3 Z? 3 C 3 

y esta es la condición necesaria y suficiente para que /,, / 2 y / 3 concurran en un 
punto. Por lo cual 



4 

Bi 

ó 


Si 



c 2 

ír 

o 

1! 


A, 


c, 

’ 


/,, / 2 y / 3 concurren 

cn un punto 


(33 G ) 


Ejemplo 87 

Determinar si las rectas de ecuaciones /¡sjc + y — 2 = 0, / 2 =5;c-y-17 = 0 
y / 3 = jc + 4y + 5 = 0 son rectas concurrentes. 


Construinios un detcrminan- 
te con los coeficientcs de las 
tres ecuaciones: 


1 1 -2 
5 -1 -17 
1 4 5 


Calcuiamos el valor dei dc- 
temiinante: 

= -5-17-40-(2-68+ 25) 
= -62 -(-41) 

= -21 
*0 


Ei valor del determinante no 
se anula. por lo quc conclui- 
mos que 


/,, / 2 y / 3 no son rectas concurrentes 


Eiemplo 88 

Detepminar el valor que debe tomar k para que las rectas /, = 2jc + 5y + 5 = 0; 
/ 2 = 3jc + y - 12 = 0 y / 3 = kx 4- (k + 3)y 4-7 = 0 se intersecten en un mismo punto. 
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Para que las tres rectas con- 
curran en uh mismo punto 
sus coeficientes deben satis- 
facer la relación (33°). En 
consecuencia: 


2 5 

3 1 

* k + 3 


5 


-12 


= 0 


7 


14 - 60* +15* + 45 - (5* - 24* - 72 +105) = 0 
-45*+ 59-(-19* + 33) = 0 
-26* + 26 = 0 


* = 1 


( Ejercicio 110 


Demostrar en cada caso que /,, / 2 y h son rcctas concurrentes: 


1) /, =2jc + >; + 1 = 0; 

2) /, =2jc-7y-3 = 0; 

3) /, = 4jc + y + 4 = 0; 

4) /, = 4jc + 5y = 0; 


/ 2 = 3jc + ly - 37 = 0; / 3 = jc-y + ll = 0 

/ 2 sjc + y- 6 = 0; / 3 = 3jc -1 ly - 4 = 0 

/ 2 = 5jc + y + 7 = 0; / 3 = 6jc + y + 10 = 0 

/ 2 = jc + y -1 = 0; / 3 s 3 jc + 2 y - 7 = 0 


5) /, =ox + /?y-a 2 +¿? 2 =0; / 2 =¿?jc + úiy = 0; / 3 = 3 />jc - 2ay - 5ab = 0 


Hallar en cada caso el valor que debe tomar para que las rectas /,, / 2 y / 3 
se intersecten en un punto: 

6) /, s x + 2 y -1 = 0; / 2 = jc + 3y = 0; / 3 = fcc + (k - 3)y -7 = 0 

7) /, =jc-j- 1 = 0; / 2 =3jc-4y + 4 = 0; / 3 sAix-2^-3A:-1 = 0 

8) /, s2jc-3y-12 = 0; / 2 =jc + *y + * + l = 0; / 3 = 2jc + 3y = 0 

9) /, =x + fcy + 5 = 0; / 2 = /cx-y-15 = 0; / 3 =2jc + y- 5 = 0 

10) /, = (A: - 1)jc - 3^ + 4 = 0; / 2 = 5jc - (A: + l)y -11 = 0; 

/ 3 =jc + (*-2);y-13 = 0 « 

Familias de rectas 

Se ilama familia o /iciz r/e rcctaj a todas las rectas 
que satisfacen una determinada condición geométrica. 

a) De igual pendiente 

En la Fig. i están representadas tres rectas que sa- 
tisfacen una condición común: todas tienen pendiente 2. 
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Se diferencian por la ordenada en el origen. Toda recta que tenga la misma 
característica, la pendiente 2, tendrá su ecuación de la forma 

y = 2x+ k 

Esta ecuación es, pues, la de la familia o haz de rectas de pendiente 2. 

Y, en general, la ecuación de la familia de rectas de igual pendiente m es 


y = mx + k 


(34°) 


donde k recibe el nombre de parámetro de la familia de rectas. 

En la Fig. 2 están representadas la recta Ax + By + C = 0 y otras tres para- 
lelas a ella. También en este caso las rectas repre- 
sfentadas satisfacen la misma condición: todas tienen 
pendiente -■£. 

Sus ecuaciones, dadas en forma general, 
difieren sólo en el término independiente C. 

La ecuación de cualquier otra recta que satis- 
faga la misma condición, es decir, que sea paralela a 
la recta Ax + By + C = 0, será de la forma 


Ax + By + k = 0 


(35 c ) 



Esta es la ecuación de la familia o haz de rectas paralelas a la recta dada 
Ax + By + C=ti. 


b) Que pasan por un mismo punto 

En la Fig. 3 están representadas cuatro rectas, /,, / 2 , / 3 y / 4 , que satisfacen 
la condición común de pasar todas por el punto 

/>(*,, y,)- 

Estas rectas se diferencian sólo en la 
pendiente, que es distinta para cada una de ellas. 

La ecuación de la familia de rectas que 
pasan por el punto />(j c,, y, ) será, pues, ésta: 

(36 G ) 


La única recta que no está representada por esta ecuación es la que, pasando 
por P, es paralela al eje de ordenadas, dado que su pendiente es tg90° que carece de 
valor numérico. 


y-y\ -*( XJ, *i) 



c) Que pasan por ei punto en el que se intersectan las 
rectas A,jc + B x y + C, = 0 y A,jc + B 2 y + C 2 = 0 

En la Fig. 4 aparecen las rectas / 3 , / 4 y / 5 con la característica común de que 
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pasan por ^(^o^Vq), punto de intersección de las rectas /, = A,.v + Z?,y + C, = 0 y 
/ 2 — AjX + B 2 y + C 2 = 0: 

La ecuación que representa a tudas las rectas 
de esta familia (a excepción de / 2 ) es 

A\X + B,v + C, + k(A 2 x + B 2 y + C 2 ) — oj (37 <J ) 

En efecto, si las rectas /, y / 2 pasan poi el 
punto P(jc 0 ,y 0 ), son ciertas las igualdades 

A,.v () + £,v 0 + C, = 0 (1) 

; ' y A 2 a 0 + B 2 y 0 + C 2 - Ü (2) 

. y, en tal caso, lás coordenadas de P satisfacen también la ecuación (37 <; ): 

A,jf () + Z?, v 0 + C, + k(A 2 x 0 + ZL.Vo + C 2 ) = 0 

Por (1). los trés primeros términos de la expresión anterior se anulan. Por (2). 
sc anulan los trco térrninos üel parenLc; : ., r y i . iv* ».> quc 

ü + k u = u 

igualdad que es cierta cualquiera sea el valor de k. 

Las ecuaciones de familias de rectas pueden ser utilizadas en la resolución de 
problemas de la siguiente forma: 

a) Se plantea la ecuación de la familia de rectas. 

b) Se calcula el valor del parámetro k aplicando la otra condición que da el 
problema. 

Si se observa un poco más detenidamente todo lo anterior no es más que la 
aplicación del Método dc los Coeticieutes lndeiemnnados a la resolución de proble- 
mas de Analítica. 

Eiemplo 89 

Hallar, por el método del parámetro (o de la familia de rectas), la ecuación 
reducida de la recta de pendiente -3 que pasa por AZ(4,3). 

La ecuación de la familia dc 
rcctas de pendiente -3 es. 

(34 <; ): 

Si la recta pasa por el punto 
M . las coordenadas de cste 
deben satisfacer la ecuación, 

En consccuencia: 

de donde 


Sustituyendo en (tf: 


y - 3 a + k (I) 

3 = -3(4) + k 
k = 15 

[~v = - 3 a t 15~j 
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Eiemplo 90 

Hallar, por el método del parámetro, la ecuación general de la recta que pasa 
por M(52) y es paralela a /, = 4jc - 7 y +11 = 0. 


La ecuación dc la familia dc 
rectas paralclas a /, es, por la 
relación (35i'): 


4x-7y + k = 0 


(I) 


Las coordcnadas de M satis- 
faccn csta ecuación: 

4(5)-7(2) + Jfc = 0 
20- 14 + fc = 0 
k — -6 


Sustituyendo en (I): 


4x - 7y - 6 = 0 


/ 


EjemloJl 

Hallar, por el método del parámetro, la ecuación general de la recta que pasa 
por los puntos A(4,3) y B( 7,-2). , 

La ecuación dc la familia de 

rcctas que pasan por A cs. . . 

por la relación (36 c ): y — 3 = k(x — 4) (I) 


Las coordenadas de B satis- 
facen esta ecuación: 


— 2 — 3=*(7 — 4 ) 
* = ~f 


Sustituyendo en (I) y llevan- 

do a la forma general: y — 3 = — -f(jr — 4) 

3y - 9 = —5 jc + 20 


5x + 3y - 29 = 0 


Ejemplq92 

Hallar, por el método del parámetro, la ecuación general de la recta que pasa 
por la intersección de /, = x - y - 7 = 0 y / 2 = 3jc + 2y -1 = 0 y por el punto M( 1,2). 

La ecuación de la familia dc 
rcctas que pasan por la 
intersección dc /, y / 2 es, por 

la relación (37*'): JC - y - 7 + k (3x + 2y - 1) = 0 (I) 


Las coordenadas de M satis- 
facen la ecuación: 


Í-2-7 + ife(31 + 2-2-l) = 0 

lc = ± 

K 3 
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Sustituyendp en (I): JC - y - 7 +j (3 jc + 2y - l) = 0 

3jc - 3y - 21 +1 2jc + 8y - 4 = 0 
1 5jc + 5y 25 = 0 

' 3jc + y - 5 = 0 


Eiemplo 93 

Un punto A(-2,-3) perteneciente a la recta /j = Ix + 2_y + 20 = 0 y otro punto 
#(6,7) perteneciente a la recta / 2 = 3jc - 10y + 52 = 0 forman, con 1 a intersección C 
de las rectas, un triángulo. Hallar la ecuación general de la mediana trazada desde C 
al lado AB. 

La mcdiana cuya ecuación 
buscamos, pasa por la inter- 
sección de las rectas /, y / 2 y 
por el punto mcdio del seg- k 
mento AB. 


La ecuación de la familia dc 
rectas que pasan por la 
intersección de /, y U es: 


7jr + 2v + 20 + /t(3x-10v + 52) = 0 


(I) 


E1 punto medio del segmento 

AR cs: x M = =^ = 2 y M =^f = 2 

M(2,2) 

Las coordenadas de M satis- 

facen la ecuación. Por tanto: 7*2 + 2*2 + 20 + fc(3*2 — 10-2 + 52) = 0 
38 + 38fc = 0 
* = -l 


Sustituyendo en (f), redu- 
ciendo términos y simplifi- 
cando: 


lx + 2y + 20-(3x - 10y + 52) = 0 
4x + 12y-32 = 0 


.v + 3y - 8 = 0 


( Ejercicio 111 

Escribir la ecuación de la familia de rectas... 

1) ... de pendiente 4. 

* 

2) ... paralelas a la recta /, = 2 jc - 5y +11 = 0. 

3) ... de pendiente - 4 • 
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4) ... que pasan por la intersección de las rectas /, =x + 2y-l = 0 y 
' / 2 = 4jc- 7y + 3 = 0. 

5) ... que pasan por P(l y -2). 

Determinar la propiedad común a todas las rectas que componen cada una de 
las familias cuyas ecuaciones se dan a continuación: 

6) y = 9jc + k 

1) y + 9 = k(x - 3) 

8 ) - + - = 1 
5 k 

• 9) 2x - 3y + k(5x + y - 3) = 0 
10) 4jc + 7y + /: = 0 



12) y-kx-1 


Resolver los ejercicios que siguen por el método del parámetro: 

13) Hallar la ecuación general de la recta de pendiente 4 que pasa por Aí(4,-1). 

14) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por /1(5-3) y B(- 2, 7). 

15) Hallar la ecuación general de la recta paralela a /, = 5.v-2y + 7 = 0 y que 
pasa por M(-l,-3). 

16) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por P(2A) y por la 
intersección de las rectas /, = jc + 5y + 1 = 0 y / 2 = 3x - v - 13 = 0. 

17) Hallar la ecuación general de la recta de pendiente 3 que pasa por la 
intersección de las rectas /, s 2x + y - 2 = 0 y / 2 = 5.v + 4 y + 1 = 0. 

18) Hallar la ecuación general de la recta cuya ordenada cn el origen es -3 y 
pasa por N( 1,1). 

19) Hallar la ecuación general de la recta paralela a /, = 7jc-3y + 9 = 0 y que 
pasa por Af(6,2). 

20) Hallar la ecuación general de la recta paralela a /, = 3.v + 4y +1 = 0 y cuya 
distancia al punto /1(2,1) es 3. 

21) Hallar la ecuación general de la recta paralela a /, = Ix- 24y + 100 = 0 y 
cuya distancia al punto Z?(3,l) es 7. 

22) Hallar la ecuación general de la recta perpendicular a /, = 5jc — 2v + 9 = 0 
que pasa por P(-3,7). 

23) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por P(6 y 3) y cuya distancia 
al punto 0(3-1) es 4. 

24) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por P(5.-2) y dista 2 
únidfldes del punto (3,1). 

25) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por la intersección de 
/, = 2jv + y -1 = 0 y / 2 =JC-y-5 = 0y que dista 5 unidades de A/(3,4). 
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26) .Hallar la ecuación general de la recta que pasa por la intersección de 
/, s 2x - 3y - 5 = 0 y / 2 = a + 2y - 13 = 0 sabiendo que su abscisa en el 
origen es eLdoble de su pendiente. 


( Ejerciqio112 

Demostrar analíticamente cada uno de los siguientes teoremas: 

1) Las medianas de un triángulo son concurrentes. 

2) Las mediatrices de los lados de un triángulo son concurrentes. 

3) Las alturas de un triángulo son concurrentes. 

4) E1 baricentro, el ortocentro y el circuncentro de un triángukí son coiineales. 

5) Las bisectrices de los ángulos intemos de un triángulo concurren en un 
punto (llámado incentro) que equidista de los tres lados. 

6) En un triángulo cualquiera la bisectriz de un ángulo interno y las bisectrices 
de los ángulos extemos no adyacentes a él son concurrentes. 

7) Desde un punto cualquiera de la base de un triángulo isósceles se trazan 
perpendiculares a los lados iguales. La suma de las longitudes de esas 
perpendiculares es constante e igual a la longitud de la altura trazada desde 
uno de los vértices de la base. 

8) La bisectriz de cualquier ángulo de un triángulo divide al lado opuesto en 
segmentos proporcionales a los otros dos lados contiguos a los respectivos 
segmentos. 

9) Las bisectrices de los dos ángulos adyacentes formados por dos rectas que 
se intersectan son perpendiculares entre sí. 

10) Las bisectrices de dos ángulos extemos de un triángulo cualquiera forman 
entre sí un ángulo igual a la mitad del tercer ángulo extemo. 

11) La recta que une los puntos medios de los lados paralelos de un trapecio y 
las diagonaies son concurrentes. 

12) En todo triángulo ABC la distancia desde el circuncentro hasta el lado BC 
es dos veces mayor que la distancia del ortocentro al vértice A. 

13) Sean M, N y P respectivamente los puntos de intersección de los lados BC t 
CA y AB de un triángulo cualquiera (o sus prolongaciones) con cierta recta. 
bntonces MC NA • pB - 1. 

14) En el triángulo rectángulo ABC (el vértice del ángulo recto en A) el cateto 
AC es tres veces mayor que el cateto AB. M y N son los puntos de trisección 
del cateto AC. Entonces se cumple que ZAMB + ZANB + ZACB = y. 

15) En un triángulo rectángulo, a y b son los catetos, c es la hipotenusa y h la 
altura trazada desde el vértice del ángulo recto a la hipotenusa. Entonces el 
triángulo cuyos lados son h, h + c y a + b también es rectángulo. 

16) Si entre los lados a, b y c de un triángulo cualquiera existe la dependencia 

2 2 

a = /T + bc, entonces los ángulos ay /?, opuestos, respectivamente, a los 
lados ay b, satisfacen la igualdad a = 2j3. 

17) En todo triángulo la relación entre los radios R y r de las circunferencias 
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18) 


19) 

20 ) 

21 ) 


22 ) 

23) 


24) 


25) 


26) 


27) 


28) 


circunscrita e inscrita y la distancia d entre los centros de estas 
circunferencias es d l = R 2 -2 Rr. B 


A través de un punto interno K cualquiera 
de un triángulo OAtí se trazan las rectas 
MN, PQ y RS , paralelas, respectivamentc, a 

hos lados tíü, OA y Atí. En esas condiciones 
OP fíN as _ i 
Ofí fíA ' AO ~ 1 • 



En todo triángulo rectángulo la suma de los 

catetos es igual a la suma de los diámetros de las circunferencias inscrita y 
circunscrita. 


En todo triángulo rectángulo la bisectriz del ángulo'recto es bisectriz 
también del ángulo que forman la mcdiana y la altura trazadas desde el 
vértice del ángulo recto. 

En cierto trapecio la suma de los ángulos de la base mayor es 4- Entonces 

el segmento que une los puntos medios de las bases es igual a la 
semidiferencia de las mismas 

Las bisectrices de los angulo> ínicuios de un paialelogiaino lorman un 
rectángulo y las diagonales de este rectángulo son iguales a la diferencia de 
dos lados consecutivos del paralelogramo. 

Sobre los lados de un paralelogramo. y hacia afuera, se construyen 
cuadrados. Las intersecciones de las diagonales de cada cuadrado forman a 
su vez un cuadrado. 


Se construye sobre un sisteina de ejes un rectán- 
gulo OAtíC siendo O cl origen y A y C, respectiva- 
mente, puntos pertenecicntes a los ejes de abscisas 
y ordenadas. Sobre la diagonal AC se toma un pun- 
to cualquiera P. El segmento tíP se prolonga en esa 
dirección hasta un punto M tal que tíP = PM. Sean 
Q y R las proyecciones ortogonales dc M sobre los 
ejes coordenados. Entonces P. Q y R son colinea- 
les. 

Por el baricentro G de un triángulo AtíC se traza una recta cualquiera / de 
tal forma que los vértices tí y C quedcn del mismo lado de la recta. 
Entonces d {AI) =d {HI) + d [CI) . 

En un triángulo cualquiera AtíC se trazan las medianas AM y tíN que se 
intersectan en G. Se prolonga la mediana AM hasta un punto P tal que 
MP - GM y la mediana tíN hasta un punto Q tal que NQ - GN Entonces A, 
fí, P yQ son vértices de un paralelogramo. 

En cierto trapecio AtíCD , la base mayor AB es cl doble de la base menor 
CD. Entonces las diagonales del trapecio cortan el segmento que une los 
puntos medios de los lados no paralelos ( mediana del trapecio) en tres 
partes iguales. 

Por el punto medio M del lado Atí de un cuadrilátero cualquiera (ver figura 
en la página siguiente) se traza una paralela a tíC que corta la diagonal AC 
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29) 


30) 


31) 

32) 

33) 

34) 


35) 


36) 


37) 


38) 

39) 


en N. Por N se traza una paralela a AD que 
corta el lado DC en P. Por P se traza una 
paralela a BC que corta la diagonal BD en 
Q. En esas condiciones: 

a) el cuadrilátero ADQM es un trapecio 

b) lOs segmentos MP y QN se bisecan. 

La distancia entre los puntos en los que las 
diagonales de un trapecio cortan la media- 
na (ver N° 27) es igual a la semidiferencia 
de las bases. 



En un trapecio ABCD se prolongan la base AB hasta un punto E tal que 
BE = DC y la base DC hasta un punto F tal que CF = AB\ además, por el 
punto media M del lado AD se traza una paralela / a las bases. Entonces /, 
AF , BC y ED concurren. 

Se prolonga la mediana AM de un triángulo ABC hasta un punto D tal que 
MD = AM. Entonces ABDC es un paralelogramo. 

Sobre la diagonal de un paralelogramo se toman dos puntos equidistantes 
del centro y se unen con los -extremos de la otra diagonal. El cuadrilátero 
que así se obtiene es un paralelogramo. 



Si un paralelogramo está inscrito en otro, los dos tienen el mismo centro. 

Se trazan dos paralelas /, y / 2 que 
cortan un paralelogramo. /, corta los 
lados AB y AD respectivamente en E y 
F. / 2 corta los lados BC y CD res- 
pectivamente en H y G. Si AE = CG, 
entonces EFGH es un paralelogramo. 

En un paralelogramo ABCD se trazan 
desde los vértices A y C las perpendi- 
culares AM y CP a la diagonal BD y desde los vértices B y D las perpendi- 
culares BQ y DN a la diagonal AC. E1 cuadrilátero MNPQ es un paralelo- 
gramo. 

En un cuadrilátero cualquiera, los segmentos que unen los puntos medios 
de los lados opuestos y el que une los puntos medios de las diagonales se 
cortan en un punto que biseca los tres segmentos. (Este punto se llama 
baricentro del cüadrilátero). 

En un triángulo isósceles ABC se toman dos 
puntos D y E , equidistantes de A, respectiva- 
mente sobre los lados AB y CA y desde ellos se 
trazan perpendiculares a la base BC , siendo F y G 
los pies de esas perpendiculares. Entonces el 
triángulo AFG es también isósceles. 

E1 punto medio de la base de un triángulo 
isósceles equidista de los lados. 



Si el baricentro y el ortocentro de un triángulo coinciden, el triángulo es 
equilátero. 
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40) 'ABC y ACD son dos triángulos isósceles con el vértice A y el lado AC 
comunes y M y N los puntos medios, respectivamente, de las bases BC y 
CD. Entonees los segmentos BD y MN son paralelos. 

41) En un triángulo cualquiera ABC se toma arbitrariamente un punto P de la 
bisectriz AM del ángulo A y desde él se trazan las perpendiculares PQ y PR ' 
sobre los lados AB y CA respectivamente. Entonces la biseetriz AM y el 
segmento QR son perpendiculares. 

42) En un triángulo isósceles ABC con vértice A se toma un punto D sobre el 

lado AC y se prolonga el lado AB hasta un punto E de tal forma que 
CD = BE. Entonces el punto P de intersección de BC y DE es el punto 
medio de DE. * 

43) Por un punto P intemo a un triángulo equilátero se trazan paralelas a los 
tres lados. La suma de estas cuerdas es igual al doble del lado. 

44) Si en un trapecio ABCD las bisectrices de los ángulos de la base mayor AB 
se intersectan en un punto E de la base menor, entonces se cumple que 
CD - AD + BC. 

45) Si en un trapecio ABCD las bisectrices de los ángulos de la base menor CD 
se intersectan en un punto FUe Afi, entonces AB = AD + BC. 

46) En un triángulo isósceles la paralela a la base trazada por el vértice biseca 
los ángulos extemos. 

47) Enunciar el recfproco del teorema anterior y demostrarlo. 

48) Por un punto P de la base BC de un triángulo isósceles se traza una 
perpendicular a BC que intersecta a uno de los lados y a la prolongación del 
otro en los puntos Dy E. Entonces AD = AE. 

49) Dados los puntos colineales A t B, C y 
D tales que AB = BC = CD\ el punto 
M, vértice del triángulo equilátero 
BCM , y el punto £, intersección de la 
recta AM y la perpendicular a la recta 
AD en D, se cumple entonces que MD 
y CE son perpendiculares. 

50) En un triángulo ABC se prolonga su 
mediana AM hasta un punto D tal que MD = AM. Entonces las rectas AB y 
CD son paralelas. 

51) En un triángulo isósceles ABC de vértice A, se prolonga BA hasta un punto 
D tal que BA = AD. Entonces el ángulo 
BCD es recto. 

52) En un triángulo isósceles ABC se prolonga 
la base BC hasta un punto D de tal forma 
que AC - CD y se prolonga también el 
segmento DA hasta un punto cualquiera E. 

Entonces, el ángulo BAE es tres veces el 
ángulo CDA. 

53) En un triángulo isósceles ABC se traza una 
perpendicular por B a la base BC que intersecta la prolongación de CA en 
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54 ) 


55) 


56) 

57) 

58) 

59) 

60) 

61) 

62) 


63) 


64) 

65) 


66 ) 


67) 


D. La mediana AM del triángulo ABC es paralela a BD. 

En la base BC del triángulo isósceles ABC se toma un punto P. Sean D y E 
los pies de las perpendiculares trazadas desde P sobre AB y AC> 
respéctivamente. Se prolonga DP hasta un punto F tal que PF = PE. 
Entonces CF es paralela a AB. 

En un triángulo ABC\ el ángulo B es agudo y 
es el doble del ángulo C, AH la altura y /V el 
punto medio de AC. Se prolonga AB hasta D 
de tal forma que BD = BH. Entonces D, H y 
N son colineales. 

En un triángulo ABC se prolonga el lado BA 
hasta E de tal forma que AE = AC. Entonces la bisectriz del ángulo A es 
paralela al segmento CE. 

En un triángulo ABt\AM es mediana y BP y CQ alturas. Entonces 
MP = MQ 

En un triángufr) isósceles el ángulo que forma con la base la altura trazada 
desde uno de íos lados es igual a la mitad del ángulo del vértice. 

Enunciar el recíproco del teofema anterior y demostrarlo. 

Por un punto M de la bisectriz de un ángulo XA Y se traza una paralela al 
lado AX que encuentra al lado A Y en un punto N. En tal caso AN = NM. 

En un triángulo AB(\ rectángulo en A< el ángulo formado por la altura AH y 
1a mediana AM es igual a la diferencia de los ángulos B y C. 

En un triángulo ABC. rectángulo en A, se traza la altura AH. Entonces las 
bisectrices de los ángulos HBA y HAC son perpendiculares. 

En un triángulo ABC\ rectángulo en A, AH es altura y la bisectriz del ángulo 
HAC corta el lado BC en un punto D. En tal caso el triángulo ABD es 
isósceles. 

En un triángulo ABC. rectángulo en A , AH es altura y E y F los puntos 
medios de los catetos. Entonces EH v HF son perpendiculares. 

Por el vértice A de un triángulo rectángulo isósceles se traza una recta / 
externa al triángulo. D y E son las proyecciones de B y C sobre /. En tal 
caso, 

a) el ángulo DAB es igual al ángulo ECA ; 
b )AD=CE: 
c) BD = AE. 

En un sistema de ejes coordenados de origen O , se toman dos puntos A y B 
sobre los ejes de abscisas y ordenadas, respectivamente, a igual distancia 
del origen. Una recta que pasa por A intersecta el eje de ordenadas en el 
punto C. La perpendicular a esta recta y que pasa por B intersecta el eje de 
abscisas en D. Entonces se cumple que OC = OD. 

En un triángulo equilátero ABC. los puntos D, Ey F son cada uno el primer 
punto tle trisección de los lados AB , BC y CA, respectivamente. Entonces 
los lados del triángulo DEF son ordenadamente perpendiculares a los lados 
del triángulo ABC. 
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68 ) 

69) 

70) 


71) 

72) 

73) 


74) 

75) 

76) 

77) 

78) 

79) 

80) 

81) 

82) 


En un triángulo ABC> en el que ZB = 2ZC, se traza por el punto medio M 
del lado AC una paralela a la bisectriz del Z.B. Esta paralela intersecta al 
lado BC en el punto N. En tal caso, el triángulo ANC es rectángulo. 

Los puntos medios de los lados de un triángulo y el pie de una altura 
cualquiera son vértices de un trapecio isósceles. 


Sóbre una recta / se determinan dos segmentos adyacentes AB y BD tales 
que AB = 2BD. A un mismo lado de la recta se construyen los triángulos 
equiláteros ABC y BDE. Sea F el r 

punto en el que la recta CE corta la 
recta / y G el punto de intersección de 
los segmentos AE y BC. En tal caso 

a )AB = BF 

b) E1 triángulo ACF es rectángulo 

c) CG = 2GB 



En el trapecio ABCD , la base mayor AB es el doble de la base menor CD e 
igual al lado BC. Entonces AC - BC. 

La suma de las distancias desde un punto P interno de un triángulo 
equilátero a los tres lados es tgual a la altura del triángulo. 

En un triángulo ABC , rectángulo en A, se traza la altura AH y la mediana 
AM. D y E son las proyecciones del punto H sobre los catetos AB y AC t 
respectivamente. En tal caso el segmento DE es perpendicular a la mediana 
AM. 


En el triángulo oblicuángulo ABC , P es la intersección de la altura AH con 
la bisectriz del ZB y Q otro punto sobre la bisectriz de ZB tal que AP = 
AQ. En tal caso el triángulo APQ es rectángulo. 

Sea la mediana AM de un triángulo ABC rectángulo en A: las bisectrices de 
los ángulos AMC y AMB son paralelas cada una a un cateto. 

En un triángulo ABC , rectángulo en A, AD es bisectriz. La perpendicular a 
BC en D corta el lado AC en F. Entonces BD = DF. 


La distancia del punto medio M de un segmento AB a una recta /, que no 
corta el segmento, es igual a la media aritmética de las distancias de A y B a 
dicha recta. 


La suma de las distancias de los vértices de un paralelogramo a una recta 
externa a él es el cuádruplo de la distancia de esa recta al centro del 
paralelogramo. 

La suma de las distancias de los vértices de un triángulo a una recta extema 
a él es igual a la suma de las distancias de los puntos medios de los lados 
del triángulo a esa recta. 

Por el vértice A de un paralelogramo ABCD se traza una recta / que no corta 
el paralelogramo. La distancia, entonces, de C a la recta es igual a la suma 
de las distancias de B y D a esa recta. 

Lá suma de las distancias de los vértices de un triángulo a una recta extema 
a él es igual al triplo de la distancia del baricentro del triángulo a esa recta. 

En un triángulo rectángulo, la mediana que incide sobre la hipotenusa es 
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igual a la mitad de ésta. 

83) Enunciar el recíproco dei teorema anterior y demostrarlo. 

84) La mediana divide a un triángulo en dos triángulos de área equivalente. 

85) Enunciar el recíproco del teorema anterior y demostrarlo. 

86) En-lodo cuadrilátero inscrito en una circunferencia, los ángulos opuestos 
son suplementarios. 

87) Teorema recíproco: si en un cuadrilátero los ángulos opuestos son 
suplementarios, el cuadrilátero puede ser inscrito en una circunferencia. 

88) En un cuadrilátero inscrito, el producto de las diagonales es igual a la suma 
de los productos de los lados opuestos. (Teorema de Tolomeo^. 

89) En todo cuadrilátero circunscrito a un circunferencia, la suma de dos lados 
opuestos es igual a la suma de los otros dos. 

90) Teorema recíproco: si ia suma de dos lados opuestos de un cuadrilátero es 
igual a la suma de los otros dos, el cuadrilátero es circunscribible. 

( Ejercicio 113 

•> 

Ejercicios de recapitulación 

1) Hallar las coordenadas del punto que equidista de los puntos A(-3,0); 
£(-1,-2) y C(7,0). 

2) Demostrar de cuatro formas diferentes que los puntos AT(—4,4); L(-2,3) y 
M(6,-1) son colineales. 

3) Determinar los vértices de un triángulo sabiendo que los puntos medios de 
sus lados son D( 3,5); £(2,4-) y £(”3,4) 

4) La pendiente de una recta que pasa por A(3,2) es igual a ■ Determinar las 
coordenadas de dos puntos de esa recta que estén a una distancia de 5 
unidades del punto A. 

5) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano cuya 
relación de distancias a la recta y - 4 = 0 y al punto (3,2) es igual a 1. 

6) Hallar la ecuación del lugar geométrico de un punto P que se mueve de tal 
forma que la pendiente dci segmento que forma con A(2,4) es siempre una 
unidad mayor que la pendiente del segmento que forma con £(5,-3). 

7) Hallar la ecuación del lugar geométrico de del punto medio de un segmento 
de 12 unidades de iongitud cuyos extremos se despiazan constantemente 
sobre los ejes coordenados. 

8) Un punto se mueve de tai forma que el producto de la pendiente del 
segmento que forma con A(- 2,3) y la del segmento que forma con £(3,1) es. 
siempre igual a -1. Determinar la ecuación de su lugar geométrico. 

9) Hallar el valor de k. en la ecuación 2jc + 3y + k = 0 para que dicha recta 

forme con los ejes coordenados un triángulo de área 27. 

* 

10) Hallar la ecuación general de la recta cuyos puntos equidistan de las rectas 
3 jc h- 4>’ — 1 = 0 y 12x-5y + 3 = 0. 
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11) , Determinar las coordenadas de los dos puntos de la recta / = 2 jc + y - 1 = 0 

que distan dos unidades de la recta /j = 3 jc - 4y + 3 = 0. 

12) Determinar el valor de k para que las rectas l { =x-ky + 3k = 0 y 
/ 2 =(k-l)x-y-l = 0 sean perpendiculares y determinar las coordenadas 
del punto en el que se intersectan. 

13) Determinar el valor de k para que los puntos A(5,A:); £(1,3) y C(7,l) sean 
los vértices de un triángulo isósceles de base £C. 

14) Dados ios puntos A(3,l); £(3,4) y ¿>(9,3) determinar sobre la recta paralela 

a AD que pasa por £ un punto C tal que la suma de los cuadrados de los 
lados del trapecio ABCD sea igual a 140. , 

15) Dado el triángulo de vértices A(2,l); £(6,4) y C(-4,9), determinar las 
coordenadas del punto en el que la bisectriz del ángulo A corta el lado £C. 

16) Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A (-2,-2) y £(1,3). 
Determinar las coordenadas de los otros dos vértices sabiendo que las 
diagonales se cortan en A/(3,-|). 

17) Una recta determina sobi;e los ejes coordenados segmentos de igual 
longitud. Hallar su ecuación general sabiendo que pasa por £(5,-1). 

18) E1 punto medio del segmento que los ejes coordenados determinan sobre 
una recta es Af(3,5). Hallar la ecuación general de esa recta. 

19) Un rayo de luz tiene por ecuación l = x + 4y-6 = 0. A1 llegar al eje de 
abscisas se refleja en él. Hallar las coordenadas del punto de contacto del 
rayo con el eje y la ecuación del rayo reflejado. 

20) Determinar las ecuaciones de las rectas perpendiculares a la recta 
/ = 5 jc~ 3>’+15 = 0 en los puntos en los que ésta corta los ejes 
coordenados. 

21) La ecuación de la hipotenusa de un triángulo rectángulo isósceles es 
3 jc-> + 5 = 0 yel vértice del ángulo recto es el punto (4,-1). Determinar 
las ecuaciones de los catetos. 

22) Hallar la ecuación general de la recta que divide el segmento de extremos 
A( 6,7) y £(10,-5) en dos partes que están en la relación 1:3 y es 
perpendicular a otra recta que determina sobre los ejes de abscisas y 
ordenadas segmentos, respectivamente, de 4 y 8 unidades. 

23) Se dan dos segmentos: uno de extremos A(3,l) y £(6,10) y otro de extremos 
C(0,6) y D(10,l). Determinar para cada segmento la razón en la que el 
punto de intersección los divide. 

24) Un rayo de luz que pasa por el punto A(9,4) incide sobre el eje de abscisas y 
se refleja pasando por £(0,2). Determinar el ángulo que forma el rayo de 
luz con el eje de abscisas. 

25) l\ = jc - 3> - 4 = 0 y / 2 = 6jc - > +10 = 0 son las ecuaciones de dos lados 
adyaeentes de un paralelogramo cuyas diagonales se cortan en el punto 
A/(3,|). Hallar las ecuaciones de los otros dos lados. 
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26) Un punto que se desplaza en forma rectilínea pasa por los puntos A(~2A) y 
5(6,-1). En el trayecto corta el eje de abscisas. ¿Cuáles son las coordenadas 
del punto de intersección? 

27) Dos rectas que pasan por el origen de coordenadas forman entre sí un 
án^ulo 0 = 45°. La relación entre sus pendientes es 6:1. Hallar las 
ecuaciones de ambas rectas. 

28) Dado el triángulo de vértices A(-2¿); B{ 4,6) y C(6,-2), hallar la ecuación 
de la recta que pasa por A y es paralela a la mediana trazada desde B. 

29) En el triángulo del ejercicio anterior, hallar la ecuación de la recta que pasa 
por B y es perpendicular a la mediana trazada desde C. 

• 30) Los puntos A(-4,l) y C(6,9) son dos vértices opuestos de un rombo. Hallar 
las ecuaciones de las diagonales del rombo. 

. 31) Las ecuaciones de los lados de un triángulo de vértices A, B y C son: 
AB = 5jc- 2y-27 = 0; BC = 2x + 3y-l = 0 y CA = 3x-5y-\ = 0. De- 
terminar la ecuación de la altura trazada sobre el lado BC. 

32) Determinar la ecuación de la mediatriz del lado BC del ejercicio anterior. 

33) Las diagonales de un rombo se intersectan en el punto (1,3). La ecuación de 
una de ellas es x-y + 2 = 0 y la de uno de los lados es x + 5y — 4 = Q. 
Determinar las coordenadas de los cuatro vértices del rombo. 

34) Dado el triángulo de vértices A(-2,9); B(- 4,5) y C(6,3) determinar las 
coordenadas del punto de intersección de la paralela a AB trazada por C y la 
perpendicular a AB trazada por A. 

35) Hallar el área del paralelogramo que forman las rectas cuyas ecuaciones 

son: /, = 5jc + 3y-26 = 0; / 2 = 3x-y + 4 = 0; / 3 s5jc + 3v + 2 = 0 y 

/ 4 =3jc-.v-10 = 0. 

36) Hallar el área del rombo que forman las rectas /, = 5x - 2y +1 = 0; 
/ 2 =2A -5y-8 = 0; / 3 = 5 jc- 2y-20 = 0 y / 4 s2jc-5y + 13 = 0. 

37) Dos de los vértices del rombo ABCD son A(6,l) y C(l,6). La ecuación del 
lado CD es 6jc-y = 0. Determinar las coordenadas de los otros dos 
vértices. 

38) Un rayo de luz parte dei punto A(-l,3), se refleja en el eje de abscisas y 
llega al punto. B( 5,6). Hallar las ecuaciones de los rayos incidente y 
reflejado. 

39) Un rayo de luz parte del punto A(2,5), se refleja en el eje de ordenadas y 
llega al punto 5(8,0). Hallar las ecuaciones de los rayos incidente y 
reflejado, el punto de incidencia.de! rayo sobre el eje de ordenadas y el 
recorrido total del rayo de luz. 

40) Un rayo de luz parte del punto A(l,9), se refleja sobre la bisectriz del 
primer cuadrante y liega al punto 5(0,4). Hallar las ecuaciones de los rayos 
incidepte y reflejado. 

41) Un rayo de luz parte del punto A(-l,3), se refleja sobre la recta 
l = x-3y = 0 y llega al punto 5(7,9). Hallar las ecuaciones de los rayos 
incidente y reflejado. 
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42) Las pendientes de dos rectas son iguales a 2 y -3. Determinar las 
pendientes de las dos bisectrices de los ángulos formados por esas rectas. 

43) Un punto A dista 5 unidades del origen y la pendiente de la recta que lo une 

al punto B( 9,2) es . Determinar las coordenadas de A. 

44) La^base de un triángulo isósceles es el segmento que une los puntos 

y C(-2,-4) y su vértice se encuentra sobre el eje de ordenadas. Determinar 
las ecuaciones de los tres lados. 

45) Hallar la proyección del punto M( 1.3) sobre la recta / = x - 3y - 2 = 0. 

46) Un punto equidista de los puntos A(- 3.-2) y #(4,1) y la pendiente de la 
recta que lo une con P(4A) es 4. Determinar sus coordenada^. 

47) Se sabe que en las escalas de temperatura, cero grados centígrados corres- 
ponden a 32 grados Fahrenheit y 100 grados centígrados corresponden a 
212 grados Fahrenheit. 

a-. Hallar la ecuación de la recta que relaciona cstas dos escalas. 

b-. ¿Cuántos grados Fahrenheit cotresponden a 45° centígrados? 

c-. ¿Cuántos grados centígrados conesponden a 90°F? 

■> 

d-. ¿A qué teniperatura se igualan las lecturas de ambas escalas? 

48) Entre alargamiento y Fuerza (en los resortes) existe una función lineal 
llamada Ley de Hooke. Complete los números que faltan en la tabla: 


Alargamiento (cm) 

15 

22 

25 

? 

Fuerza (Newt) 

225 

330 

7 

500 


49) Los puntos 4(4.9) y ('( U) son dos vértices opuestos de un rombo. 
Detemiinar el área del rombo si sus lados miden 5 vl0 . 

50) Dados los puntos P(2,2) y R( 5,-2), hallar en el eje de abscisas un punto Q 
tal que el ángulo ZPQR sea recto. 

51) E1 baricentro G de un trtángnlo está sttuado en el eje de abscisas; dos de los 
vértices del triángulo son Ail 3) v B( s.p. el tercer vértice C está en el eje 
de ordenadas Determinar las coordenadas de G y C. 

52) La base de un triángulo isósceles es el segmento de extremos A(-l,6) y 
£(-7.-6). Su vértice C está sobre la recta / = x - 4y - 14 = 0. Determinar el 
área del triángulo. 

53) Un teniente coloca a sus soldadns en una disposición rectangular de filas y 
columnas. La separación entre filas y entre columnas es de un metro. E1 
soldado Pérez está de 3°, si se comienza a contar desde el frente; de 6°, si se 
cuenta desde la izquierda y de 15° si se cuenta desde la derecha. E1 soldado 
Gómez es el 3°, si se cuenta desde el fondo. y el 3° si se cuenta desde la 
derecha. Si los soldados Pérez y Gómez se encuentran a 13 metros de 
distancia, ¿cuántos son los soldados en total? 

54) E1 reloj descotnpuesto de un campanario marca las 8:09 cuando son en 
realidad las 7:47 y marca las 8:32 cuando son las 7:59. ¿Qué hora marcará a 
las 8:35? ¿Qué hora será cuando marque las 11:59? 

55) M(-l,3); M3.6); P(6,2) y Q( 2.-1) son, respectivamente, el primer punto de 
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CONICAS 


Una ecuación de primer grado con dos variables de la forma Ax + By + C = 0 
es la ecuación del lugar geométrico de los puntos de una recta del plano. 

Una ecuación de segundo grado de la forma 
Ax 2 + By 2 +Cx + Dy + Exy + F = 0 

corresponde, dependiendo de ciertas condiciones, a la ecuación del lugar geométrico 
de una Circunferencia, una Elipse, una Hipérbola o una Parábola (siempre en el 
plano). 

Una recta móvil G que corta a una recta fíja / en un punto O, formando con 
ella un ángulo agudo a, engendra una 
superfície en el espacio tridimensional. 

Esta superficie recibe el nombre de cono 
circular recto; la recta G es la 
generatriz del cono; la recta / es el eje 
del cono y el punto O es su vértice. Las 
dos porciones del cono, separadas por el 
vértice, se llaman hojas del cono. 



Secciones cónicas 


La circunferencia, la elipse, la hipérboia y la parábola antes nombradas 
reciben el nombre genérico de cónicas pues provienen de la intersección de un plano 
con un cono circular recto. 


1) Si un plano intersecta una de las hojas 
de! cono y el eje de éste es perpendicular 
al plano, se obtiene una circunferencia 
(Fig. 1) 
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2) Si el plano forma con el eje un ángulo 
distinto de 90° y corta todas las directri- 
ces de una de las hojas del cono, la figu- 
ra que se obtiene es una elipse (Fig.2). 




3) Si el plano es paraleio a la generatriz 
del cono, se obtiene una parábola 
(Fig. 3). 




Fig. 4 


4) Por último. si el plano corta ambas 
hojas del cono se obtienen las dos ramas 
de una hipérbola (Fig. 4) 


Si el plano intersecta el cono pasando por el vértice de éste, las cónicas dege- 
neran en un punto, una recta o un pai de rectas que se cruzan. 

E1 estudiar las curvas de segundo grado como resultado de la sección de un 
cono circular recto por un plano se remonta a la antigüedad. En el siglo III a. C. 
Apolonio hizo un estudio de las cónicas, siendo este estudio uno se los aportes más 
notables de la Geometría griega. 

Unos 20 siglos después, Gaiileo Galilei, estudiando la trayectoria de un 
proyectil lanzado horizontalmente desde lo alto de una torre, advirtió que dicha 
trayectoria era parabólica. 

En 1600 Johannes Kepler descubre que los planetas se mueven en trayecto- 
rias elípticas y más tarde Isaac Newton demuestra que estas trayectorias no son 
posibles de no ser cierta la Ley de la Gravitación Universal. 

Sin embargo, sólo desde 1637, con la aplicación del álgebra a la geometría 

por parte de René Descartes. el estudio de las secciones cónicas se convirtió en 

parte de la matemática. 

* 

Las cónicas son curvas presentes en fenómenos naturales y utilizadas por el 
hombre en múltiples aplicaciones: 


450 CONICAS 














No sólo los planetas, sino los satélites y muchos cometas tienen órbitas 
elípticas. 

Los engranajes elípticos, con centros de 
rotación en los focos, actúan de tal forma que, si 
uno de ellos gira con velocidad constante, hace 
que el otro gire con una velocidad de rotación 
que varía en forma periódica. En algunos jugue- 
tes se obtienen graciosos movimientos con la 
utiiización de estos engranajes. 

En muchas ciudades existen edificaciones 
que poseen algún salón en forma elíptica y aprovechan como curiosidad para los 
visitantes, la propiedad de que todo lo que dice, aunque sea en voz muy baja, un 
piersona situada en uno de los focos, se escucha perfectamente desde el otro foco. 

• Existen también muchos puentes con arcos elípticos. 

Pasando a la hipérbola, algunos cometas no periódicos siguen, al llegar a la 
cercanía del sol y al entrar en su campo gravitatorio, la trayectoria de una de las 
ramas de una hipérbola. 

Muchas edificaciones adopt^n la hipérbola en sus líneas arquitectónicas: 
toiTes en forma de hiperboloide de una hoja, edificios en forma de paraboloide 
hiperbólico, etc. 

La trayectoria de una partícula alfa en el campo eléctrico producido por el 
núcleo de un átomo es una hipérbola. 

La gráfica de la ecuación de presión-volumen de un gas a una temperatura 
constante, es una hipérbola. 

E1 sistema Loran de navegación es una aplicación inmediata de las 
propiedades de la hipérbola. 

Considerando, por último, la parábola, su presencia en el mundo físico es 
muy frecuente: la parábola se utiliza en el diseño de espejos parabólicos de teles- 
copios, de radiotelescopios, de reflectores y faros (como los de los automóviles, 
aviones y trenes), de hornos solares, de equipos de radar, de microscopios de campo 
oscuro, etc. 

La trayectoria de un proyectil sometido a Ia fuerza de la gravedad, si se 
desprecia la resistencia del aire, es una parábola. 

En el diseño de puentes se utiliza frecuentemente la parábola sea en arcos 
parabólicos como en cables de suspensión de puentes colgantes (si el peso del 
puente está uniformemente distribuido). 

Estudio de las cónicas 

Circunferencia, elipse, hipérbola y parábola, hemos visto, fueron estudiadas 
desde la antigüedad como secciones cónicas. Sin embargo, sus propiedades permiten 
estudiarlas también analíticamente y cada una de ellas puede ser definida de acuerdo 
con sus própias caracteristicas. 

Redefiniremos, pues, cada una de ellas y haremos su estudio desde el punto 
de vista analítico, como lugares geométricos. 
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Nota: En -el estudio de las cónicas nos limitaremos exclusivamente a las que tienen j 
ejes paralelos a los ejes coordenados. 


LA CIRCUNFERENCIA 


Definición 


Es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo 
llamado Centro. 


Si tomamos el punto C(;c 0 ,y 0 ) como centro y 
llamamos R (Radio) a la distancia a la que se hayan 
los púntos de la circunferencia, como cada uno de 
ellos debe estar a una distancia R del centro, la 
ecuación del lugar geométrico será: 

d(c,p) = ^ 

Calculando la distancia: 

J(x-Jc 0 ) 2 +(y->> 0 ) 2 =? R 
Elevando al cuadrado: 

( j :- JC 0 ) 2 +( y->- 0 ) 2 = /? 2 



Esta ecuación recibe el nombre de Ecuación Canónica de la circunferencia. 

Si desarrollamos la ecuación canónica de la circunferencia, eliminamos (de 
haberlos) denominadores y reducimos términos semejantes obtendremos una 
ecuación de la forma 


Ax 2 + Ay 2 + Bx + Cy + D = 0 


(39 G ) 


que llamaremos Ecuación General de la circunferencia. 

Característica de la ecuación general de toda circunferencia es que los 
términos que contienen x 2 y y 2 tienen igual coeficiente. 

Eiemplo 1 

Hallar la ecuación general de la circunferencia que tiene radio 5 y centro en 

C (- 8 , 4 ). 

Utilizando la ecuación canó- , nX 2 / .\2 

nica (38°): (* + 8 ) +(>--4) =5 

Desarrollando: j : 2 + 1 ÓJC + 64 + >- 2 - 8 >- + 16 = 25 

Reduciendo términQS seme- 
jantes y ordenando: 


jt 2 + y 2 + 16jc - 8>- + 55 = 0 
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Ejemplo 2 


Já. 




Hallar la ecuación general de la circunferencia qde tiene radio 2^¡3 y centro 

en C (í’~6)- 

2 / ,\2 /_ rr \2 


Utilizando la ecuación canó- 
nica (38 f; ): 


( X “?) + (^ + 6 ) ~( 2 ^' 3 ) 


Desarrollando: 

2 X 1 2 y 1 

x -+ — + y+i + — = 12 

2 16 3 36 

- ‘ V 

Multiplicando por 144 para 
eliminar denominadores: 

144jc 2 - 12x + 9 +144y 2 + 48y + 4 = 1728 

Reduciendo términos seme- 
'jantes y ordenando: 

144* 2 + 144y 2 - 12x + 48y -1715 = 0 


( Ejercicio 114 



En los siguientes ejercicios se dan las coordenadas del centro y la longitud 
del radio de algunas circunferencias. Hallar en cada caso la ecuación general. 

1) C(3,2) 

R = V 7 


2) C(5,-l) 

a' 

II 

QC 

1 . 

3) C(-2,0) 

&> c (í>i) 

R ~ 2 ^ ' £y-¿ ¿i '1 \%. 

R = 2V2 

5) C(-i,i) 

R = 3 

4 ; ^ 

@ c (0,-i) 

= -C 

V2 

rT i_5 

^7pc(-V3,V2) 

fl = V5 


Obtención de la ecuación canónica a partir de la 
ecuación general: Método de completación de cuadrados 


Una de las formas para determinar el centro y el radio de una circunferencia 
de ecuación general conocida es llevar la ecuación a la forma canónica mediante el 
método de completación de cuadrados. 

Explicamos el método a través de un ejemplo concreto: 


Eiemplo 3 

Dada la circunferencia x 2 -I- y 2 - 6x + lOy + 27 = 0 determinar centro y radio 
llevando la ecuación a la forma canónica. Representar gráficamente la circunferen- 
cia. 
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1-. Agrupamos los términos 
que contienen x y los que 



contienen y y pasamos el 
término lndependiente~ al 
miembro de la dérecha: 

x 2 - 6x 

) + (>- 2 +10y ) = -27 

2-. Para que el primer 
paréntesis sea un cuadrado 
de la forma (x+h) 2 , el doble 
producto de x por h debe ser 
igual a -6x: 


2hx = -6x 

De donde: 


% 

II 

-s: 

Tomamos esta cantidad y, 
clevada al cuadrado, la su- 
mamos a los términos de! 
primer paréntesis: 

^it 2 - 6 jc + 9)+(y 2 +10>’ ) = —27 

En forma análoga, para que 
el segundo paréntesis sea un 
cuadrado de la forma (y+k) 2 . 



el doble producto de v por k 
debe ser igual a 10v: 


0 

II 

£ 

<N 

De donde: 


II 

Sumamos el cuadrado de 
esta cantidad a los términos 
del segundo paréntesis: 

(jc 2 - 6x + 9) + (/ +10^ + 25) = -27 

Como hemos añadido canti- 
dades en el miembro de la 
izquierda, debemos sumarlas 
también en el de la derecha 
para no alterar la ecuación: 

(jc 2 - 6x + 

9)+ (y 2 + lOy + 25) =-27 + 9 + 25 

Factorizando los paréntesis y 
reduciendo términos, obtene- 
mos ia ecuación en forma 
canónica: 

(ac - 3) 2 + 

(y +s) 2 = 7 

Él centro y el radio de la 



circunferencia se pueden 
determinar por simple ins- 
pección: 

C(3, -5) 


de donde: 

* 

R 2 = 7 

/? = V7 


Hallamos el valor aproxima- 
do para hacer el gráfico: * 

R =2,65 
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Conociendo esos datos, la 
representación gráfica es 
inmediata: 



Eiemplo 4 


Determinar centro y radio llevando a la forma canónica la ecuación de la 
circunferencia x 2 +y 2 - 22 y + 1 = 0. 


Agrupamos los términos de 
cada variable: 


E1 primer término ya es un 
cuadrado perfecto. Para que 
el segundo sea un cuadrado 
de la forma ( y+k ) 2 , debe 
cumplirse que: 


x 2 + (y 2 ~ ? 2 y ) = -l 


2ky=-22y 
k = -11 
Jfe 2 = 121 

x 2 +(y 2 - 22y + 12l) =-1 + 121 
La ecuación canónica es: jc“ + (y — 1 1 = 120 


de donde 

y 

Sumando a ambos miembros 


Determinamos centro y 
radio: 


C(0,11) 


/? 2 =120 


R = 2V30 


Eiemplo 5- 

Llevar a la forma canónica la ecuación x 2 + y 2 - x+ 3y+ 2 = 0 y determinar 
centro y radio de la circunferencia. 

Agrupando por variables: (^ 2 - jc ) + (y 1 + 3y ) = “2 
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Calculamos las cantidades 

para completar los cuadrados 2hx = —X 2ky = 'iy 



Sumamos a ambos rmem 
bros: 

Factorizando: 


(* 2 -* + i) + ()' 2 +3y + f) = -2 + ¿ + f 

(*_l) 2 + ( y + l) 2 = i 


Determinamos C y R: 



/ 



ÉjemglgJ» 

Llevar a la forma canónica la ecuación 36jc -f 36y - 24 jc + 36y - 3 11 = 0 y 
determinar centro y radio de la circunferencia. 

Agrupando por variables: h 6x 2 -24x ) + (36v 2 + 36y ) = 311 


En et caso de que A en la 
ecuación general sea distinta 
de ia unidad, es preferibie 
sacar factor común A en 
cada grupo antcs de compic- 
tar cuadrados: 



)+36(y 2 +y ) = 311 



2ky = y 



Sumando a ambos miem- 
bros: 


36(jc 2 - f ^ + i) + 36(y 2 + y + ^) = 311 + 36 ^ + 36 ^ 


Nótese que las fracciones 
que sumamos a ios términos 
de cada paréntesis del miem- 
bro de la izquierda quedan 
afectadas por el factor que 
multipiica el paréntesis. Por 
eso, al hacer la compcnsa- 
ción en el micmbro de la 
derecha, hay que rtiultiplicar 
las fracciones por ese factor. 
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Factorizaíido: 


3ó(jc - y) 2 + 3ó(y + -j) 2 = 324 


Dividicndo por 36, la ecua- 
ción queda en forma canóni- 
ca: 





Determinamos C y R: 



R = 3 


( Ejercicio 115 

t 

En cada uno de los siguientes ejercicios se da la ecuación general de una 
circunferencia. Determinar el centro y el radio de cada una de ellas llevando previa- 
mente la ecuación a la forma canónica por el método de completación de cuadrados. 
Representar gráficamente las circunferencias de los ejercicios pares. 


1) x 2 +y 2 — 2x — 4y - 4 = 0 

2) x 2 +y 2 -4x — 6y —12 = 0' 

3) x 2 +y 2 -10y = 0 

4) x 2 +y + 4x-5 = 0 

5) x 2 +y 2 + 2x-6y-& = 0 


© 

© 


x 2 + y 2 — 6x + 8y + 5 = 0 
x 2 +y 2 -2^5x + 2Sy = 0 
x 2 +y 2 +4x-2^y + 3 = 0 


9) x 2 +y 2 - 2^1 x -6 = 0 
10) 4x 2 +4y 2 -4x + &y-59 = 0 


& 


r lí)) 2x 2 +2.y 2 -6x + 2>--13 = 0 


12) 4x 2 + 4y 2 +4x-24>-35 = 0 

13) 9x 2 +9y 2 -6x + \2y-16 = 0 

14) 4x 2 +4y 2 +4x-20y + Yl = 0 
(J) 3x 2 + 3y 2 + 2^2x - 2^1y - 9 = 0 
16) Ax 2 + Ay 2 + Bx + Cy + D = 0 


EjemRkt 1 

Hallar la ecuación general de la circunferencia que tiene su centro en C(-2,5) 
y pasa por el punto P(3,-4). 

Para hallar la ecuación de 
una circunferencia necesita- 
mos conocer las coordenadas 
de su centro y la longitud de 
su radio. 

Dado que el radio. único 
elemento que nos falta, es 
igual a la distancia del ccntro 
a un punto cualquiera dc la 
circunferencia, tenemos: 


= V(3 + 2) 2 +(-4-5) 2 

= VÍ06 


R = d, 


( c.p) 
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La ecuación canónica es, 
utilizando (38°): 


(•f + 2) 2 +(y-5) 2 =(VÍOó) 2 


que, desarrollada. nos da la 
ecuación general: 


x 2 + y 2 +4x-l0y-n = 0 


( Ejercicio 116 


En cada uno de los siguientes ejercicios se da el centro C de una circunfe- 
rencia y un punto P de ella. Determinar en cada caso la ecuación general de la 
circunferencia. 


nj C{ 2,1); 
C(-2,-l); 

3) C(0,4); 

4) C(5,3); 

5) C(i,i); 


P(7,-3) 
P( 6,5) 
r( 4.5) 
P(-3A) 


Ejmnk. 8. 

Hallar la ecuación general de la circunferencia sabiendo que el segmento de 
extremos A(9,-2) y B( 3,7) es un diámetro de ella. 

Para hailar la ecuación de la 
circunferencia necesitamos 
conocer centro y radio. E1 
centro es el punto medio del 
diámetro: 

cf 6 -!) 

El radio es igual a la distan- 
cia del ccntro a cualquiera dc 
los extremos A y B del 
diámetro o también la mitad 

de la longitud del diámelro: R = d^ c A ) = d^ c j d^ A B) 

Utilizando los dos primeros 
miembros de la cuádruple 
igualdad: 

R ~ “(CA) 

= ((? 9-6) 2 +(-2-f) 2 

_ 3VT3 
“ 2 


Construimos lá ecuación ca- 
nónica: 
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DesarroHando: 


jt z -12jt + 36 + /-5y+f = -íf 


Reduciendo términos: _ 


jt 2 +y 2 -12jt-5y + 13 = 0 


v 


0 


( Ejerclcio 117 


En cada uno de los siguientes casos se dan los extremos A y B del diámetro 
de una circunferencia. Hallar la ecuación general de la circunferencia. 


¿ A(4,7); 

B(~ 2-1) 

6) /4(-2,5); 

B(5,-4) 

AH.6); 

B( 2,2) 

7) /1(4,-3); 

' B( 7,4) 

3) A(-3,6); 

B(-l-2) 

8) /4(-2, -4); 

B( 4,3) 

4) A(- 3,3); 

B(l,6) 

9) /4(f2), 

B(5,-f) 

5) /4(5,4); 

B(~ 2,1) 

10) /4(-2,|); 

Ml-- 3 ) 


| Nota: A partir de los siguientes ejercicios, se hará uso de los principales teoremas j 
relativos a las circunferencias y de sus propiedades. Un elenco de algunos de • 
estos teoremas y propiedades, que se dan por conocidos, puede encontrarse '¡ 
al final del libro en el Apéndice I. 


Eieauds. 9 

Hallar la ecuación general de la circunferencia que pasa por los puntos 
K(- 2,5); K5.6) y AÍ(2,-3). 

Rcsolvcremos el problema 
de tres formas distintas: 

PRIMERA FORMA 


Hallar la ecuación de la 
circunferencia que pasa por 
tres puntos es equivalente a 
hallar la ecuación de la cir- 
cunferencia circunscrita al 
triángulo cuyos vértices son 
esos tres puntos. Y, como el 
circuncentro es el punto de 
intersección de la mediatri- 
ces, seguiremos el siguiente 
plan: 

a) Hallaremos las ecuaciones 
de las mediatrices de KL y 
LM. 

b) Hallaremos su intersec- 
ción C (Circuncentro). 

c) Calculafemos el radio ha- 
llando la distancia desde C a 
cualquiera de los tres puntos 
dados. 
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a) Ecuación de / ^ (mediatriz 
de KL)\ 

La mediatriz /, pasa por el. 


punto medio P del scgmeñto 
KL. Las coorderiadas de P 

son: 

Kb‘i) 

Pendientc de KL: 

_ 6-5 _ 1 
m (K.L) ~ 5+2 ~ 7 

Como /, es perpendicular a 

KL su pendiente será: 

m, = -7 / 

Co’nstruimos la ecuación de 
/, utilizando (9 í; ): 

I 

II 

i 

Reduciendo a la forma gene- 
ral: 

/, = 7jc-hy —16 = 0 

En forma análoga hallare- 
mos la ecuación de / 2 (me- 
diatriz de LM) que pasa por 

Q (punto medio de LM ). 

> 

0(1 1) 

Coordcnadas de Q: 

2 *2 ) 

Pendiente de LM: 

_ -3-6 _q 

m (L.M ) ~ 2-5 “ J 

Pendiente de / 2 : 

_ 1 
m 2~~3 

Ecuación de / 2 : 

v: 

1 

II 

1 

w|— 

i 

tsj|-0 

En forma general: 

/ 2 s x + 3_y — 8 = 0 

b) Para hallar la intersección 
de las mediatriccs /, y / 2 
formamos un sistema con 
sus ecuaciones: 

J7jc + >- 16 = 0 
[x + 3y-8 = 0 

La solución del sistema es: 

x=2 y=2 

Las coordenadas del centro 

son cntonces: 

C( 2,2) 

c) Calculamos el radio: 

R = d {CX) = J(-2-2f+(5-2f =5 

Construimos la ecuación de 
la circunferencia: 

* 

(■* ~2) 2 +(y- 2) 2 = 5 2 

Llevada a fonna general: 

x 2 +y 2 -4x-4y-l7 = 0 
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SEGUNDA FORMA 


La ecuación de la circunfe- 
rencia buscada es: 


x 2 + y 2 + Ax + By + C = 0 


Dado que los puntos K, L y 
M perteneSen a la circunfe- 
rencia, sus coordenadas de- 
ben satisfacer la ecuación de 
la misma. Sustituyendo las 
variables por Ias coordena- 
das de K : 


(-2) 2 + 5 2 + A(-2) + S(5) + C = 0 


-2A + 5B + C = -29 ' (I) 


Sustituyendo por las coorde- 
nadas de L\ 


5 2 +6 2 +A(5) + B(6) + C = 0 


5A + 6B + C = -6\ 


(II) 


Sustituyendo, por último por 
las de M\ 


2 2 + (-3) 2 + A(2) + B(- 3) + C = 0 

•> 


2A-5B + C = -13 



Para hallar los valores de A, 
B y C, formamos un sistema 
con las ecuaciones I, II y III: 


-2A + 5B + C = -29 
■ 5A + 6B + C = -6l 
2A-3B + C = -13 


La solución del sistema es: A = _4 


B = -4 C = -\l 


La ecuación dc la circunfe- 
rencia pedida es, entonces: 


x 2 + y 2 -4x-4y-n = 0 


TERCERA FORMA 



Esta forma es parecida a la 
segunda, pero partimos de la 
ecuación canónica. 

Sean C{h,k) las coordenadas 
del centro y R el radio. La 
ecuación canónica de la 
circunferencia es: 

Nuevamente, como los 
puntos K, L y M pertenecen 
a la circunferencia, sus coor- 
denadas deben satisfacer la 
ecuación. Susytuyendo las 
variables por las coordena- 
das de K\ 


(x-h) 2 +(y-k) 2 =R 2 


(-2 - h) 2 + (5 - k) 2 = R 2 


OA 


/ 


1 

l/ 



(i) 
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Sustituyendo por ias coorde- 
nadas de L: 


(ii) 


(5-h) 2 +(6-k) 2 = R 2 


Sustiluyendo, por último'por , 2 , , , , , 2 _ 2 

las de M: (2~h) +(-3-*) = R 


(III) 


Igualando las^cuaciones I y 

II: 


(-2 - h) 2 +(5 -kf =(5-h) 2 +(6-k) 2 


• Desarrollando, reduciendo 
términos y simplificando: 7h + k = 16 


(IV) 


lguaiando las ecuaciones I y 

III: 


(-2 - h) 2 + (5 - k) 2 = (2 - h) 2 + (-3 - k) 2 . 


h-2k = -2 (V) 

Formamos un sistema con 

las ecuaciones IV y V: Í7/l + k = 16 

1 \h-2k = -2 


Se obtienen los siguientes 
valores: h-2 


k = 2 


Sustituyendo en cualquiera 
de las ecuaciones I, II o III, 
obtenemos: R = 5 


La ecuación de la circunfe- , v2 / c2 

rencia es, por tanto: \ x ~¿) y ~ ¿) “ * 


Y, en forma generai: 


x 2 + y 2 -4x — 4y-17 = 0 


( Ejercicio118 

Hallar en cada ejercicio la ecuación de la circunferencia sabiendo que pasa 
por los puntos A, B y C. 

1) A(0,7); fi(8,3); C(4,-5) 

2) A(-7,2); B(5, 6); C(-3,-2) 

3) A(9, 3); B(-l,-3); C(l,5) 

4) A(-6,5); fi(-3,6); C(l,4) 

5) A(0,4); fi(—1,1); C(l,-3) 

6) A(-VÍ3,l); fi(2,4); C(3,-l) 

(j¡)A(-5,-iy, fi(-1,-7); c(V 26,-2) 

\t¡ j A(3,-l); fi(l,V5-2); C(2,-4) 
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Intersección de curvas de segundo grado 

Ya es conocido que para hallar la intersección de dos curvas se resuelve el 
sistema que forman sus ecuaciones. En el caso de que una o ambas sean de segundo 
grado, es obvio que el sistema contendrá ecuaciones cuadráticas y es posible que 
haya uno, dos o más puntos de intersección. 


Eiemplo 10 

Hallar los puntos en los que la recta 5A‘-9y + 24 = 0 intersecta la 
circunferencia x 2 + y 2 - 8* + 2y - 36 = 0. 


Resolveremos por cl método 
dc sustitución cl sistema quc 
forinan sus ecuaciones: 


j 5* - 9>' + 24 = 0 

{x 2 + > 2 - + 2> - 36 = 0 


(I) 

(II) 


Despejando x en í: 


Susíiíuycr.üo cr. ii > 


9y- 24 


(III) 


9V-24 


+ V 



-36 = 0 


Desarrollando: 


81> 2 -432> + 576 
25 


+> 


72> —192 
5 


+ 2> —36 = 0 


Multiplicando la ecuación 
por 25 para eliminar denomi- 
nadores; 


81> 2 - 432> + 576 + 25> 2 - 360> + 960 + 50> - 900 = 0 


Rcducicndo términos: 


106> z -742> +636 = 0 


Sirnplificando: 

Ecuación cuyas raíces son: 

Sustituyendo en 111: 

Los puntos de intersección 
son: 


> 2 -7> + 6 = 0 

>1 = 6 >2=1 

x¡ = 6 x 2 = -3 

(6,6) y (-3.1) 


Eiemplo 11 ___ 

Hallai ias intersecciones de las circunferencia a 2 +y 2 + \2x - 2y +12 = 0 y 

a 2 + y 2 - 16a —6y-52 = 0. 

Restando la segunda ecua- 
ción de la primera, se eli- 
minan los términos cuadrá- 
ticos: 
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í x 2 + y 2 + I2x - 2y +12 = 0 (I) 

j -jc 2 - y 2 + 16x + 6y + 52 = 0 (U) 

28jc + 4y + 64 = 0 


SimpIificandoN 

7jc + > +16 = 0 


Despejando y: 

y = -7jc -16 

(III) 

Sustituyendo en I: 

* 2 +{-lx - 16) 2 + 12jc - 2(-7jc- 16) +12 = 0 

Desarrollando: 

jc 2 + 49jc 2 + 224jc + 256 + 12jc + 14jc + 32+'l2 = 0 

Reduciendo términos y. sim- 
plifícando: 

x 2 +5jc + 6 = 0 


La ecuación tienc las si- 
guientcs raíces: 

*, = -3 x 2 - 

= -2 

Sustituyendo en III: 

ii 

£ 

II 

= -2 

Los puntos de intersección 
son: 

(-3,5) y (-2.-2) 


EismBÍsJZ 




Hallar las intersecciones de las curvas cuyas ecuaciones se dan: 

J x 2 +y 2 +2x + 4y-8 = 0 (I) 

[> = jc 2 +2jc-8 (il) 

Sustituyendo en I el valor de ? / 7 ^\2 _ / \ _ 

y de la ecuación II: x +(*"■+ 2 * - 8 j + 2 x + 4|x + 2 A:- 8 j -8 = 0 


Desarrollando y reduciendo 
términos semejanles sc ob- 
tiene: 


jc 4 + 4jc : ' - 7jc 2 - 22jc + 24 = 0 


La ecuación tienc las si- 


guientes raíces: 

X\ =1 

<N 

II 

<N 

H 

x 3 = -3 

x 4 =-4 

Sustituyendo en II se obtie- 
nen los valores correspon- 
dientes para y: 

= “5 

O 

II 

X 

ll 

¿, 

o 

ll 


Y Ios puntos de intersección 
son, en definitiva: 


( 1 ,- 5 ) 

( 2 , 0 ) 

(-3,-5) 

H,0) 
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( Ejercicio 119 


Halíar en cada caso los puntos de intersección de las curvas cuyas ecuaciones 



5) 


6 ) 


o 

II 

1 

1 

H 

71 1 

2jc + 5y-9 = 0 

|V+y 2 -4jc-16 = 0 

[jc 2 +y 2 -8jc-12y + 23 = 0 

Íjc 2 +y 2 + 10x-8y-24 = 0 

» j 

[3jc-5y+ 19 = 0 

[jc 2 + y 2 - 4jc + 6y - 52 = 0 

[jc 2 +y 2 -2jc-2y-15 = 0 

jjc 2 +y 2 +4jc-6y-37 = 0 

9) 1 

[ jc 2 +y 2 +2jc-6y-3 = 0 

[jc 2 +y 2 -8jc-10y + 31 = 0 

[y = jc 2 + 2jc - 3 

jjc 2 +y 2 -4jc-2y-45 = 0 

10) | 

[ jc 2 + y 2 + 2x - 24y - 24 = 0 

[jc 2 + y 2 - 10;c - 4y + 9 = 0 

[y = -x 2 -2x + 24 

jy = -|, 2 -:, + i 

n, l 

1 x 2 +y 2 +1 Ojc + 4v = 0 

[4jc 2 + 4y 2 + 32jc - 4y + 1 = 0 

[ jc 2 + y 2 - 20jc - 8y = 0 

|3jc-7y + 8 = 0 

12) 

[jc = y 2 +4y-5 

1 9 ? 

\x 2 + y 2 - IOjc + lOy - 8 = 0 

1 

[jc + y + 4jc + 4y - 5 = 0 


Pendientes de la tangente y de la normal a una circun- 
ferencia en el punto P[x lf y t ) 


Sea la recta T una tangente a la circunferencia en el punto / > (jC|,y ] ). Por 


geometría elemental sabemos que el radio es 
perpendicular a la tangente en el punto de 
tangencia. 

La pendiente del radio es 


m 


_ ?! -yo 

R “ 

*|-*0 


Se desprende de esto que, siendo la 
tangente perpendicular, su pendiente será 


m T - 


y\-yo 


(40 c ) 



Y, dado que la normal N es perpendicular a la tangente en el punto de 
tangencia, o, dicho de otra forma, dado que la normal es la recta que contiene al 
radio que llega a ese punto, su pendiente será la misma del radio: 

(41 G ) 


m. 


= y i-yp 

Xi - x (í 
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Longitud de la tangente trazada desde un punto Pf.v,, y,) 
a una circunferencia 

Llamemos t a la longitud de la tangente que, trazada desde el punto toca 
la circunferencia en el punto P. 

Dado que el radio es perpendicular a la tan- 
gente, el triángulo CPP } es rectángulo y, en conse- 
cuencia, sus lados satisfacen la igualdad pitagórica: 

{d cl>¡ ) =r + R' 

Sustituyendo el valor de d CP : 

J(jc, - x 0 ) 2 + (y, - y 0 ) : ) = r + R 2 


de donde 


/ = v '(.r, -X 0 ) 2 +(>, -y 0 f -R 7 





Eiemplo 12 

E1 segmento que los ejes coordenados determinan sobre la recta 
2jc-fy-8 = 0 es un diámetro de una circunferencia. Hallar la longitud de la 
tangente trazada desde el punto #(5,-12) a dicha circunferencia. 


Llevamos la ecuación de la 
recta a la forma canónica 
para detcrminar los puntos 
de intersección eon los ejcs, 
puntos que son los extremos 
de un diámetro de la circun- 
fcrencia: 


2jc+v = 8 
2x + y _ 


I 


8 8 


- + ^ = 1 
4 8 


La abscisa y la ordenada en . 

el origen son: il •- 4 /? - 8 


Y los extremos del segmento /\(4,0) ) #(0,8) 


E1 centro de la circunferen- 
cia cstá en el punto medio de 
esc segmento: 


C(2,4) 


E1 radio puede calcularse 
hallando la distancia del 
centro a cualquiefa de los 
dos cxtrcmos: 


^“^“Ví 4 " 2 ) 2 4 f “2v5 
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Por último. utilizando (41 G ), 
podcnios‘calcular la longitud 
de ia tangente: 


■t = a /(5 - 2) 1 2 + (-12 - 4) 2 * - (2 a/5 ) 2 = V9 + 256 - 20 


/ = 7v 5 


Eiemplo 13 

Desde un punto P de abscisa -13 se traza una tangente de pendiente y de 
longitud 20 a una circunferencia de centro C(7,5). Determinar la ordenada de P. 

Scan las coordenadas de P: P(—13, k) 


La ecuación de la tangente T . 4 / . 

será: y-k = 1 {x + 13) 


será: 

En forma general: 

E1 radio de ia circunferencia 
es la distancia de su centro C 
a la tangente T: 


Utilizando (41 c ): 


T = 4x-3y + 3k + 52 = 0 

_ 4(7)-3(5) + 3A + 52 


R = d, 
R = 


( C.V) ~ 
3* + 65 


20 




Elevando ambos miembros 
al cuadrado y desarrollando: 


400 = 400 + k 2 -\0k + 25- 


9fe 2 +390A: + 4225 
25 


Ecuación que. lievada a su 
mínima expresión, es 

y que liene por raíces: 


k 2 -40k -225 = 0 
k\ - 45 *2=- 5 


Hay, por tanto, dos puntos 
de abscisa 13 desdc los que 
se puedcn trazar tangentes de 
acuerdo a las condiciones del 
problema: 


P t (- 13.45) P- ¡(-13,-5) 


( Ejercicio120 

1) Se trazan tangentes a la circunferencia x + y + 8jc + 6>’ + 8 = 0 desde el 
punto P(1A)- Determinar la longitud de dichas tangentes. 

2) Determinar la longitud de las tangentes trazadas a la circunferencia 
x 2 +y 2 +1 2jc - 4 = 0 desde el punto P(5,3). 

3) Uno de los diámetros de una circunferencia es el segmento de extremos 

A(2,6) y B( 4,^). Demostrar que la tangente trazada desde el punto P(-8.4) 
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a la circunferencia tiene la misma longitud del diámetro. 

4) Desde el punto PCl 1,-1) se traza una tangente a la circunferencia que tiene 
su centro en C(-ll,2) y que pasa por el punto 0(-16,4). Determinar la 
longitud de dicha tangente. 

5) Desde un punto P de abscisa 3 se traza una tangente a la circunferencia 
x~ + y^ + 26jc + 2y +133 = 0. Determinar Ia ordenada de P sabiendo que la 

longitud de dicha tangente es . 

6) Desde un punto P(- 11,-7) se traza una tangente de pendiente -j a una 

circunferencia que tiene su centro en un punto C de ordenada 4 y abscisa 
positiva. Hallar la ecuación general de la circunferenciíf sabiendo que la 
longitud de dicha tangente es 2>/58 . 


Ejemplo 14 

Hallar la ecuación general de la circunferencia tangente a la recta 
/ = jr-3y + 12 = 0 y concéntricacon lacircunferencia ,r 2 + v 2 - 1 Ojc + 2y +15 = 0. 


Para construir la ecuación de 
una circunferencia necesita- 
mos conocer su centro y su 
radio. La de nuestro proble- 
ma tiene el mismo ccntro 
que la circunferencia cuya 
ecuación conocemos. Basta, 
pucs. llevar ésta a la forma 
canónica y conoceremos el 
centro de ambas circunfercn- 
cias. 


(* 2 -10;t ) + (y 2 + 2y ) = -15 

(jr 2 — IOjc -i- 25) + (y 2 +2y + l) = -15 + 25 + l 

(x-5) 2 +(y + l) 2 = ll 


Hl centro es: 


C(5,-l) 


Y, dado que el radio es 
perpendicular al punto de 
tangencia, su longitud será 
igual a la distancia del centro 
C a la recta /: 


R - d(CJ) 

_ 5 — 3(—1) + 12 20 

A — - - 




+ 3 - 


\10 


= 2 % 10 


Conociendo centro y radio ^ ¡ \2 í /—\ 2 

construimos fácilmente la (x — 5) +(y+l) =(2\10j 
ecuación: * 


Llevada a la forma general: 


x 2 + y 2 -lOx+ 2y-14 = 0 
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Eiemplo 15 


Hallar la ecuación general de la circunferencia inscrita en el triángulo que 
forman las rectas /, = 3jc + 2y - 3 = 0, / 2 = 2x + 3y - 2 = 0 y / 3 s 3x - 2y +1 = 0. 

E! íncentro del triángulo 
(centro de la circunferencia 
inscrita) es ct punto de intcr- 
sección de las bisectrices. 

(Remitimos a las pág. 414 y 
siguientes para las explica- 
ciones sobre el cálculo de 
bisectrices). 


a) Bisectriz del ángulo que 
forman /, y / 2 

*Utilizando (24 <; >: 


Llevando a la mínima expre- 
sión: 

b) Bisectriz del ángulo quc 
forman / 2 y /¿ 

Utilizando (24 ( '): 


Llevando a la mínima expre- 
sión: 

Para hallar el punto de in- 
tersección de las bisectrices, 
resolvemos el sistema que 
forman su ecuaciones (I y 
II): 



jr + y-l = 0 


2x + 3y - 2 _ _ 3 jt - 2y + I 
VÍ3 —s/l3 

x - 5y + 3 = 0 


jc + y — 1 =0 

jr-5y + 3 = 0 


(I) 


(II) 


La solución del sistema es: 

y las coordenadas del centro: 

La longitud del radio es Ja 
distancia del centro a cual- 
quiera dc las tres rectas: 


I 2 

x = í 3^ = 1 




R = d,. 


Ecuación de la circunferencia: 


Vl3 v'l 3 3 v 'T3 


En forma general: 


11 7jc z +117y ¿ - 78*- 156y+ 61 = 0 


conicas 469 













EismküA 

Hallar la ecuación general de la circunferencia que pasa por los puntos 
A(- 8,2) y £(2,6) y tiene su centro sobre la recta / s 5x 4- 4y + 9 = 0. 


Hallaremos la ecuación de /,>, 
mediatriz del segmento AB , 
cuya intersección con la rec- 
ta / nos dará las coordenadas 
del centro C. 


/ 0 es la perpendicular al 
segmento AB en su punto 
•medio, o también, es el lugar 
gcoméuico de los puntos que 
equidistan de A y B. Utili- 
zando este último concepto: 



d(A.C) ~ d(B,C) 


Cakulando las distancia,: ^ + g) 2 + (y _ j =(jc _ 2) 2 +(y _ fi) 2 


Desarrollando, reduciendo 
ténninos semejantcs y sim- 
plificando obtenemos la 
ecuación de 1$: / 0 = 5x + 2y 4-7 = 0 

Formamos un sistema con 
las ecuaciones de / y /„ para 
hallar su intersección: f 5 jc + 4 y 4- 9 = 0 

[5x 4- 2y 4* 7 = 0 

La solución del sistema es: JC = —1 y = —1 

y las coordenadas de C: C(— 1, — 1) 


La longitud del radio es 
igual a la distancia del centro 
a cualquiera de los puntos 

conocidos de la circunfcren- R = ^ = + ( 2 + l) 2 = ^58 


La ecuación canónica dc la 
circunferencia es: 



En forma general: 


x 2 +y 2 + 2* + 2y - 56 = 0 


Eicm¡riol7 

Hallar la ecuación general de la circunferencia tangente a las rectas 
/, s7jt-2y4-27 = 0 y / 2 s2jt4-7y4-38 = 0 y que tiene su centro sobre la recta 
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/ 3 =3x+2>>-14 = 0 


Si la circunferencia es tan- 
gente a Z, y / 2? su centro se 
encuentra en la bisectriz del 
ángulo que forman dichas 
rectas. (En la figura se ilustra 
una de las posibles solucio- 
nes). 


La intersección de la 
bisectriz con / 3 nos da el 
centro de la circunferencia. 

-1 < 1 / U -t-H -1 4- t l\ \ 1 1 1 | / 1-► 

/ V O;' V x 

Dado que son dos los ángu- 
los que se forman y, por 
ianto, dos sus bisectrices, el 
problema tiene doble solu- 
ción. 


Ecuación de las bisectrices: 

lx-2y + 21 _ ± 2x + 7y + 3% 
yj49 + 4 " a/4 + 49 

Simplificando: 

Ix - 2y + 21 — ±{2x + ly + 38) (I) 

a) Trabajaremos primero con 
la bisectriz cuya ecuación se 
obtiene tomando posilivo el 
segundo miembro de la 
ecuación I: 

lx-2y + 21 = 2x + ly + 38 

Reduciendo términos: 

5jc - 9y — 11 = 0 

Formamos un sistema con la 
ecuación de esta bisectriz y 
la de / 3 : 

Í5jc-9y-ll = 0 
\3jc + 2y- 14 = 0 

La solución del sistema es: 

II 

II 

* 

E1 centro de la circunferen- 
cia es: 

C(4,l) 

E1 radio es igual a la dis- 
tancia dcl centro a cualquiera 
de las rectas tangentes: 

R-é W 4) -W + "I.V5j 

\'53 

Lá ecuación canónica de la 
circunferencia es: 

(4 -4) 2 +(y-l) 2 = (V53) 2 

En forma general: 

x 2 +y 2 -Sx-2y-36 = 0 

b) Tomando negativo el 
segundo térrmno de la 
ecuación I obtenemos la 
ecuación de la segunda bi- 
sectriz: 

lx-2y + 21 = -(2x + ly + 38) 
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Reduciendo términos: 9jc + 5y + 65 = 0 

Formamos un sistema conda 
ecuación de / 3 : 

[9jc + 5y + 65 = 0 
[3jc + 2y-14 = 0 

cuya solución es: 

* 

II 

II 

o 

--j 

Las coordenadas de C son: 

C (-2f, 107) 

Calcuiando la distancia del 
centro a cualquiera de las 
rectas tangentes, obtenemos 
el radio: 

37V53 

La ecuación canónica de la 
circunferencia es: 1 

,- 10 7)> =(i2#í) 2 

En forma general: 

9x 2 + 9 y 2 + 1200x - 1926y + 70484 = 0 


( Ejercicio 121 

Hallar en cada ejercicio la ecuación de la circunferencia con los datos que se 
dan de ella. 

1) E1 diámetro es el segmento que determinan los ejes coordenados sobre la 
recta 2jc + y - 6 = 0. 

2) E1 diámetro es el segmento que determinan los ejes coordenados sobre la 
recta 4x -3y + 24 = 0. 

3) Los extremos de un diámetro son los puntos en los que la recta 
2jc + y -12 = 0 intersectalasrectas jc-3y + 15 = 0 y 4x-y-18 = 0. 

4) Es concéntrica con la circunferencia jc 2 + y 2 -10* + 2y + 10 = 0 ysu radio 
es 6. 

5) Es concéntrica con la circunferencia x 2 + y 2 + 2x - 6y - 39 = 0 y su radio 
mide 3 unidades menos. 

6) Es concéntrica con la circunferencia jc 2 + y 2 - 4x - 6y -12 = 0 y pasa por 
el punto A(-l,-4). 

7) Es concéntrica con la circunferencia x 2 + y 2 - 8* - 2y - 32 = 0 y es tan- 
gente a la recta jc + 4y - 25 = 0. 

8) Es tangente al eje de abscisas y tiene su centro en C(3,4). 

9) Es tangente al eje de órdenadas y tiene su centro en C(-3,6). 

10) Está emel primer cuadrante, es tangente a ambos ejes y su radio mide 3. 

11) Su centro está sobre la recta jc + 6y-21 = 0 yes tangente al eje de abscisas 
en el punto P(- 3,0). 
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12) , Su centro está sobre la recta 2jc-3y + 4 = 0 y es tangente al eje de 

ordenadas en el punto Af(0,-2). 

13) Es tangente a larecta jt~4y + 7 = 0 y tiene su centro en C(3,-6). 

14) Es tangente a la recta 2jc + y- 7 = 0 y tiene su centro en C(-6-1). 

15) És tangente a la bisectriz del primer cuadrante y tiene su centro en C(-l,3)- 

16) Es tangente a las rectas paralelas jc-4y + ll = 0 y Jc-4y-23 = 0 y tiene 

su centro en C(-6,-l). 

17) Es tangente a las rectas paralelas jc-3y + 5 = 0 y Jc-3y-15 = O.EI punto 

de tangencia con una de ellas es A(l,2). ^ 

18) Es tangente a la circunferencia jc 2 + y 2 + 12jc + 20 = 0 y tiene su centro en 
el origen. 

19) Es tangente a la circunferencia jc 2 +y 2 +1 2jc — 18y + 65 = 0 y tiene su 
centro en el origen. 

20) Es tangente a la circunferencia jc 2 +y 2 + 10jc - lOy +10 = 0 y tiene su 

centro en C(4,2). ■> 

21) Tiene su centro en la recta jc + y — 4 = 0 yes tangente a los ejes coordena- 
dos. 

22) Tiene su centro en la recta jc - 7y - 24 = 0 y es tangente a los ejes coorde- 
nados. 

23) Pasa por el punto A/(7,2) y es tangente a la recta jc - 3y + 9 = 0 en el punto 

POA\ 

24) Pasa por el punto A/(2,5) y es tangente a la recta 3jc + 2y-3 = 0 en el 
punto P{ 1,0). 

25) Está inscrita en el triángulo cuyos lados tienen las siguientes ecuaciones: 
jc-5y + 12 = 0; 5jc + y-44 = 0; Jc + 5y + 32 = 0. 

26) Está inscrita en el triángulo cuyos lados tienen las siguientes ecuaciones: 
jc-3y + 9 = 0; 3jc + y-23 = 0; Jc + 3y + 3 = 0. 

27) Circunscribe el triángulo cuyos lados tienen las siguientes ecuaciones: 
3jc + 2y-22 = 0; jc -y-2 = 0; x-2. 

28) Circunscribe el triángulo cuyos lados tienen Ias siguientes ecuaciones: 
jc-5y + 2 = 0; Jc + y + 2 = 0; y = -1. 

29) Pasa por A(4,5) y #(6,-1) y tiene su centro sobre la recta 2jc - 5y +1 = 0. 

30) Pasa por A( 1,6) y #(3,-2) y tiene su centro sobre la recta 2jc - 3y + 7 = 0. 

31) Es tangente a las rectas 7jc-4y + 41 = 0 y 4jc-7y-74 = 0 y tiene su 
centro sobre la recta 4jc + y -17 = 0. 

32) Es t^igente a las rectas x-4y + 7 = 0 y 3jc-y-7 = 0 y tiene su centro 
sobre la recta x - 3y -1 = 0. 

33) Pasa por el punto A(l,-1) y por la intersección de las circunferencias 
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x 2 -h y 2 -l- 2jc — 2y — 23 = 0 y x 2 + y 2 - 6x + 12y - 35 = 0. 

34) Pasa por la intersección de las circunferencias (x + 3) 2 +(y + l)“ =25 y 
(jc - 2) 2 + (y + 4) 2 = 25 y por el origen. 

35) Es 4angente a la recta .v + 3>’ -16 = 0; pasa por el punto A(7,~l) y tiene su 
centro sobre la recta 2x-y = 0. 

36) Es tangente a la recta x - 5y +12 = 0; pasa por el punto A(4-2) y tiene su 
centro sobre la recta 2.v + 5 y +17 = 0. 

37) Pasa por P( 1,2) y los extremos de una de sus cuerdas son A(-3,2) y 5(3,4). 

38) Pasa por los puntos de intersección de la recta x-3y + 9 = 0 y la circun- 
ferencia .v 2 + v 2 + 2jc -12>’ +17 = 0 y divide en dos partes iguales el seg- 
mento de extremos A(-7,l) y 5(-3-5). 

39) Pasa por A(-8,4) y 5(5,3) y es tangente a la recta 2x - 9y + 62 = 0. 

40) Pasa por A(-5,-l) y 5(2,6) y es tangente a la recta 7jc - 4> + 36 = 0. 

41) Su centro es C(-4,-4) y sus^intersecciones con la recta 4x + 3y-22 = 0 
determinan una cuerda de 10 unidades de longitud. 

42) Su centro es C(5,-l) y sus intersecciones con la recta 4jc-> + 13 = 0 
determinan una cuerda de 2vÍ7 unidades de longitud. 

43) Es tangente a ambos ejes coordenados y pasa por A(8,9). 

44) Es tangente a ambos ejes coordenados y pasa por A(2,-1). 

45) Es tangente a la circunferencia v 2 +y 2 - 10 a -6v + 24 = 0 en el punto 
A(2,4) y su radio mide 2^10. 

46) Es tangente a la circunferencia jc 2 + y 2 + 6x - 4y + 8 = 0 en el punto 
A(—1,3) y su diámetro mide 6\ 5 . 

47) Está inscrita en el triángulo cuyos vértices son A(2,8); 5(5,2) y C(-3 -2). 

48) Circunscribe el triángulo del ejercicio anterior. 

49) Su radio es 2 y su centro es el punto medio del segmento de extremos 
A(lg 6 2.1g 6 9)yfi(lg 6 3,lg 6 4). 

50) Su radio es 3 y su centro es el punto medio del segmento de extremos 
A(lg, 18,colg 2 3) y S(colg, 2, lg 2 12). 

51) Su radio es 5 y es tangente a la recta 3x - 4y - 3 = 0 en el punto (5,3). 

52) Es tangente a las rectas jc - 5>’ -19 = 0 y 5* - y +13 = 0 y, a una de ellas, 
en el punto (4,-3). 

53) Es tangente a las rectas paralelas .v - 3v + 4 = 0 y jv - 3> -16 = 0 y, a una 

de ellas, en el punto (4,-4). 

* 

54) Tiene su centro en la bisectriz del primer cuadrante y es tangente a las 
rectas l x = 4.v + 3>-12 = 0 y l 2 =>-4 = 0. 
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55) ,Está inscrita en el triángulo de vértices /1(2,8); 5(-y ,-y) y C(-3,—4). 

56) Pasa por ¿4(-4,2) y B( 7,9) y su radio mide V85. 

C Ejerctcio 122 

Hallar área y perímetro de las siguientes circunferencias: 

1) x 2 +y 2 — IOjc + 2y + 3 = 0 

2) 4x 2 + 4y 2 - 8x - 4y - 23 = 0 
.3) x 2 + y 2 - 2Sx + 2j2y-20 = 0 

4) x 2 + y 2 + 2ax - 4by + a 2 + 4b 2 - c- 0 

Demostrar que los siguientes son pares de circunferencias tangentes: 

5) x 2 + y 2 + 8jc 4- 8y +19 = 0; x 2 + y 2 - 10jc - 4y - 23 = 0 

6) jc 2 + y 2 -4*- 18y + 68 = 0i jc 2 + y 2 + 4;t + 14y-100 = 0 

Demostrar en los siguientes ejercicios que las circunferencias cuyas ecua- 
ciones se dan no se intersectan: 

7) jt 2 + y 2 + 16jt-8y + 55 = 0; ;t 2 +y 2 -16jt + 10y-80 = 0 

8) Jt 2 + y 2 -2jt- 16y + 60 = 0; jc 2 +y 2 -12 jc + 2 = 0 

9) Calcular el área de un sector circular de 36° de la circunferencia 
jt 2 + y 2 -10;t + 4y +15 = 0. 

10) Calcular el área de un segmento circular de 18° de la circunferencia 
x 2 +y 2 4* 6jc-18y + 78 = 0. 

11) Hallar el área del triángulo que tiene por vértices el origen y las 

intersecciones de las circunferencias x 2 + y 2 + 6x + 4y - 208 = 0 y 

x 2 +y 2 -18*-12y +104 = 0. 

12) Hallar el área'del triángulo que tiene por vértices el centro de la circun- 
ferencia x 2 +y 2 +6jc4-4y~21 = 0 y los puntos en los que la 
circunferencia x 2 + y 2 -14* - y - 6 = 0 se intersecta con la anterior. 

En los siguientes ejercicios se dan las ecuaciones de los tres lados de un 
triángulo. Determinar en cada caso la ecuación de la circunferencia circunscrita a 
ellos: 

13) /j = x - y + 6 = 0; / 2 = x + y- 4 = 0; / 3 = 2x + 5y - 2 = 0 

14) /, s2jr-5y + 30 = 0; / 2 = 7jc-3y-ll = 0; / 3 s5x + 2y +17 = 0 
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15) Determinar la ecuación general de la circunferencia inscrita en el triángulo 
de lados /, s 3x - 4y + 10 = 0; / 2 = 12* + 5y-107 = 0 y / 3 = y +1 = 0. 

16) Determinar el área común de los círculos limitados por las circunferencias 
x 2 +y 2 + 8jc - 10>-27 = 0 y a 2 +y 2 -%x + 6y -11 = 0. 

17) Hallar las ecuaciones de las circunferencias que son tangentes a las rectas 
/, = 3* + 4v-35 = 0; / 2 = 3 jc- 4y-35 = 0 y / 3 = jc-1 = 0 

18) Por el centro de la circunferencia 196 jc 2 + 196y 2 — 280 a: + 364y -711 = 0 y 

por el de la circunferencia 147 jc" +147y 2 - 126x — 28y —54 = 0 pasa una 
recta. Hallar su ecuación general. , 

19) Hallar la distancia mínima que separa el punto A(-2,l) de la circunferencia 
jc 2 + y 2 -20 jc + 4y + 4 = 0. 

’ 20) Hallar la ecuación general del diámetro de la circunferencia 
4 jc 2 + 4y 2 - 40 jc + 4y + 85 = 0 paralelo a la recta 3 jc - 2y + 1 = 0. 

21) Hallar la ecuación general del diámetro de la circunferencia 
jc 2 + y 2 + 14 jc — 16y + 1=0 perpendicular a la recta 3x - 5y + 7 = 0. 

22) Determinar cuál debe ser el valor de m para que la recta y = mx sea tan- 
gente a la circunferencia x 2 + y" - 20 a + 64 = 0. 

23) Determinar cuál debe ser el valor de m para que la recta y - mx sea tan- 
gente a la circunferencia jc 2 + y“ -1 2x + 20 = 0. 

24) Determinar cuál debe ser el valor de A para que la recta Ax + 2y + 3 = 0 sea 
tangente a la circunferencia x 2 + y 2 - 8* - 2y +13 = 0. 

25) Determinar cuál debe ser el valor de b para que la recta y = 3 x + b sea tan- 
gente a la circunferencia x 2 + y 2 - 4x - 2y - 5 = 0. 

26) Determinar cuál debe ser el valor de C para que la recta Ax + By + C = 0 
sea tangente a la circunferencia (jc - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) = R 2 . 

27) Determinar las ecuaciones generales de las dos cuerdas de la circunferencia 
jc 2 + y 2 - 4 jc + 2y - 24 = 0 que tienen pendiente j y miden V58 . 

28) Hallar la ecuación general de la cuerda de la circunferencia 
jc 2 +y 2 +2 jc + 6>-43 = 0 sabiendo que el punto medio de la cuerda es 



29) Hallar la ecuación general de la cuerda de pendiente -1 de la circunferencia 
jc 2 + y 2 - 25 = 0 sabiendo que los extremos de la cuerda y el centro de la 
circunferencia son vértices de un triángulo rectángulo. 

30) Determinar las coordenadas del centro de la circunferencia sabiendo que 
éste dista V29 unidades del origen y que las rectas /, = 4 ac — y — 1 = 0 y 
/ 0 = jc - 4y-14 = 0 determinan sobre la circunferencia cuerdas equidistan- 
tes del centro. 
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31) .Determinar la longitud del segmento que une los centros de las circunferen- 
cias x 2 + y 2 + 8jc + 8y - 8 = 0 y x 2 + y 2 - 6x + 6y - 8 = 0 y la longitud de 
la cuerda cemún a ambas circunferencias. 

32) Hallar el área de! triángulo que la tangente a la circunferencia 
x> 2 + y 2 - JOjc = 0 en el punto (2, 4) determina sobre los ejes coordenados. 

33) Deterininar en la recta x - 2v +19 = 0 !as coordenadas del punto más cer- 
cano a la circunferencia x 2 + y 2 + 4x + 8y - 25 = 0. 

34) Determinar en !a circunferencia x 2 4* v 2 — 10 jc — 4y + 9 = 0 las coordenadas 

del punto más cercano a la recta 2x - y + 7 = 0. , 

35) Determinar el área de !a circunferencia inscrita en el triángulo de lados 
l { = 3jc -y +10 = 0; / 2 = jc + 3v-10 = 0 y / 3 = x - 3y-10 = 0. 

36) Desde el punto AÍ(-5,2) se trazan tangentes a la circunferencia 
;c 2 + v 2 -6jc-8v + 21 = 0. Se trazan también tangentes desde el punto 
/V(6,6). De esta forma, la circunferencia queda inscrita en un cuadrilátero. 
Determinar el área del cuadrjlátero. 

37) Hallar la ecuación general de la circunferencia de radio 7 sabiendo que su 
centro dista 5V2 unidades del origen y que las rectas /, = 5jc — jy = 0 y 
/ 2 = jc - 5y = 0 determinan sobre ella cuerdas de igual longitud. 

38) Hallar la ecuación general de la circunferencia de radio VÍ7 sabiendo que 
su centro dista \/45 unidades del origen y que las rectas paralelas 
l { s 3jc - 5y + 38 = 0 y / 2 = 3jc - 5y + 4 = 0 determinan sobre ella cuerdas 
de igual longitud. 

39) Demostrar que los puntos A(—1,—1); #(2,8); C(5,7) y D(7,3) son concíclicos. 

40) Demostrar que los puntos A(-5,3); #(0,8); C( 10,-1) y D(4,-6) son 
concíclicos. 

41) Demostrar que los puntos A(-ll -1); #(-3,11); C(2,12); D(14,4) y £(7,-13) 
son concíclicos. 

42) Determinar el valor de k para que los puntos A(-5,7); #(2,6); C(k, 3) y 
D(l,-1) sean concíclicos. 

43) Calcular el ángulo agudo formado por la recta / = 3jc + y- 9 = 0 yla cir- 
cunferencia jc 2 +y 2 -8jc-4y-5 = 0. 

44) Calcular el ángulo que forman las circunferencias 
jc 2 +y 2 +8jc - 10y-89 = 0 y jc 2 + y 2 - 16jc + 6y + 47 = 0. 

45) Desde el punto #(-9,6) se trazan tangentes a la circunferencia 
jc 2 +y 2 +4jc + 6y = 0. Hallar las ecuaciones de la tangentes y el ángulo 

agudo que forman entre sí. 

> 

46) Determinar con qué ángulo se ve desde el punto #(-4,4) la circunferencia 
jc 2 + y 2 - 4jc + 4y -10 = 0. 
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47) 


48) 
: 49 ) 
50) 


51) 


52) 


53) 


54) 


55) 


Desde el punto P(- 6,7) se trazan tangentes a la circunferencia 
x 2 + v 2 -1 8jc — 4y + 60 = 0. Calcular: 

a) La longitud de la cuerda que subtienden los puntos de tangencia. 

b) La distancia entre el punto P y esa cuerda. 

c) La distancia entre el centro de la circunferencia y la cuerda. 

d) La longitud de la flecha que dicha cuerda determina. 

e) La longitud de las tangentes. 

Hallar las ecuaciones generales de las tangentes a la circunferencia 
x 2 + y 2 + 8jc + 2y -12 = 0 que son paralelas a la recta 6x -15y + 7 = 0. 

Hallar las ecuaciones generales de las tangentes a la circunferencia 
x 2 + y 2 - 6y - 49 = 0 que son perpendiculares a la recta 6jc -14y + 5 = 0. 

Hallar la ecuación general de la circunferencia de radio V5 sabiendo que la 
distancia dirigida de su centro a la recta /, = 4a' + 3y- 36 = 0 es -5 y que 
las rectas / 2 = x - y = 0 y / 3 = y = 0 se cortan en ella. 

La recta / = 4A + 3y-4 = 0 forma con los ejes coordenados un triángulo. 
Hallar la ecuación de la circunferencia ex-inscrita correspondiente al lado 
formado por la recta /. 


La recta / = A + y-4 = 0 forma con los ejes coordenados un triángulo. 
Hallar la ecuación de la circunferencia ex-inscrita correspondiente al lado 
formado por la recta /. 

Demostrar que la distancia d de un punto P(A,,y,) a la circunferencia 

(*-*of +{y-y<))~ = es 


</ = ±J(A*f +(Ay ) 2 


R 


Aa + Ay 


-1 


\ 


/ 


siendo Ar = (•*, -* 0 ) y Ay = (y, -y 0 ). 


Se construyen tres circunferencias de radio r y con sus centros sobre el eje 
de abscisas, tangente la primera al eje de ordenadas y cada una de las 
restantes a la que 
le precede. Se y 
traza la recta OM 
tangente a la ter- 
cera circunferen- —— 
cia. Calcular la 
longitud de ia 
cuerda AB que la 
recta OM deter- 
mitia sobre la segunda circunferencia. 

Se construyen cuatro circunferencias de radio r y con sus centros sobre el 
eje de abscisas, tangente la primera al eje de ordenadas y cada una de las 
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siguientes a la 
que le precede. 
Se traza así mis- 
mo la recta OM 
tangente a la 
cuarta circunfe- 
rencia. La recta 
OM intersecta 

las tres primeras circunferencias delerminando las cuerdas OA t BC y DE. 
Calcular las longitudes de esas cuerdas. 

56) Se construyen tres circunferencias de radio r con sus centros sobre el eje de 
abscisas, tangente la primera al eje de ordenadas y cadá una de las si- 
guientes a la que le 
precede. Se traza así 
mismo la recta OM 
que intersecta la terce- 
ra circunferencia de- O 
terminando en ella la 
cuerda CD de longitud 
r. Calcular la longitud 
de la cuerda AB que la recta OM determma sobre la segunda circunferencia. 

57) Se construyen dos circunferencias de radio r con sus centros sobre el eje de 
abscisas, tangenles la primera al eje de ordenadas y la segunda a la primera. 
Se traza la recta OM tangente a 1a segunda circunferencia en A. Se 
constmye una ter 
cera circunferencia 
con centro también 
en el eje de abs- 
cisas y tangente a 
la segunda circun- 
ferencia y a la rec- 
ta OM en el punto 
B Calcular la dis- 
tancia que separa 
los puntos de tan- 
gencia A y B. 

58) Se construyen dos circunferencias de radio r con sus centros sobre el eje de 
abscisas, tangentes la primera al eje de ordcnadas y la segunda a la primera. 
Se traza la recta OM tangente a 
la segunda circunferencia en A. v 
Se construye una tercera cir- 
cunferencia tangente a la recta 
OM en B y tangente a la 
segunda circunferencia y al eje —— 
de abscisas. Calcular la distan- 
cia qué separa los puntos de 
tangencia A y B. 
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59) . Se construyen tres circunferencias de radio r con sus centros sobre el eje de 

abscisas, tangente.la primera al eje de ordenadas y cada una de las restantes 
a la que le precede. Se 
traza Ia recta OM tangente 
a la segunda circunferen- 
c+a. Se construye, por 
último, una cuarta circun- 
ferencia concéntrica con 
la tercera y tangente tam- 
bién a la recta OM. Cal- 
cular la longitud de la 
cuerda AB común a la 
segunda y cuarta circunferencias. 

60) Se construyen tres circunferencias de radio r con sus centros sobre el eje de 
abscisas, tangente la primera al eje de ordenadas y cada una de las restantes 
a la que le precede. Se tra- 
za la recta OM tangente a 
la segunda circunferencia. 

Se construye, por último, 
una cuarta circunferencia 
concéntrica con la tercera 
sobre la que la recta OM 
determina una cuerda CD 
de longitud r. Calcular la 
longitud de la cuerda AB 
común a la segunda y cuarta circunferencias. 

61) Se construyen dos circunferencias con sus centros sobre el eje de abscisas: 
la primera de radio r y tangente al 
eje de ordenadas; la segunda de ra- 
dio 2 r y tangente a la primera. Se 
traza la recta OM tangente a la 
segunda circunferencia en A. Se 
construye una tercera circunferen- 
cia con centro en el eje de abscisas, 
tangente a la segunda circunfe- 
rencia y a la recta OM en el punto 
B. Calcular la distancia que separa 
a los puntos de tangencia A y B. 

62) Se construyen dos circunferencias de ra- 
dio r con sus centros sobre el eje de abs- 
cisas tangentes ambas al eje de órdenadas, 
una por cada lado. Se construye una ter- 
cera circunferencia de radio r y centro so- 
bre el eje de ordenadas tangente a las dos 
circupferencias anteriores. Desde el centro 
C de la tercera circunferencia se trazan 

tangentes a las dos primeras. Las tangentes trazadas intersectan el eje de 
abscisas en los puntos A y B. Calcular el área del triángulo/IZ?C. 
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63) En un antigua moneda de plata se hace un corte AB. E1 perfil del corte es un 
rectángulo de 0,6 cm 2 3 4 5 6 7 8 de área. Paralela- 
mente aPcorte AB y a una distancia de 
0,5 cm de él, se hace otro corte CD , 
cuyo perfil es un rectángulo de 0,8 cm 2 
de área. Sabiendo que el corte CD tiene 
un cm más de longitud que el corte AB , 
determinar el volumen de la moneda. 

64) Se trazan tangentes a la circunferencia x * 1 + y 2 - 16jc + 32 = 0 en sus pun- 
tos de abscisa 4. Hallar la ecuación general de dichas tangentes. 

65) Se trazan tangentes a la circunferencia x 2 + y 2 - 14jc - 4y + 45 = 0 en sus 
puntos de abscisa 5. Hallar la ecuación general de dichas langentes. 

66) Hallar la ecuación general de la circunferencia tangente a las rectas 
/, = 2jc + y-11 = 0 y / 2 - jc -2y + 2 = 0 y que pasá por el punto P(\0,1). 
Determinar también las coordenadas de los puntos de tangencia. 

67) Hallar la ecuación general de la circunferencia tangente a los ejes coordena- 
dos y a la recta jc + y - 4 =* 0. 



( Ejercicio 123 

Demostrar analíticamente los siguientes teoremas: 

1) Todo diámetro perpendicular a una cuerda la divide en dos partes iguales. 

2) En dos circunferencias secantes la recta que pasa por sus centros es la 
mediatriz de la cuerda común. 

3) En un triángulo cualquiera, el producto de las longitudes de dos de sus 
lados es igual al producto de la longitud de la altura trazada sobre el tercer 
lado y la longitud del diámetro de la circunferencia circunscrita al triángulo. 

4) Se trazan a una circunferencia dos tangentes paralelas entre sí que 
intersectan a una tercera tangente en los puntos A y B. Entonces, los 
segmentos que unen los puntos A y B con el centro de la circunferencia son 
perpendiculares. 

5) Si desde un punto P de la circunferencia circunscrita a un triángulo se 
trazan perpendiculares a cada uno de los tres lados del triángulo, los pies de 
estas perpendiculares son colineales. 

6) En un triángulo cualquiera, los pies de las alturas, los pies de las medianas 
y los puntos medios de los segmentos que unen el ortocentro con los 
vértices son concíclicos (Circunferencia de los nueve puntos). 

7) E1 centro de la Circunferencia de los nueve puntos está sobre la recta de 
Euler. 

8) Si ima recta secante S corta dos circunferencias concéntricas, los segmentos 
de la secante comprendidos entre las dos circunferencias son de igual 
longitud. 
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9) Dos cuerdas de una circunferencia que se bisequen mutuamente son dos 
diámetros. 

10) En una circünferencia, el arco que subtiende una cuerda paralela a una 
tangente queda dividido en dos partes iguales por el punto de tangencia. 

11) Em*una circunferencia de centro 
C,AA' es un diámetro, B un 
punto cualquiera del radio AC, y 
D el punto medio de la semi- 
circunferencia AA'. La recta DB 
corta la circunferencia en E y la 
tangente a la circunferencia en E 
corta la recta AA' en F. Entonces 
el triángulo EBF es isósceles 
(Ver figura). 

12) Todas las cuerdas de igual longi- 

tud de una ciróunferencia son tangentes a una circunferencia concéntrica 
con la circunferencia dada. 

13) Sea el triángulo isósceles AÉC de vértice 
A y, sobre la prolongación de AC, el 
centro O de una circunferencia de radio 
OB y tangente a AB. Sea D el punto de 
intersección de la prolongación de BC y la 
circunferencia. Entonces las rectas OD y 
OA son perpendiculares (Ver figura). 

14) Dos circunferencias que tienen como 
diámetro dos lados de un mismo triángulo, 
tienen su segundo punto de intersección 
sobre el tercer lado del triángulo. 

15) Sea C el punto medio de una semicircun- 
ferencia de diámetro AB. Se prolonga el segmento AC hasta un punto D de 
tal forma que AC = CD. Entonces la recta DB es tangente a la circunfe- 
rencia. 

16) Dado el triángulo OAB rectángulo en O y la cir- 
cunferencia de centro C, que pasa por O y es 
tangente en A al lado AB , se prolonga BO hasta 
encontrar la circunferencia en D. Entonces A } C y 
D son colineales (Ver figura). 

17) Si los extremos de una cuerda AB de una circun- 
ferencia son diametralmente opuestos a los extre- 
mos de otra cuerda CD, entonces las dos cuerdas 
son paralelas. 

18) Si por un punto P de una circunferencia se trazan 
dos cuferdas perpendiculares AP y PB , entonces 
AB es diámetro. 

19) En una circunferencia se trazan la cuerda AB y la 
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.tangente en A. Sobre la tangente se determina un punto M tal que AM - MB. 
La recta MB corta la circunferencia en N. Entonces MN = NA. 


20 ) 


21 ) 


22 ) 


23) 


Sea ABC un triángulo equilátero inscrito 
en una circunferencia y D un punto cual- 
quiera del arco ÁB. Sobre la recta DC se 
toma un punto M tal que DM = DA (Ver 
figura). Entonces se cumple que: 

a) el triángulo ADM es equilátero 

b) MC = DB 

c) DC = DA + DB 

Las bases de las perpendiculares trazadas 
desde un punto cualquiera de una circun- 
ferencia a los lados de un triángulo inscri- 
to en ella son colineales. 

Dado un triángulo OAB rectángulo en O, 
se traza una circunferencia que tienc por 
diámetro la mediana OM s La circunfe- 
rencia pasa entonces por N y P. puntos 
medios de los catetos, y por H, pie de la 
altura trazada desde el vértice O (Ver 
figura). 




En una semicircunferencia de diámetro 

AB y centro O se trazan las mediatrices de los radios OA y OB. Estas 
cortan. respectivamente, la semicircunferencia en M y N. Entonces los arcos 
AM, MN y NB son de igual longitud. 


24) Sean dos circunterencias concéntricas. La tangente en un punto A de la 
menor corta la mayor en los puntos B y C. Entonces A es el punto medio del 
segmento BC. 
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LA ELIPSE 


Definición * 

Es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos 
puntos fijos Ilamados Focos es constante. 

E1 método que se utiliza en jardinería para construir una elipse nos puede 
’ayudar a visualizar mejor la definición: el método consiste en clavar dos estacas en 
el suelo atando a ellas una cuerda cuya longitud es mayor que la distancia que sepa- 
ra las estacas (Fig. 1). A continuación, con 
algún instrumento que tenga en tensión la 
cuerda, se va trazando un surco en el suelo: 
la marca que se obtiene e$ una elipse y los 
píuntos donde están clavadas las estacas, los 
focos de la misma. 

Es evidente que, en cualquier punto 
de su recorrido, la suma de las distancias del instrumento a cada una de las estacas 
equivale a la longitud total de la cuerda atada a ellas y es, por tanto, constante. 

Situemos una elipse sobre un sistema de ejes coordenados (Fig. 2) de tal 
forma que los focos F y F' queden sobre 
el eje de abscisas y el eje de ordenadas 
sea la mediatriz del segmento FF. 

Llamaremos distancia focal a la 
que separa los focos y la designaremos, 
por comodidad, con 2c: 

Distancia focal = d^ F F>f - 2 c 

A1 punto medio dei segmento 
FF, punto que coincide con el origen del sistema cartesiano, lo llamaremos centro 
de la elipse: 

Centro = punto medio de FF 

Por ser su punto medio, el centro de la elipse divide la distancia focal en dos 
porciones iguales. Cada una recibe el nombre de semidistancia focal: 

Semidistancia focal = \d^ F F ^ = d^ FC ^ = d^ F = c 

Dado que los focos están separados del centro de la eiipse y del origen del 
sistema por una distancia iguai a la de la semidistancia focal c, sus coordenadas son: 

F(-c, 0)y F (c, 0) 

Llamaremos, por último, 2 a la suma de las distancias a los focos desde un 
punto cualquiera P(x,y) de la elipse y radios focales a cada uno de los segmentos 
que unen a P cort los focos: 

(I) 


d(F % p) + d{F,p) ~^ a 


Radios focales = FPy F P 
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Ecuación de la elipse 

La relación (I) nos da la condición que debe satisfacer todo punto que 
pertenezca al lugar geométrico y es, por tanto, la ecuación del mismo: 

d( F ,p) +d( r P ) = 2a 

Calculando las distancias: V, 2 V/ \2 2 * 

yj{x + c) +y- +yj{x- C y +y l =2a 

Pasando uno dc los radicales 
al miembros dc la derecha y 
elevando al cuadrado: 

Desarrollando: 

x 2 -t 2xc + c 2 + y 2 = 4 a 2 - 4a^(x - c) 2 + y 2 + x 2 - 2xc + c 2 + y 2 


{x + cf +y 2 =j^2a--y/(jf-c) 2 +y 2 j 


Reduciendo términos seme- 
jantes y simplificando: 


(jc — c) 2 '+ > 2 - a 2 - xc 

Elcvando nuevamcnte al 



cuadrado y desarrollando: 

a 2 \ 

[x 2 -2xc + c 2 +> 2 j = a 4 -2a 2 xc + x 2 c 


a 1 . 

2 

x 2 - 2crxc + a 2 c 2 + a 2 y 2 = a 4 - 2cTxc - 

2 2 2.2 2 4 22 


a x -x c + a y = a -a c 
(a 2 -c 2 )x 2 +a 2 y 2 =a 2 (a 2 -c 2 ) 


Dividiendo todos los térmi- 
nos por cC^a 1 -r ,: ) obtene- 
mos la ecuación: 

* 2 1 y2 


a 2+ (a 2 -c 2 ) 

Ahora bien, designemos por 
fí y B' (que se encuentran a 
una distancia h del centro) 
los puntos dc intersccción de 
la elipse con el eje de orde- 
ñadas. Como el punto B(0,h) 
está sobre la elipse, debe 
satisfacer su ecuación. Por 
tanto: 

0 b 2 

| 


a 2 (a 2 -c 2 ) 

De donde: 

b 2 =a 2 -c 2 

Sustituyendo en (I?): 

£l + ¿ = 1 

2 ' 1 2 1 

a b 


1 (II) 



(IV) 
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Llamamos 'A y A’ los puntos 
de intersección de la elipse y 
el eje de abscisas. 

Sus coordenadas son v4(-a,0) 
y /t'(a,0). En efccto, se 
comprueba facilmente que 
sátisfacen la ecuación (IV). 


y 

B(Q,b) 

A(^,0)/| 


\k-c.0) 

c Hc, 0) * 


B\Q-b) 


Los puntos A y A' se encuentran ambos a una distancia a del centro y 
separados, por tanto, por una distancia 2 a. ' 

Llamaremos Eje mayor a esta distancia y vértices del eje mayor a los 
♦extremos A y A'\ 

Eje mayor = - 2 a 

Vértices del eje mayor = A y A 

E1 centro de la elipse divide el eje mayor en dos porciones que reciben cada 
una el nombre de Semieje mayor. 

Semieje mayor = = d (AC) = d {AC) = a 

E1 eje mayor es aquel sobre el que se encuentran los focos F y F. 

Los puntos B y B' se encuentran ambos a una distancia b del centro y 
separados entre sí por una distancia 2 b. Llamaremos Eje menor a esta distancia y 
vértices del eje menor a los extremos B y B'. 

Ejemenor = d^ BB ^ = 2b 


Vértices del eje menor = B y B 


Cada una de las porciones que determina el centro sobre el eje meaor recibe 
el nombre de Semieje menor: 

Semieje menor = \d {B B) = d {BC) =d {B C) = b 


Obviamente, las coordenadas de los vértices nos permiten también calcular 
las del centro de la elipse: 

Centro = Punto medio de AA' - Punto medio de BB 

De la igualdad (III) obtenemos la relación entre los semiejes y la semidis- 
tancia focal: 


Relación entre a, b y c: a 2 = b 2 + c 2 


(HI) 


Despejando cada una de las variables de la ecuación (IV) se obtienen las 
siguientes igualdades: 
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’ = ±±ía 2 -x 2 


(V) 


x = ±iJb 2 -y 2 


(VI) 


En la igualdaii (V) sólo se obtienen valores reales si a * 2 < a 2 , es decir, si 

y en la igualdad (VI) si 
\y\<b 

De todo esto se deduce que la elipse se encuentra entre las rectas 
x = a 
x--a 
y=b 
y = -b 

Estas rectas forman un rectán- 
gulo de lados paralelos a los ejes coor- 
denados en el que está inscrita la elip- 
se. La longitud de los lados del rectá,n* 
gulo son 2ay2by sus diagonales concurren en el centro de la elipse. 

Excentricidad de la elipse 

Se le da el nombre de excentricidad de la elipse a la relación entre la distan- 
cia focal y el eje mayor. Se le designa por la letra e: 


x = 

= _a y 1 

* 

— II 

O 

c 

II 

5- 






V 

C Fy 

x 

V — i 

1 


V — —i 


e = 


— 2l 


2a 




(VII) 


Como en la elipse c es menor que a, la fracción ^ será siempre propia y la 
excentricidad. por tanto, una fracción inferior a la unidad: 


0 < e < 1 


De la igualdad a 2 = b 2 + c 2 se obtiene que c = V a 2 - b' y la igualdad (VII) 
se transforma así: 


e = 


Ja 2, - ¡ 


>a 2 -b 2 


= ' 1 - 


b 2 


'V 




(vni) 


La igualdad (VIII) nos ayuda a visualizar mejor el concepto de excentricidad: 
Si en una elipse a es mucho mayor que 
b , el término* será muy pequeño y el 
valor de e se acercará a la unidad. 


- 1 


_ 

a J 
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Sí, en cambio, b y a son muy cercanos en tamaño, 
el valor del término se acercará a la unidad y el de la 

excentricidad a cero. En ese caso la elipse se parecerá a 
una circunferencia. 

En realidad, la circunferencia es un caso particular 
de elipse en la que los semiejes son de igual longitud y la 
excentricidad, por tanto, nula. 



Directrices de la elipse 

Se denominan así dos rectas perpendiculares al eje mayor V situadas a una 
distancia ^ del centro de la elipse. 

Sus ecuaciones, para la elipse que tiene su centro en el origen del sistema de 
éjes coordenados, son: 



Dado que en la elipse e < 1, la fracción j siempre es mayor que a. En 
consecuencia, las directrices están más alejadas del centro de la elipse que los 
vértices del eje mayor y no cortan la elipse sino que son extemas a ella. 

Las directrices de la elipse tienen la siguiente propiedad: si r es la distancia 
de un punto cualquiera M de la elipse a uno de los focos y d la distancia de ese mis- 
mo punto a la directriz correspondiente a tal foco, entonces la relación es igual a 
la excentricidad de la elipse: 

r 

— = e 

d _ 


Propiedad 

Desde un punto cualquiera P de la elipse se traza un segmento PQ perpen 


dicular al eje mayor. La abscisa de P es 
igual a la distancia entre C y Q, y su 
ordenada a la distancia entre P y Q: 

Abscisad eP= q) 

Ordenada de P = d^ PQ ^ 

Como las coordenadas del punto 
deben satisfacer la ecuación de la elipse, 
tendremos (sustituyendo en IV): 


y 



"K . 


C Q ) x 





(IX) 
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Cuerda de la elipse 

es todo segmento que une dos puntos de la elipse. 

Diámetro de la elipse 

es tpda cuerda que pasa por el centro de la elipse. 


Lado recto de la elipse 

La cuerda perpendicular al eje 
mayor y que pasa por uno de los focos 
recibe el nombre de lado recto de la 
elipse. 

En la Fig. 9, PQ y P'Q' son los 
' lados rectos de la elipse y los focos son 
‘sus puntos medios. 

Podemos calcujar la Iongitud del 
lado recto mediante la propiedad (IX). 



= 1 

= Semidistancia focal = c 


. Utilizando (IX): 


Pero 


V-C)] [ d ÍP. 


C )] 1 


a (F.C) 


Sustituyendo: 



= 1 




E1 numerador del miembro 
de la derecha es, por (III), 
igual a b 2 \ 



La longitud total del lado recto PQ es, en consecuencia. 


\p.Q) 


2b L 

a 
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Ecuación canónica de la elipse 

Todo lo dicho hasta.este momento se refiere a la elipse que tiene su centro en 
el origen de coordenadas. 

Hallaremos la ecuación de la elipse 
para el caso de que el centro sea un punto 
cualquiera'‘C(jc ()1 ;y () ), como se muestra en 
la figura. 

Trazamos la perpendicular desde un 
punto cualquiera P(x y y) al eje mayor. E1 

pie Q de la perpendicular tiene la misma 
abscisa x de P y la misma ordenada y 0 de C, 
siendo sus coordenadas, por tanto, Q(x,y 0 ). 

Por la propiedad (IX) podemos escribir: 



Pero d (C ^ = x - x 0 (C y Q sqn puntos de igual ordenada) y ^ = y - y 0 

(P y Q son puntos de igual abscisa). Sustituyendo en la igualdad anterior, tenemos la 
ecuación 



(*-*o ) 2 (y-yo ) 2 _. 

ZV 2 


(X) 


que es la ecuación canónica de una elipse de centro C(jc 0 ,,v 0 ). 

La igualdad (IV) que habíamos utilizado hasta este momento no es más que 
un caso particular de la (X). 


Ellpse de eje mayor paralelo al eje de 
ordenadas 


En el caso de que el eje mayor, que contiene los 
focos F y F\ de la elipse sea paralelo al eje de ordenadas, 
la ecuación canónica se transforma (cosa fácilmente 
demostrable) en esta otra: 


(*-- r o) 2 {y-yof 

,2 ^ 2 “ 1 

b _ a _ 


(XI) 



| Observación: Como a es siempre mayor que b por ser, precisamente, el semieje ! 
i mayor, la ecuación canónica de una elipse nos permite conocer fácilmente la j 

orientación de la misma: si el denominador mayor es el del término que ¡ 
contiene x, el eje mayor será paralelo al de abscisas y, si tomamos éste como j 
eje horizontal , la orientación o aplastamiento de la elipse será horizontal. Si j 
el denominador mayor, en cambio, es el del término que contiene y, el eje j 
mayor de Ia elipse y su orientación serán verticales. 
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De aquí en adelante, para mayor comodidad, diremos que la orientación de la 
elipse es horizontal si el eje mayor es paralelo al de abscisas y vertical si es paralelo 
al de ordenadas. 

Tangente a una elipse en el punto p(jc,,.v i ) 

La ecuación de ia tangente a una elipse en un punto P se puede calcular si se 
conoce su pendiente. 

Calcularemos la pendiente de la tangente a una elipse, de centro en el origen 
de coordenadas y eje mayor sobre el eje de abscisas, en el punto P(p,q). (Utiüzare- 
mos esta letras, y no jc, y y,, para mayor claridad). 


Séa ía ecuación de la tangen- 
te: 

y-q = m(x-p ) 


de donde: 

y = mx - mp + q 

0) 

Sea la ecuación de la elipse: 1 

£Í + ¿ = 1 

2 u 2 

a b 

(2) 

Como el punto P pertenece a 
la elipse, podemos sustituir 
en (2): 

£l + il = 1 

2 T i 2 1 

a b 


Eliminando denominadores: 

b 2 p 2 +a 2 q 2 -a 2 b 2 =0 

(3) 

y, despejando: 

a 2 q 2 =a 2 b 2 -b 2 p 2 

(4) 

Sustituyendo en (2) el valor 
de y obtenido en (1): 

x 2 , ( mx-mp + qf , 
a 2 b 2 


Desarrollando, eliminando 
denominadores y agrupando 
términos semejantes se ob- 
tienc la expresión: 



(a 2 m 2 + ¿> 2 )x 2 - 

(la 2 m 2 p- 2a 2 mq)x + a 2 m 2 p 2 + a 2 q 2 

— 'la'mpq 


E1 valor de x en la expresióh 
anterior es: 


2a 2 m 2 p-2a 2 mq±^(2a 2 m 2 p-2a 2 mq) -4^a 2 m 2 + b 2 ^a 2 m 2 p 2 +a 2 q 2 - 2a 2 mpq-a 2 b 2 j 

2 (a 2 m 2 +b 2 ) 


La expresión anterior nos da las abscisas de los dos puntos en los que la recta 
intersecta la elipse (una cuando se toma el radical positivo y otra cuando se toma 
negativo). Pero para que la recta sea tangente a la elipse, debe tener un único punto 
en común con ella por lo que el radical de la expresión debe ser igual a cero: 
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■(j{2a 2 m 2 p-2a 2 mq) -4(a 2 m 2 +b 2 ja 2 m 2 p 2 +a 2 q 2 -2a 2 mpq-a 2 b 2 ) = 0 

Eliminando el radical. desa- 
rrollando, reduciendo térmi- 

nos y simplificando, se llega „2/2 _ 2\ + 2 + ¡,2 _ 2 =Q 

a la siguicntc.expresion: \ r / r ^ ^ 


El valor dc m cn esta expre- 
sión es: 


Simplificando: 


m = 


-2pq±^4p 2 q 2 

; -4| 

(« 2 - 

VJP-f*) 

ii 

y- 

V) 

1 


m = - 


~Pq±^P 2 q 2 ~{a 2 - P 2 ){b 2 -q 2 ) ' 
a 2 — p 2 


pesarrollando la cantidad r -_ 

subradical y reduciendo tér- -pq + ^/_ a 2 b 2 + a 2 q 2 + b 2 p 2 


m = ■ 


a 2 -p 2 


Pero por la igualdad (3) el 
.radical es igual a cero. Por 
lanto: 

Multiplicando numerador y 
denominador por b 2 : 


E1 dcnominador es, por (4), 
igual a a l q l \ 


De donde: 


ZEl 

2 2 
a p 


-b-pq 

rn — 2» 2 i 2 2 

a b —b p 


m = 


m = 


~b 2 pq 

a 2 q 2 

~b 2 p 

a 2 q 


La pendiente de la tangente a una elipse en el punto / > (x ] ,j|), si el eje mayor 
coincide con el de abscisas y el centro con el origen del sistema, es, pues, 


m = 


-b 2 x¡ 

a 2 y\ 


Mediante un ptóceso análogo puede determinarse que la pendiente de la 
tangente a una elipse de centro C(x 0 ,y 0 ) y eje mayor paralelo al de abscisas es 


-b 2 

(jc, -x 0 

) 

m ~ a 2 { 

>’i -y<>) 



Y la pendiente de la tangente a una elipse de centro C(jc 0 ,y 0 ) y eje mayor 
paralelo al de ordenadas es 


' _- fl2 

(x t -x 0 

) 

1 

i 
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Nota: En el siguiente cuadro-resumen podrán observarse cambios en la formulación i 

de algunas de las igualdades de las hasta ahora estudiadas. Estos cambios se | 
deben al hecho de tomar un punto cualquiera como centro de la elipse y no el i 
origen del sistema de ejes coordenados. 


Elipse 

Lugar geométrico . de 
, los puntos del plano cuya suma 
de distancias a dos puntos fijos 
llamados focos es constante. 


Elementos 

Centro: 

Focos: 

Vértices: 

Eje mayor: 

Semieje mayor: 
Eje menor: 
Semieje menor: 
Distancia focal: 


Resumen 



F y F (se encuentran sobre el eje mayor) 
A, A', ByB' 


\^(A,A') = ^{A.C) “ C ) ~ a (42 ) 

d(B.B) 

\^(B.B) = d(B.C) ~ ^(fl'.C) = ^ ) 


Semidistancia focal: 

Radios focales: 
Directrices: 

Lados rectos: 
Excentricidad: 

Relación entre a, b y c: 

Ecuación canónica de la elipse 

Caso 1 

(eje mayor horizontal) 


\d(F.F) “ ^(f.c) ~ d( f.c) = c 

FMy ~MF 

/. yh 

PQ y P'Q' 

e = í = (e<D 

a 2 —b 2 +c 2 

Caso II 

(Eje mayor vertical) 



(44 (i ) 


(45 <; ) 

(46 <: ) 


(-*-- l o) 2 (j-yo) 2 

i * . — r 


(tr~) 


b" a‘ 


Nota: en la ecuación de la elipse, a 2 es siempre el denominador mayor. 


conicas 493 


























Coordenadas del Centro: C es el punto medio de AA', BB' y FF 

Coordenadas de los vértices y de los focos: 


Casoi 


Caso II 


de A y A': (x a ±a,y v ) 


(•'O’.Vd - a ) 


de F y-f: (jt (l ±c,y„) 

(48 ,; l 

(jr 0 ,y„±c) 

(48a'l 

de B y B': (jr 0 ,y u ±í>) 


(±« ±¿>.y„) 


Ecuaciones de las directrices: 




Caso I 


Caso II 


x = x 0 ±f 

(49 ,; ) 

>’ = >o±f > 

(49a <; ) 


2b ¿ 

\ Longitud del lado recto: d {pQ) =d {PQ) = - (50 <; ) 

Pehdiente de ia tangente en el punto P(x, ,v,) 


Caso I . 

b (•*! ~ ) 

« 2 (yi-yo) 




C’aso II 


m — - 


* '(. v i ->n) 


(51 ü 4, ) 


Nota: 


1) En los ejemplos de las páginas que siguen utilizaremos los niimeros 
asignados a la igualdades tal coino aparecen en el cuadro anterior. 

2) Llamaremos "hacer el estudio 
siguientes aspectos: 

completo” de unu elipse a señalar los 

Centro 

Coordenadas de vértices y focos 

Semiejes 

Excentricidad 

Orientación 

Ecuaciones de las directrices 

Representación gráfica 
Semidistancia focai 

Longitud del lado recto 

Eiemplo 18 


Hacer el estudio completo de la elipse 


U-3) 2 (y + 2) 2 _ 

25 9 


Cgntrp y sgmiejes 

La ecuáción de la elipsc cn 
su forma canónica nos 
proporciona los siguientes 
datos: 

Centro de la elipse: C(3, —2) 


Semiejc mayor (denpmina- ^ 

dor mayor): a — 25 a — 5 
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Scmieje menor: 


b = 3 


b 2 =9 

Qrientación: como a 2 divide 
el término que contiene x . la 
orientación cs horizontak Orientación horizontal 


Representación Gráfica 

Señalamos primero el centro 
cn un sistema de ejes coor- 
dcnados. En el centro sc cru- 
zan el eje mayor (horizontal 
en este caso) y el ejc menor. 
Como el semicje mayor a 
mide 5, señalamos los vérti- 
ces A y A' a cinco unidadcs 
hacra la izquierda y hacia la 
derecha del ccntro. Y como 
♦ el semiejc menor b mide 3, 
. señalamos los vértices B y ti' 
a tres unidadcs por encima y 
por debajo del centro. 



Tal como estudiamos en la 
pág. 487. por los vértices pa- 
san las cuatro rectas (perpcn- 
diculares a los ejes de la 
clipse) que fonnan el rectán- 
gulo en el que está inscrita la 
elipse. 


Trazamos, por último, 
elipse: 




Semidistancia focal: sustitu- 
ycndo los valores de a y b cn 
(46 t: ) tenemos: ^,.2 _ ^5 _ 9 _ j ^ 

C = 4 


Vénices dd eje nwyw y fo- 

cos: Los vértices del eje 
mayor y los íocos están 
sobre la misma horizontal 
dcl centro y tendrán. por 
tanto. la misma ordenada: 


M 

A( 


.- 2 ) 

.- 2 ) 


F( -2) 
F( -2) 
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Para obtener las abscisas de 
A y A' restamos y sumamos 
(tal como hicimos para 
señalarlas en cl gráfico) 
cinco unidades (a = 5) a 1a 
abscisa del ccntro (48 <; ): /4(3 -5,-2) 

/V (3 + 5 ,-2) 

Para obtener la de los Jbcos, 
restamos y sumamos 4 
ünidades (c = 4) a la abscisa 
del centro (48°): 


/4(3-5,-2) 

A (3 + 5 ,-2) 


n .- 2 ) 

.- 2 ) 


F( 3-4,-2) 
F (3 + 4,-2) 


En definitiva: 

A(-2,-2) 

F(-l,-2) 

* 

A (8 ,-2) 

F (7,-2) 

Vértices del eje menor: están 
sobre la misma vertical del 
centro y tienen, por tanto, la 1 
misma abscisa: 

B(X ) 

B( 3, 

Su. ordenada se obtiene 
sumando y restando 3 unida- 
des (b = 3) a la ordcnada dcl 
centro (48 <; ): 

•» 

B( 3,-2+ 3) 

F( 3,-2-: 


fi(3,1) B( 3,-5) 


Excentricidad : se calcula 
medianle (45'’): 



Directrices: Se encuenlran a 

una distancia — del centro: 

€ 


a 

e 


5 _ 

4 

5 


25 

4 


Sus ecuaciones son (49*'): 


* = 3±f 


/, =4*-37 = 0 


Lado Recto: mediante (50 <; ): 


PQ=PQ = f 


Para finalizar, incluimos en 
el gráfico los últimos ele- 
mentos que hemos hallado: 


/ 2 =4x + 13 = 0 
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Eiemplo 19 


Hacer el estudio completo de la elipse 


(x + 4) 2 (y-5) 2 =1 

9 36 


Cgntro y xmicjgs 

La clipse tiene su centro en: 


C(-4,5) 


Senueje mayor (denomma- 

dor mayor): a — 36 0 = 6 

Semieje menor: b* =9 b = 3 

Onentación: como a 2 divide 
el término que contiene y, 
tendremos: Orientación vertical 


Repfgsgotawidü GráTiwa 

Señalamos el centro y los 

ejes, que se intersectan en el 

centro. Sobre el eje mayor 

(que esta vez es vertical)* 

señalamos 6 unidades (a = 6) 

por encima y por debajo del , 

centro para obtener A y A'. 

Sobre el eje menor señala- 
mos 3 unidades (b = 3) hacia 
la izquicrda y hacia ia dere- 
cha del centro para obtener B 

y&. 

Por los vértices pasamos las 
rectas perpendiculares a los 
ejes de la elipse que forman 
el rectángulo en el que ésta 
está inscrita. 

Trazamos, finalmente, la e- 
lipse. 

Scinidisianaa local; sustitu- 
ycndo los valores de a y b en 
(46°) tenemos: C 2 =36 — 9 

c = 3V3 



27 


Yénires dgl cjc maypr y fo- 

cos: están situados esta vez- 
en la misma vertica! de) cen- 
tro y tendrán, por tanto, la 
misma abscisa. Sumando y 
restando 6 unidades (d = 6) a 
la ordenada del centro obten- 
dremos A y A'\ sumando y 
restando 3>/3 (c = 3>/3 ) a 
la ordenada del centro obten- 
dremos F y F (48a G ): 


A(-4,ll) 

F(- 4.5 + 3V3) 

4'(-4,-1) 

F (—4-, 5 — 3-v/3) 
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Vértiees dcl e , je mcnor: están 
sobre la misma horizontal 
del centro y tienen, por tan- 
to, la misma ordcnada. 

Restando y sumando 3 uni- 
dades (b = 3) a la abscisa del 
centro obtcntmos B v B' 
(48a c ): 

• Excentricidad: (45*’): 


B(-l,5) B (-1,5) 


v3 


Directrices: Se cncuentran a 
una distancia — dcl centro: a 

e 



/ 


Sus ecuaciones son (49 ,; ): 


/, = y - 5 - 4 v3 = 0 


l 2 =y -5 + 4V3 = 0 


Lado Recto: mediante (5Ü G ): 


PQ = B Q = 3 


Incluimos en el gráfico los 
últimos elementos quc hc- 
mos hallado: 



Ecuación general de la elipse 

Si desarrollamos.la ecuación canónica de la elipse (47 G ), eliminamos los 
denominadores y reducimos términos semejantes, obtendremos una ecuación de la 
forma 


Ax 2 + By 2 +Cx + Dy + E = () 


(51°) 


que llamaremos Ecuación General de la elipse. 

Característica de la ecuación general de la elipse es que los términos cuadrá- 
ticos son ambos positivos y de distinto coeficiente: 

/4 > 0; B>0; A*B 
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Obtención de la ecuación canónica a partir de la 
ecuación general: Método de completación de cuadrados 

Tuvimos opojtunidad de conocer el método cuando estudiamos la circunfe- 
rencia ípág. 453). Con pequeñas variantes, se aplica también a la ecuación de la 
elipse. Lo expiicaremos con un ejemplo concreto: 

Eiemplo 20 

y 2 

La ecuación general de una elipse es x +5 y -+* IOjc — 15y —10 = 0. Llevar la 
ecuación a la forma canónica. 

1) Agrupamos los lérminos 

que conticnen x y los que * 


conticnen y y pasamos el 
término independiente al 
miembro dc la derecha: 

x 2 + 10jt + 5y 2 -15y = 10 

2) Sacamos factor común A 
cn cl primcr grupo y fí en q! 
scgundo (Dado que en este 
caso A = 1 . sólo sacamos 
factor común B en cl segun- 
do grupo): 

(jc 2 + lOx ’ ) + 5(> 2 -3y )= 10 

3) Complctamos cuadrados: 

2hx = lOx 2 ky = -3y 

h = 5 Jt = -| 

h 2 = 25 k 2 =$ 

Sumando los cuadrados en 
atnbos miembros de Ia 
ccuación: 

(x 2 + 10jc + 25) + 5(y 2 - 3y +1) = 10 + 25 + 5 • f 

(Nótesc quc la cantidad su- 
mada en cl segundo parén- 
tesis eslá multiplicada, con 
!os demás términos del pa- 
rcntesis. por 5 y en conse- 
cuencia. al sumarla en el 
miembro de la derecha la 
muítipticamos también por 
5). 


Kactorizando y reduciendo 
términos: 


4) En la ccuación canónica 
de la elipsc, el término del 
miembro de la derecha debe 
scr la unidad. Para obtcner 
esto. dividimos todos los 

. • 185 

terminos por -j-: 

{x + $f 

1 o C ’ I O c * 

* 

185 185 

4 4 
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Por último, simplificando: 


(jc + 5) 2 1 

[y-ü 

i 1 -, 

185 r 

4 

37 

4 



Ejemplo 2J 


Hacerel estudio completo de laelipse 3 jc 2 +28y 2 + 12jt-56y +10 = 0. 

Llevamos primero la ecua- 
ción a la forma canónica: 


Agrupando por variables: 

3j: 2 +12jc + 28y 2 - 

LTi 

0 

V: 

II 

1 

O 

Sacándo factor común A y B, 
respectivamentc, en cada 
grupo: 

3(jc 2 + 4jc ) + 28| 

y-*> )- 


2hx - 4jc 

2 ky = ~. 

• 

h = 2 

k = -\ 


\ 2 =4 

II 

n 

Aí 

Sumando a ambos miembros 

3(jc 2 + 4jc + 4) + 28| 

(y 2 -2y + l) = - 

Factorizando: 

3(jc + 2) 2 + 28(_v-l 

II 

K) 

O 

Dividiendo todos los térmi- 
nos por 20 para obtcner 1 en 
el micmbro de la derecha: 

3(^ + 2) 2 28 (y- 

20 20 

‘) ! =, 

Simplificando: 

3(* + 2) 2 7(y-l 

20 5 


Pasando los coeficientes de 
los numeradores al otro cx- 
trcmo de la fracción: 

(x + 2) 2 (j-1) 2 

20 r 5 

3 7 

= 1 

^STUDIO DE LAELI£SE 



Centro 

C(-2,l) 


Semiejes: 

sh 

11 

r>i 

« = ^ = 2,6 


b 2 =4 

b = ^- = 0,2 

Oricntación: * 

Horizontal 
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Rcpresemación firáfica 


Scñalamos cn el gráfico cen- 
tro, vértices. rectángulo*en el 
que está inscrita la elipse y 
elipse: 



Scniidi^ancialQgai 


-2 _ 20 5 _ 125 
c “ 3 7 “ 21 

.._ sVwjs-21 

C " 21 


Vé nivgs.üfil cjg r na yor y fo- 

cos: tiencn la misma orde- 
nada dcl ccntro; sus abscisas 
se calculan mediante (48*'): 



| F(-2-^,l) 

A (-2 + ^,1 

) F (-2 + ^,l) 


Vérticcs del ejc mcnor: tie- 
nen la misma abscisa del 
centro; sus ordenadas se 
calculan mcdiante (48°): 


e(-2,l + ^) B (-2.1 - -^) 


Excentricidad: (45 1 ’): 


e - 


5 V105 
~ 21 

2 yf\5 

3 



Pirccirkcs; 


Sus ecuaciones son (49 c ). 



SV7 

14 


28v 105 „ -7 

105 - L ' ' 


X 


^ , 28 V105 
' Z X 105 


/, = 105x + 210 + 28 V Í05 = 0 


Lado Rccto: (50 1 '): 


/ 2 sl05x + 210 - 28x/l05 =0 


PQ=PQ = 


Incluimos en cl gráfico los 
últimos elemcntos que he- 
mos hallado: 
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( Ejerciclo124 


Hacer el estudio completo de las siguientes eiipses: 


1) 4jc 2 + y 2 + 40x - 8y + 80 = 0 

2) 9jc 2 +25y 2 +36,c-189 = 0 

3) 3jc 2 +4y 2 -12jc + 24y + 36 = 0 

4) 3x 2 +2y 2 +12 jc — 4_y + 8 = 0 

5) jc 2 +2y 2 - 4 = 0 

6) 16x 2 + 9y 2 + 32jc - 54y - 47 = 0 

7) 36jc 2 + 49y 2 - 432 jc + 392.v + 316 = 0 

8) 4jc 2 + > 2 + 40jc - 2y + 37 = 0 



10) 9jc 2 + 4y 2 - 54jc - 56y + 241 = 0 

11) jc 2 +4y 2 -10jc + 16y + 25 = 0 


12) x 2 + 4y 2 + 4jc - 8)" = 0 

13) 9jc 2 + 25y 2 - 100y-125 = 0 

14) 4jc 2 + 9y 2 - 4x - 6y - 34 = 0 

15) 9x 2 +4y 2 -90x +213 = 0 

16) 36jc 2 + 4y 2 - 48x + 4y- 127 = 0 

Eimute 21 

Hallar la ecuación general de Ia elipse de la que se conocen los vértices 
A(-4,4); #(1,8) y un foco F(4,4). 


Para delerminar la ecuación 
de una elipse necesitamos 
conocer los siguientes eie- 
mentos: centro, semiejes y 
orientación. 

Señalamos en un gráfico los 
datos conocidos. 


-h-1-h ♦ +- i f 

o 


x 


Como los focos están sobre 
el eje mayor,- éste es, en 

nuestro ejempio, hortzontal. Orientación horizontal (Caso I) 

Cuando la elipse está 
oríenlada horizontalmcnte, el 
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centro tiene Ia misma orde- 
nada de lps focos y los vérti- 
ces del eje mayor y la misma 
abscisa de los vértices del 
eje menor. 


Las coordenadas del centro 
son, pues: „ 

C(l,4) 

Semieje mayor (42°) 

« = ^.o = i-H)=5 
a 2 = 25 

Semieje menor (43 G ) 

b = d^ BC j =8 — 4 = 4 

b 2 = 16 

La ecuación canónica de la 
• elipse es: 

(x-lj 2 (y- 4) 2 

25 16 

Llevada a forma general: 

16jc 2 + 25y 2 - 32x - 200y + 16 = 0 

Eiemplo 23 



Hallar la ecuación general de la elipse de la que se conocen los vértices 
B[\ ,3) y B (y,3) y la excentricidad e = j. 


Colocamos en un gráfico los 
elementos que pueden ser 
señalados. 

- - 

0Q* - 

◄- i — -4 — i- 

P 

—i - —i —i — i-H —|— i — ► 

0. x 

Es obvio que el eje menor de 
la elipse es horizontal y por 
tanto ésta está orientada 
verticalmente. 

Orientación vertical (Caso 11) 

Semieje menor (43°): 

b = l d (B.B) = l(l _ Í) = í' 3 = I 

i> 2= ! 

Cálculo del semieje mayor 

Por la relación (46 G ) tene- 
mos que: 

a 2 = b 1 +c 2 

> 

a 2 =j + c 2 (1) 
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Por otra parte, conocemos ci 

vaior de ia exccntrickiad: A 

£ 4 

- a ~ 5 


Despejando c en (2) y susti- 
tuyendo en (I) Qbtenemos: 


25 

4 


La ecuación canónica de la 
eiipse es (47a c >: 


(*-2¿ (y-3f . 

9 25 


( 2 ) 


Lievada a forma general: 


100* 2 + 36/- 400*-216.y +499 = 0 / 


EisattaM _ 

Hallar la ecuactón generai de la elipse que pasa por el punto />(1,4), tiene su 
centro en C(-3 t l) y uno de los vértices del eje mayor es A^-3,1 - 3^5 j. 


Señalamos en un gráfico los 
elementos conocidos. 


Obviamente ei eje mayor es 
verticai 


Orientación vertical 


Semieje mayor: 


= 3^5 
a 2 =45 


Sea la ecuación de la eiipse 
(Caso II): 


(*-*o) 2 , (yzyof } 
b 2 a 2 



Sustituyendo valorcs conoci- 

dos: 


Como el fKjnto P( 1,4) perte- 
nece a la eüpse, sus coorde- 
nadas deben satisfacer la 
ecuación. Por tanto, sustitu- 
yendo, tencmos: 


Resolviendo, sé obtiene para 
b 2 ei siguiente valor. 


(* + 3) 2 (y-1) 2 

b 2 45 


(1 + 3) 1 (4-1)’ 

b' 45 


b 1 = 20 
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EjmBte-21 

Las rectas /,sjc-f*30 = 0 y / 2 sx~24 = 0 son las directrices de una elipse 
y i4(6,2) uno de los vértices del eje mayor. Hallar la ecuación general de la elipse. 


Scñalamos en un gráfíco los 
elemcntos conocidos. 

''t 

i . i 

-t55- 1 - 1 -—--'- 1 ¡24 1 ► 

: 0 : x 

1 1 

• 1 

• 1 

A1 scr vcrticales las direc- 
trices, la elipse debe tener 

i • 

/ 

Orientación horizontal (Caso I) 

E1 centro de !a elipse debe 
estar a igual distancia de las 
dircctrices. Su abscisa será. 
pues: 

- _ -30+24 _ o 
*0 - 2 - - 

Como el eje mayor es hori- 
zontal, la ordenada dei cen- 
tro será la misma del punto 

A: 

II 

5? 

Las coordenadas del centro 

son entonces: 

C(-3,2) 

Semieje mayor (42 r ’): 

a = — 6 — (—3) = 9 

Despejando x en la ecuación 
de / 2 , tenemos: 

x = 2A 

Sabemos por (45°) que la 
ecuación de la dircctriz es: 

x = *o + 7 

En nuestro ejemplo: 

x 0 +f = 24 

Sustituyendo valorcs: 

-3 + ’ = 24 

De donde: 

II 

u»|— 

Pero e = ~ (45^). Por tanto 

II 

Sustituyendo el valor de a 
obtenemos: 

c = 3 

Semieje menor: 

b 2 = a 2 -c 2 =81-9 = 72 

La ecuación canónica de !a 
elipse es: 

* 

(* + 3) 2 (y-2) 2 

81 72 

En forma generai: 

4 í " - 

Zx 2 + 9 y 2 + 48jc -36y-540 = 0 
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( Ejercicio 125 

En cada uno de los siguientes ejercicios se dan datos de una elipse. Hallar en 
cada caso la ecuación general. 

(l) A(4,3); 6(4,-2); C(l,-2) 

2) A(-2,2); A'(6,2); 6(2,-1) ^ 

' / 3)) A(-3,0); A' (7,0); F(-2,0) ' 

4) A(-2,2); C(4,2); Distancia focal = 4v r 5 

5) 6(2,3); C(2,1); Semieje mayor = 6 ' 

■ 6) F(-6,3); F (2,3); e = \ 

. 7) A(-3,6); A' (-3,0); e = \ 

8) 6(-4,-l); B (-4, -7); e = 0,8 

9) F(-l,2); F (5,2); Eje mayor = 10 

10) F(l,5); F (1,-3); Semieje níenor = 2 

11) A(-3,6); A' (-3,0); e = \ 

12) C(3, -1); e = —; Eje menor (horizontal) = 4 

13) A(—4,1); F(-3,1); C(l,l) 

14) 6(0,5); F(4,0); C(4,5) 

15) 6(-3,-l); C(-3,-7); e = \ 

16) Eje mayor (vertical) = 14; Distancia focal = 8; C(3,5) 

17) Un vértice mayor y uno menor son los puntos de intersección de la recta 
3 jc + 7y - 21 = 0 con los ejes coordenados. 

18) /4(-2,0); C(2,0); la elipse pasa por el punto ^4,-^p.j. 

19) /4(5,1); C(-3,l);laelipsepasaporelpunto P(l,-1). 

20) A(3,0); Centro.en el origen y pasa por p|l,-^-j. 

21) Sus ejes coinciden con los ejes coordenados, pasa por el punto /^3,-^-j y 
es tangente a la recta x + 2y - 8 = 0. 

22) Sus ejes coinciden con los ejes coordenados y pasa por P( 1,3) y <2(2,1). 

23) Sus ejes coinciden con los ejes coordenados y pasa por P(-l,l) y Q(2, -j). 

24) C(-2,1); e = ; una de sus directrices es / = x - 27 = 0. 

25) Tiene su centro en C(3,6) y es tangente a los dos ejes de coordenadas. 

26) Tiene los focos en (±3,0) y cada lado recto mide 9. 
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27) . Tiene los focos en F(l, 4) y F (11,4) y la longitud de cada lado recto es 4-. 

28) Está inscrita en el rectángulo que forman las rectas /, sx + 5 = 0; 
/ 2 = y-12 = 0; / 3 = Jt + l = 0 y / 4 =j- 2 = 0. 

29) Está inscrita en el rectángulo que forman las rectas /,sjt- 2 = 0; 
l 2 =y -4 = 0; / 3 = jc- 13 = 0 y / 4 =>? +1 = 0. 

30) C(-2,3); los extremos de un lado recto son f( 6,4^) y Q{6,- 1). 

31) A( 1,0); C(l, -2); /, = y - 2 = 0 y / 2 = y + 6 = 0 son las directrices. 

32) Sus ejes coinciden con los ejes coordenados y pasa por F(4,3) y 2(6,2). 

/ 

33) C(-2, -2); e = |; eje mayor horizontal; longitud del lado recto = . 

34) E1 eje mayor coincide con el de abscisas y el eje menor con el de 
ordenadas; pasa por F(6,4); ¿ = 0,75. 

35) F(2,3); F (2,-1); las directrices son /,=2y-ll = 0y / 2 = 2y+ 7 = 0. 

36) C(3,-l); e = 0,6; las directrices son /, = 3 jc - 34 = 0 y / 2 = 3x +16 = 0. 

37) Pasa por los puntos P(-9,5*); 2(-l 1,2); R(- 1,-3) y 5(5,-2). 

38) Pasa por los puntos P(-l,7); 2(6,5); F(8,2) y 5(-8,-l). 

39) Pasa por los puntos P(0,1); 0(1,—1); F(2,2) y 5(4,0). 

40) C(3,2); F(l,2); la distancia entre sus directrices es 16. 

41) C( 0,-^1); e = la distancia entre sus directrices es 24; eje mayor vertical. 

42) C(2,5); la elipse es tangente a los dos ejes coordenados. 

¡2 

43) F(-2,4); la ecuación del eje mayor es y - 1 = 0; e = —. 

44) B( 9,2); e = ^; la ecuación del eje mayor es x - 3 = 0. 

45) C(2,-5); el eje mayor (paralelo al de abscisas) es cuatro veces el eje 
menor; la elipse pasa por P(4,-3). 

46) C(3, -4); la suma se sus semiejes es igual a 5^5 y la distancia focal, 10. 

47) F(-l, 2); C(3,2); la suma de los semiejes es igual a la distancia focal. 

48) /, = 4y - 33 = 0 y / 2 = 4y +17 = 0 son las directrices; la ecuación de eje 
mayoresjc+l=0; e = 


( Ejercicio 126 

1) Demostrar que el lugar geométrico de los puntos medios de las ordenadas 
de todos los puntos de una circunferencia es una elipse. 

2) Dempstrar que si la ordenada de cada punto de una circunferencia se 
multipiica por una constante k * 0, el lugar geométrico resultante es una 
elipse. 

3) Un arco semielíptico tiene 24 m de base y 8 m de altura. Calcular la altura 
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del arco sobre un punto de la base que esté 4 m de uno de los extremos y la 
altura del arco sobre un punto de la base que esté a 6 m del centro. 

4) La luz de un~arco semielíptico tiene un ancho de 4 m en la base del piso y 
un altura de 3 m. ¿Puede pasarse a través del arco un cajón de perfil 
rectangular de 2 m de ancho y 2,70 m de altura? ¿Puede pasarse la caja si se 
le da una rotación de modo que su perfil tenga 2,70 m de ancho y 2 m de 
altura? 

5) Hallar las ecuaciones de los radios focales correspondientes al punto 
/>(-3,1) en la elipse 3jc 2 + 4y 2 + 30x +16> + 43 = 0. 

6) La órbita de la tierra alrededor del sol es elíptica con el sol^situado en uno 
de los focos. Si la excentricidad es e = 0,017 y la longitud del eje mayor es 
de 299 millones de kilómetros, haliar !a máxima y la mínima distancia entre 
la tierra y el sol. 

7) Hallar el área del rombo que tiene dos vértices en los focos de la elipse 
25x 2 + 4> 2 + 250jc -16> + 541 = 0 y los otros dos vértices en los extremos 
del eje menor. 

8) Calcuiar la distancia desde el* origen del sistema de ejes coordenados a la 
recta que pasa por un foco y el extremo derecho del eje menor de la elipse 
5x 2 +y 2 -10x-4y+225 = 0. 

9) Hallar la ecuación general de la recta que pasa por el punto de menor 
abscisa de la elipse 7jc 2 +16y 2 — 14jc — 64y -41 = 0 y por un punto M de 

abscisa 3 que se encuentra a una distancia de 5V2 del foco derecho de la 
misma elipse. 

10) E1 semieje de una elipse se ve desde los focos con un ángulo de 60°. ¿Cuál 
es la excentricidad de la elipse? 

11) Calcular la longitud del radio de la circunferencia que pasa por los cuatro 

2 2 2 2 
X y x y 

puntos de intersección de las elipses — + -H- = 1 y — + = 1. 

a b~ b~ a" 

12) Hallar )a ecuación de ia tangente a la elipse x 2 + 4> 2 - 6x - 8y + 3 = 0 que 
es paralela a la recta 3x + 2> + 7 = 0. 

13) Hallar la ecuación de la tangente a la elipse jc 2 +3> 2 +6jc-12> + 9 = 0 
que es perpendicular a la recta 2jc + 2> + 3 = 0. 

14) Hallar la ecuación de la tangente a la elipse 8jc 2 + > 2 - 80jc + 2> +177 = 0 
que es paralela a la recta jc - 32y +177 = 0. 

15) ¿Cuál debe ser la pendiente m de la recta y = mx + k para que ésta sea 

■> i 

x*- y“ 

tangente a la elipse —x- + = 1 ? 

a • b 

16) CalCular a qué distancia de la recta 3jc->-6 = 0 se encuentra la elipse 
7>x 2 +y 2 + 12jc-8y-8 = 0. 
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17) Demostrar analíticamente que las tangentes a una elipse en los extremos de 
un mismo diámetro ison paralelas. 

18) Determinar cuál es el punto de la elipse x 2 +5 y 2 -25 = 0 que está más 
alejado de la recta 2jc + 5y -I- 31 = 0 . 

19) Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto A/(5,0) a la 
elipse 4jc 2 + y 2 - 20 = 0. 

20) Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto A/(0, a la 
elipse x 2 + 9 y 2 - 45 = 0. 

21) Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el puñto A/(-3,4) a la 
elipse 5jt 2 + 9y 2 + 30jc + 36 y -189 = 0. 

22) Se han trazado tangentes a la elipse 16jc 2 + 25 y 2 -400 = 0 desde el punto 
A/(10-8). Hallar la ecuación general de la cuerda que une los puntos de 
tangencia. 

23) Se han trazado tangentes a la elipse Jt 2 + 4 y 2 + 10jt - 32y + 69 = 0 desde el 
punto M(l,5). Hallar la ecuaclón general de la cuerda que une los puntos de 
tangencia. 

24) Los ejes de una elipse coinciden con los ejes coordenados. Hallar la ecua- 
ción de la elipse sabiendo que es tangente a las rectas /, = jt + 4y -10 = 0 y 
/ 2 = jt-y-5 = 0. 

25) Demostrar analíticamente que el producto de las distancias de los focos de 
una elipse a una tangente cualquiera es igual al cuadrado del semieje 
menor. 

26) Utilizando el teorema demostrado en el ejercicio anterior, hallar la ecuación 
general de la elipse que tiene sus focos en (o,±VÍ4) y es tangente a la recta 
jt + 2y-14 = 0. 

27) Utilizando el teorema del ejercicio 25, hallar la ecuación general de la 
elipse tangente a /, s2jt + y-12 = 0, con eje menor igual a 4V6 y ejes 
coincidentes con los ejes coordenados. 

28) Demostrar analíticamente que la tangente a una elipse en un punto M forma 
ángulos iguales con los radios focales FM y MF. 

29) Desde el foco izquierdo de la elipse 4jt 2 + 9y 2 -180 = 0 se dirige un rayo 
de luz de pendiente -2. E1 rayo llega a la elipse y se refleja. Hallar la 
ecuación general del rayo reflejado. 

30) Desde el foco derecho de la elipse 8jt 2 +17y 2 -32jt-136y + 168 = 0 se 
dirige un rayo de luz de pendiente 4. E1 rayo llega a la elipse y se refleja. 
Hallar la ecuación general del rayo reflejado. 

31) En la élipse 4jt 2 + y 2 + 8jt - 4y-12 = 0, Af(-|,3) es el punto medio de 
una cuerda. Determinar la longitud de esa cuerda. 

32) La base fija de un triángulo tiene por extremos los puntos A(2,3) y /5(8,3). 
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Hallar la ecuación del lugar geométrico del tercer vértice C si éste se mueve 
de tal forma que el producto de las tangentes de los ángulos de la base es 
siempre igual a 3. 

33) Demostrar analíticamente que la pendiente de la tangente a una elipse en el 
extremo de un lado recto es, en valor absoluto, igual a la excentricidad de la 
elipse. 

34) Por el origen del sistema de ejes coordenados y por el centro de la elipse 
x 2 -i-4y 2 -6jc-24y + 29 = 0 se traza una recta. Calcular la longitud dc la 
cuerda que la elipse determina sobre la recta. 

35) En la elipse 16x 2 + 25y 2 -400 = 0 se inscribe un triáugulo equilátero 
haciendo coincidir uno de sus vértices con el vértice derecho del eje mayor 
de la elipse. Hallar las coordenadas de los otros dos vértices del triángulo. 

• 36) Determinar las coordenadas de los vértices del cuadrado inscrito en la 

elipse x 2 + 4y 2 + 2jc — 24y + 17 = 0. 

37) Se inscribe un rectángulo en la elipse jc 2 +4v 2 -16 = 0. Determinar los 
vértices del rectángulo sabiendo que sus lados mayores son paralelos al ejc 
de abscisas y su longitud es el doble de la de los lados menores. 

38) En una elipse, la distancia entre los extremos de los ejes mayor y menot es 
igual a la distancia focal. ¿Cuál es la excentricidad de la elipse? 

39) Determinar en la elipse 9x 2 + 5y 2 - 18a: -lOy-166 = 0 dos puntos tales 
que su distancia al foco inferior de la elipse sea el doble de su distancia al 
foco superior. 

40) Demostrar analíticamente que el lugar geométrico de los puntos medios de 
las cuerdas de una elipse trazadas por un extremo del eje mayor es una 
elipse. 

41) Un punto se mueve de tal forma que su distancia al punto P( 0,9) es siempre 
igual a | de su distancia a la recta y - 16 = 0. Hallar la ecuación de su 

lugar geométrico. 
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LA HIPERBOLA 


Es el lugar geométrico de los puntos del plano 
cuya diferencia de distancias a dos punlos fijos 
llamados focos, tomada en valor absoluto, es 
constante. 


En la figura se señalan los focos F y F' de una 
hipérbola y cuatro puntos P { 2 3 4 de e ^ a - 


Definición 


Se verifica en la gráfica que 


\FP t -P X F | = | FP 2 - P 2 F | = | FP y -P)F | = 
= \FP 4 - P 4 F | = Conslante 



Llamaremos distancia focal a la que separa / \ 

los focos y la designaremos por 2c: ' 

Distancia focal = d^ r) = 2c 

AI punto medio del segmento FF' lo llamaremos centro de la elipse: 

Centro = punto medio de FF 

Cada una de las porciones iguales en las que el centro divide la distancia 
focal recibe el nombre de semidistancia focal: 


Semidistancia focal = \d^ F r) = d^ F c) = d^ F C ) =c 


Si situamos la hipérbola en un sistema de ejes coordenados de forma que el 
centro de aquélla coincida con el origen de ésta y los focos estén sobre el eje de 
abscisas, las coordenadas de los focos serán, en virtud de lo anterior: 


F(-c,0) y F (c,0) 


Designaremos por 2 a el valor absoluto de la diferencia de las distancias desde 
un punto P{x,y) cualquiera de la hipérbola a los focos: 



(I) 


Ecuación de la hipérbola 

La relación (I) expresa la condición que debe satisfacer todo punto que 
pertenezca al lugar geométrico: d^ F P) -d¡ r p) = 2a 


Calculando las distancias 
(prescindimos dcl símbolo 
de valor absdluto dado quc 
post c ri ormente e fevaremos 
rcpctidas veces al cuadrado): 


\( x + c) 2 +y 2 - ^(x-c? +y 2 = 2 a 
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Pasando cl segundo radical 
al miembros de la derecha y 

elevando al cuadrado: - r ¡ --- -i2 

(* + c) 2 V=[2«W(*-‘) VJ 

Desarrollando: 

x 2 + 2xc + c 2 + y 2 = 4a 2 + 4a^j(x-c) 2 + y 2 + x 2 - 2xc + c 2 +y 2 


Reduciendo términos seme- 
jantes y simplificando: 

Elevando nuevamente al 
cuadrado y desarrollando: 


Dividiendo todos los térmi- 
nos por a\c 2 - a 2 ) obtene- 
mos la ecuación: 


Haciendo 

(lo justificaremos a conti- 
nuación) tenemos la ecua- 
ción de la hipérbola: 


xc-a 2 - a^l(x-c) 2 +y 2 

x 2 c 2 -2a 2 xc + a* - a 2 (x 2 - 2xc + c 2 + y 2 ) 
x 2 c 2 — 2 a 2 xc + a 4 = a 2 x 2 — 2 a 2 xc + a 2 c 2 + a 2 y 2 
x 2 c 2 -a 2 x 2 -a 2 y 2 =a 2 c 2 -a 4 
(c 2 - a 2 }x 2 - a 2 y 2 = a 2 (c 2 - a 2 ) 


y 2 

= 1 

1 

(ii) 

« 2 (c 2 -a 2 ) 

b 2 =, 

c 2 - a 2 

(in) 

" 2 1 


(IV) 


Por la definición de hipérbola tenemos que 
\FP-PF\ = 2a 


Por otro lado 

FF = 2 c (distancia focal) 

Dado que todo lado de un triángulo es mayor 
que la diferencia de los otros dos (geometrfa 
elemental), en el triángulo de la figura tenemos que 

FF>\FP-PF\ 

2c>2a 

c>a 

De esta última expresión se desprende que 
c 2 -a 2 siempre será una cantidad positiva y po- 
demos, por tanto, sustituirla por la expresión b 2 . Pos- 
teriormente constataremos la conveniencia de intro- 
ducir esta expresión en la ecuación de la hipérbola. 
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Llamaremos A y A' los puntos de intersección de la elipse y el eje de abscisas. 
Sus coordenadas sOn A(-a, 0) y A'(a,0): se comprueba fácilmente que satisfacen la 
ecuación de la hipérbola. 

A y A' se encuentran a una distancia a del 
centro y la distancia que las separa es 2 a. 

Llamaremos Eje real (o Eje transverso) a 
esta distancia y vértices del eje real (o trans- 
versó) a los extremos A y A': 


Eje real = d^ AA ^ = 2 a 


Vértices del eje real = A y A 


E1 centro de la hipérbola divide el eje real 
en dos porciones que reciben cada una el nombre de Semieje reai 


\l 

. A \ a 

7 

a A' . 

r 

c\ r t* 

/ b 

\ 



i 

\\ 


Semieje real = \d (AA!) = d (AC) = d {AC) = a 


Los focos F y F se encuentran sobre la recta que contiene el eje real. 

A una distancia h a ambos lados del centro señalaremos dos puntos B y B'. 

La distancia entre estos puntos es 2 b y se le designará con el nombre de Eje 
imaginario (o Eje conjugado). Los extremos B y B' se llamarán vértices del eje 
imaginario (o conjugado). 


Eje imaginario = d {Híf) = 2b 


Vértices del eje imaginario = B y B 


Cada una de las porciones que determina el centro sobre el eje imaginario 
recibe el nombre de Semieje imaginario : 


Semieje imaginario = \d^ B = d^ B C ^ = d^ B = b 


E1 centro es el punto medio de los ejes: 


Centro = Punto medio de A4' = Punto medio de BB 


De la igualdad (III) obtenemos la relación entre los semiejes y la semidis- 
tancia focal: 


Relación entre a, by c: c~ = cT + b 2 


(III) 


Asíntotas de la hipérbola 

Sé dicp que una recta es asíntota de una curva si los puntos de ésta, al alejarse 
indefinidamente del origen, se acercan cada vez más a la recta sin llegar a 
intersectarla nunca. 
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Veremos a continuación que la hipérbola tiene dos rectas asíntotas. 

Consideremos una recta 
cualquiera que pase por el 
centro de la hipérbola y ori- 
gen del sislema. Sea su ecua- 
ción: y = mx 


Busquemos las interseecio- 
nes de csa recta con la hipér- 
bola resolviendo cl sistema 
que forman sus ecuaciones: 


y = mx 



' Spstituyendo en la segunda 
ecuación el valor dc v despe- 
jado en la primera: 



A1 despejar x se obtiene la a 2 b\ 

siguiente igualdad: x~ = —5-=— 

b‘ - a 2 m 2 


(V) 


Es obvio que x sólo adquiere a 2 b 2 

valores reales si: —5- 7 ■ y > 0 

b - a~m" 

Y eomo el numerador de la 
fracción anterior siempre es 
positivo por tratarsc de un 
cuadrado, para que la frac- 
ción entera sea positiva, el 
denominador también tiene 
que serlo: b — a“m > 0 

De donde: ^2 

m 2 < — 
a 



a 


b b 

- <m< — 

a a 

Sé concluye que la recta 
y = mx sólo intersecta la 
hipérbola para valores de m / ¿ 
comprendidos en cl intervalo V a ' a ) 

Si m toma los valores extre- 
mos, - — y tcndremos 

a J a b b 

dosrectas ? = V y = ~t x 

que limitan cl ángiflo com- 
pleto dentro del cual se 
desenvuelvc la curva. 


(VI) 
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Además,' si m toma esos 
valorcs. el denominador de 
ia iguaidad V se anula y el 
valor de la variable x tiende 
al infinito, dándose así la 
situación que describimos al 
hablar de asíhtotas. 

Las rectas anteriores (VI) 
son, pucs, asíntotas de la 
hipérbola. 

Las asíntotas de la hipérbola son dos rectas de pendientes m = ±- y que 
pasan por el centro de la misma. 

Propiedades 

1) E1 producto de las distancias de un punto cualquiera a las dos asíntotas es 

constante. 

Algunos prefieren utilizar esta propiedad para definir la hipérbola. Desde este 
punto de vista, la hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuyo 
producto de distancias a dos rectas determinadas es constante. 

2) E1 producto de las pendientes de las rectas que unen los vértices del eje 
real de una hipérbola con un punto cualquiera de ésta es constante. 


Rectángulo principal de la hipórbola 

Las rectas perpendiculares a los ejes de la hipérbola en los vértices de ésta 
forman un rectángulo que recibe el nombre de rectángulo principal. 

Las rectas que pasan por 
dos vértices opuestos del rectángu- 
lo tienen pendiente £ ó - *£ y pa- 
san por el centro de la hipérbola: 
son, por tanto, las asíntotas de la 
misma. 

La construcción del rectán- 
gulo principal facilita el trazado de 
las asíntotas y éstas, el trazado de 
la hipérbola. 

Puede constatarse ahora la conveniencia de haber introducido el concepto de 
eje imaginario y de vértices del eje imaginario. 



Excentricidad de la hipérbola 


Se le da el nombre de excentricidad a la relación entre la distancia focal y el 
eje real. Igual que en la elipse, se le designa por la letra e: 



(vn> 
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Como en la hipérbola c es mayor que a, ia fracción será siempre impropia 
y la excentricidad, por tanto, úna fracción mayor que la unidad: 

e>\ 


Como c 2 = a 2 + b 2 (III), podemos sustituir en VII y obtener esta otra 
igualdad: 




y (VIII) 


• La excentricidad de una hipérbola caracteriza la forma de su rectángulo 
principal y de la misma hipérbola. 


En la igualdad VIII podemos constatar que, si a es mucho mayor que b (el 
rectángulo principal se alargará en dirección 
del eje real, como puede apreciarse en la 
fígura), el valor de la fracción será pe- 

queño y el valor de la excentricidad se acer- 
cará a 1. 



Si a y b son iguales, cosa que sucede en la hipérbola equilátera, que 
mencionaremos después, la fracción % es igual a la unidad y el valor de la 


excentricidad es V2. 

Si, por último, b es mucho mayor que a , el rectángulo principal 
se alargará en dirección del eje imaginario (ver figura) y el valor de la 
excentricidad se irá haciendo mayor. 

Resumiendo: 

Si el valor de la excentricidad es 
\<e< V2 

las ramas de la hipérbola serán tanto más "achatadas" cuanto menor 
sea el valor de e. 

Si, en cambio, 
e>4l 



las ramas de la hipérbola estarán tanto más abiertas cuanto mayor sea el valor de e. 


Directrices de la hipérbola 


Son dos rectas perpendiculares al eje real y situadas a una distancia - del 
centro de la hipérbola. Sus ecuaciones, para la hipérbola con centro en el origen, 
son: 


e 
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Como en la hipérbola e > 1, la fracción f siempre es menor que a. En 
consecuencia, las directrices se encuentran una entre el centro y el vértice real A' y la 
otra, entre el centro y el vértice real A. 

Las directrices de la hipérbola tienen, tal como vimos en el caso de la 
elipse, la srguiente propiedad: si r es la distancia de un punto cualquiera M de la 
hipérbola a uno de los focos y d la distancia de ese punto a la directriz corres- 
pondiente a tal foco, entonces la relación es igual a la excentricidad de la hipérbo- 
la: 

r 

— ~e 
d _ 


Propiedad 


Desde un punto cualquiera P de la hipérbola se traza un segmento PQ 
perpendicular al eje real. La abscisa de P es igual a la distancia entre C y Q, y su 
ordenada a la distancia entre P y Q\ , 


AbscisadeP^ d\ 


(C.Q) 


Ordenada de P = d^, ^ 

Como las coordenadas del punto deben 
satisfacer la ecuación de la hipérbola, 
obtendremos (sustituyendo en la igualdad IV) 
ésta otra: 



! 

[ rf (c.e)] 

í 1 

[' d (P-Q ). 

2 

— 1 

a 1 


b 2 


(IX) 


Lado recto de la hipérbola 


Es la cuerda que pasa por uno de los focos y 
es perpendicular al eje real. 

En la figura, PQ y P'Q' son los lados rectos 
de la hipérbola y los focos son sus puntos medios. 

Utilizando ia propiedad IX y en forma aná- 
íoga a la que empleamos con la elipse (pág. 489), 
podemos verificar fácilmente que la longitud del 
lado recto en la hipérbola es también 



PQ = PQ = 


2b ¿ 
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Ecuación canónica de la hipérbola 


En la figura se muestra una hipérbola cuyo centro es C (jc 0 , y 0 ). 


Desde un punto P(x y y) cualquiera se 
traza una perpendicular PQ a la prolongación 
del eje real. El pie Q de la perpendicular tiene 
la misma abscisa x de P y la misma ordenada 
y 0 de C, siendo sus coordenadas, por tanto, 

G(^y 0 )- 

Por la propiedad (IX) podemos 
escribir: 




Pero ^(c q) = x ~ x 0 y d^ p ^ = y - y 0 . Sustituyendo en la igualdad anterior, 
tenemos la ecuación 


(*-*o ) 2 (y-yo ) 2 J 

a 2 bl ~ 


(X) 


que es la ecuación canónica de una hipérbola de centro c(jc 0 ,^ 0 ). 


Hipérbola de eje real paralelo al eje de ordenadas 


En el caso de que el eje real de la hipérbola y 

sea paralelo al eje de ordenadas, la ecuación canóni- 
ca se transforma (cosa fácilmente verificable) de esta 
forma: 



F/ 

a 

b 









(*“*o) 2 (^-yo) 2 _. 

i 2 1 2 “ 1 

b a 

(XI) 

O 



X 







Observaciones: 

1) La ecuación canónica de la hipérbola nos permite, como lo hacía la de la elipse, 

conocer por simple inspección la orientación de la misma: a 2 es, en la ecua- 
ción de la hipérbola, el denominador de la fracción positiva. Si ésta es la que 
contiene la variable x , el eje real es paralelo al de abscisas; si la fracción 
positiva es la que contiene la variable y, el eje real es paralelo al de ordena- 
das. (Nuevamente, por simple comodidad, hablaremos de orientación hori - 
zontal en el primer casó y de orientación vertical en el segundo). 

2) A diferencia de la elipse, en la hipérbola el semieje real a no tiene que ser necesa- 

riamente mayor que el semieje imaginario b , pudiendo ser también igual o 
menor. 
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Hipérbola equilátera 

Es aquella en la que los seniiejes real e imaginario tienen igual longitud. Si 
una hipérbola es equilátera, su ecuación se transforma, al sustituir b por a , en una de 
las siguientes: 

(x-JC 0 ) 2 -(y-y 0 ) 2 = a 2 ó -{x-x 0 f +(y-y 0 )~ =a 2 

Propiedades 

1) Las asíntotas de la hipérbola equilátera son perpendiculares entre sí. 

2) Como ya vimos, la excentricidad de la hipérbola equilátera es e = V2 . 

Hipérbolas conjugadas 

X 2 V 2 

Si en la hipérbola de ecuación canónica —j -=" = 1 (a) 

m~ n 

intercambiamos las variables jc, y y los valores de los semiejes m y n< obtenemos la 
siguiente ecuación: 

i *> 

n 2 m 2 

que puede ser ordenada así: 


_ —+y—=\ 

m 2 n 2 


(b) 



En estas condiciones, se dice 
que las hipérbolas de ecuaciones (a) 
y (b) son conjugadas. 

Dos hipérbolas conjugadas comparten las mismas asíntotas. 

En la figura están representadas ia hipérbola de ecuación (a) con línea conti- 
nua y la de ecuación (b) con línea a trazos. 

Propiedad 

La hipérbola conjugada de una hipérbola equilátera es también equilátera. 

Ecuación de las asíntotas a partir de la ecuación 
canónica de la hipérbola 

Si en la ecuación canónica de la hipérbola (X y XI) se anula el miembro de la 
derecha, se obtienen las ecuaciones de las asíntotas. 

Sea la hipérbola de ecuación / \2 / \2 


(*-*o)" (y-*yo) 

a 2 b 2 


Anulamos el miembro de la 
derecha: 


(jt-a: 0 ) 2 (y-y 0 f _ 

2 I 2 — U 

a _ b _ 


(X) 


(XII) 
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Eliminando denominadores: 

Despejando el segundo Tér- 
mino: 

Sacando raíz euadrada: 

. Dividicndo por a: 


h 2 (x-x 0 f -a 2 (y-y () f = 0 

a 2 (y-y\)f =b 2 (x-x () f 
a(y-y<)) = ±b(x-x 0 ) 

(v-Vo) = ±£(*-*o) 


La expresión obtenida corresponde a las ecuaciones de dos rectas de 
pendientes y que pasan por (x 0 , v 0 ) y estas son, precisamente, las caracterís- 
tieas de las asíntotas. 

Idéntico resultado se obtiene si, en lugar de utilizar (X), utilizamos (XI). 

En conclusión, al igualar a cero el miembro de la izquierda de la ecuación 
canónica de la hipérbola, se obtienen las ecuaciones de sus asíntotas. 


Tangente a una hipérbola en el punto p(a-,, y,) 

Mediante un proceso análogo al que realizamos en el caso de la elipse (pág. 
491) y que no repetiremos aquí, se deduce que la pendiente de la tangente a una 
hipérbola en el punto P(.r,, y,) es 


(si la hipérbola es horizontal) 


(si la hipérbola es vertical) 


m = 


b 2 {*\ -x 0 ) 
« 2 (.V| - Vo) 


- A 0 ) 
* 2 (>'i -Vo) 


Hipérbola 

Lugar geométrico dc 
los puntos del plano cuya 
diferencia de distancias a dos 
puntos fijos Uamados focos 
(tomada en valor absoluto) es 
constante. 


Resumen 
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Elemehtos 


Centro: 

C( x «’ v «) 



FocoS: 

F y F' (se encuentran sobre el eje real) 


Vértices: 

A, A\ By B' 



Eje real: 

d (AA')= la 



Semieje real: 

l d ( A..Y) ~ d (Á.C) ~ d [ A.C) ~ a 


(52 <: ) 

Eje Imaginario: 

d [H,H ) ~ 



Semieje imaginario: 

T d (B.B) ~ d (fí.C) ~ d (fí,C) = ^ 

/ 

(53 G ) 

Distancia focal: 

d (F,F) = ^ c 



Semidistancia focal: 

2 d (F.F) ~ d (I,C ) = d (F,C) = C 


(54 <; ) 

Directrices: 

/,y/ 2 



Asíntotas: 

h y U 



Lados rectos: 

PQyP'Q’ 



Excentricidad: 

e = i = (e>\) 


(55 <; ) 

Reiación entre a, b y c: 

c — a~ + b 


(56 G ) 


Ecuación canónica de la hipérboia 

Caso I 

(Eje real horizontal ) 


{ x ~ x o ) 3 (>• -> 0) 2 _ . 

T 2 1 

b 


> !-< 
(57 <; ) 


Caso II 

(Eje real vertical) 

,57»", 

b 


a' t>~ t? a 

Nota: en la ecuación de la hipérbola, a es siempre el denominador de la fracción positiva. 
Coordenadas del Centro: C es el punto medio de AA’, LW y FF 

Coordenadas de los vértices y dc los focos: 

Caso I Caso II 


y 

K 


de A y A' 
ácFyF' 
de B y B' 


(*n ±a, v 0 ) 
(x 0 ±<r,y 0 ) 

(-'ñl’Vo — 


(58 <: ) 


(x { >,y 0 ±a) 
(x 0 ,y 0 ±c) 
(x 0 ±¿>,y 0 ) 


(58a G ) 


Ecuaciones de las directrices: 

Caso I 

x = x o—7 

Pendientes de las asíntotas: 

Caso I 

m = ±¿ 


(59 G ) 


( 6 « G ) 


Caso II 


Caso II 


m=±f 


(59a <; ) 


(60a G ) 
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Longitud del lado recto: 


d (P,Q) d (P,Q) 


2b 

a 


(61“) 


Pendiente de la tangente en el punto /'(jc, , v,) 
Caso I 

_-fc 2 (x,- j: 0 ) 

m 21 \ 
a (.vi -yo) 


(62 c; ) 


Caso II 

_ fl2 (*|-*o) 

b 2 {y> -> 0 ) 


(62a G ) 


Nota: en los ejercicios que siguen, al decir "hacer el estudio fompleto” de 
una hipérbola nos referiremos a señalar los siguientes aspectos: 

Centro Coordenadas de vértices y focos 

Semiejes Excentricidad 

Orientación Ecuaciones de las directrices 

Representación gráfica Ecuaciones de las asíntotas 

Semidistancia focal Longitud del lado recto 


Ecuación general de la hipérbola 


Si desarrollamos la ecuación canónica de la hipérbola (57 G ), eliminamos los 
denominadores y reducimos términos semejantes, obtenemos una ecuación de la 
fórma 


Ax 2 — By 2 +Cx + Dy + E = 0 


(63 G ) 


que llamaremos Ecuación General de la hipérbola. 

Característica de la ecuación general de la hipérbola es que los términos 
cuadráticos son de signo opuesto: 

(Signo de A) = -(Signo de B) 

Estudio de la hipérbola a partir de la ecuación general 

Tal como se hizo con la elipse, se lleva primero la ecuación a la forma 
canónica mediante el método de completación de cuadrados. La ecuación canónica 
proporciona los elementós necesarios para hacer el estudio de la hipérbola. 

Eiemplo 26 

Hacer el estudio completo de la hipérbola 2jc 2 - 3y 2 + 20 jc +12y + 20 = 0. 

Llevamos primero la ecua- 
ción a la forma canónica: 

Agrupando por variijbles: 2x“ + 20X — 3 y + 12y = —20 

Sacando factor comdn A y 2 . \ 2 A \ ^ 

-B, «spectivameme.cn 2 ( X +l ° X Hl? - 4 >’ H 20 
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gnipo: 


2 hx= 10 * 
h = 5 


h 2 = 25 


2 ky = —4y 
k = -2 
k 2 =4 


Sumando a ambos miembros 


2(x 2 + 10x + 25)-3(y 2 -4y + 4) =-20 + 50-12 


Factorizando: 


Dividiendo todos los térmi- 
nos por 18 para obtener 1 en 
el miembro de la derecha y 
simplificando: 


2(x + 5) 2 -3(y-2) 2 = 18 

(* + 5) 2 (y-2) 2 

9 6 




ESTUDIO DE LA HIPER 


BOLA 


Centro 

C(—5,2) ’ 

Semieje real (o 2 es el deno- 
minador de la fracción posi- 
tiva): 

a 2 =9 

Semieje imaginario: 

b 2 = 6 

Orientación: 

Horizontal 

Representación Gráfica 


Señalamos en el gráfico el 
centro; los vértices A y A' a 
una distancia a del centro y 
sobre el eje real (horizontal); 
los vértices B y B' a una 
distancia b del centro sobre 
el eje imaginario; el rectán- 
gulo principal de la hipérbo- 
la y, a través de los vértices 
opuestos del rectángulo prin- 
cipal, las asíntotas / 3 y / 4 . 


Ya tenemos las guías para 
trazar las dos ramas de la 
hipérbola: la rama de la 
izquierda viene desde el 
infinito separándose muy 
poco a poco de la asíntota / 3 , 



a- 3 

¿=/6=2,4 
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p&sa por el vértice A y, cam- 
biando dirccción. comienza a 
acercarse a la asíntota / 4 . La 
rama de la derecha hace un 
recorrido simétrico (como 
reflejado en un espejo) y 
pasando por^t'. 


S.emidistancjalocaL (56 G ): 


VéltigfiS. d£.l. e je.. reai y ,,f g : 

cos: tienen la misma orde- 
nada del centro; sus abscisas 
se calculan mediante (58 í; ): 


Vértices del eie imaginario: 

tienen la misma abscisa del 
centro; sus ordenadas se cal- 
culan mediante (58 G ): 


Excentricidad: (55 G ): 

Directrices; Se encuentran a 

una distancia — del centro: 
e 


Sus ecuaciones son (59*0: 


AsíntQta s: sus pendientes 
son (60 G ): 

Como pasan por el centro, 
sus ecuaciones serán: 

Primera asíntota: 



c 2 = a 2 +b 2 = 9 + 6 = 15 
c = VÍ5=3,9 


A(-8,2)’ 

F(-5-Vl5,2) 

A (-2,2) 

F (-5 + VÍ5,2) 


fi(-5,2 + vó) B (-5,2-76) 




3yT5 

5 


(=2,3) 



/, =5x + 25 + 3Vl5 =0 


l 2 =5x + 25-3yfl5 = 0 


m 



y -2 = ±f(x + 5) 


3y-6 = Sx-5S 
/ 3 s \¡6x + 3y - 6 + 5 Vó = 0 
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Segunda, asíntota: 


3y-6 = V6jc + 5 V6 


/ 4 = \¡6x - 3;y + 6 + 5V6 = 0 


Lado Recto; mediante (61 r ’): 


P Q=PQ = 4 


Incluimos en el gráfico los 
últimos elementos que he- 
mos hallado: 



Eiemplo 27 _ 

Hacer el estudio completo de la hipérbola x 2 - 3 y 2 - 8jc - 42 y -101 = 0. 

Llevamos primero la ecua- 
ción a ia forma canónica: 


Agrupando por variables y 
sacando factor común A y 
- B , respectivamente, en cada 
grupo: 

2 hx = -8jc 2/t>- = 14y 

/i = -4 k = l 

h 2 =16 k 2 = 49 

Sumando a ambos miembros ^2 _ gjc + 16 )_ 3^2 + Uy + 49 ) = 101 + 1 6 - 147 


(jc 2 -8jc )-3(>- 2 +14y )= 101 


Factorizando: 


(x - 4) 2 - 3(>- + 7) 2 = -30 


Dividiendo todos los térmi- 
nos por -30 para obtener 1 
en ei miembro de la derecha 
y simplificando: 


ESTUDIQ D£-LA HIP£R- 

BQLA 

Centro 


(x-4) 2 , (y + 7) 2 
30 10 

C( 4,-7) 
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Semteje real (a 2 es el deno- 
minador de la fracción posi- 
tiva): 


a 2 = 10 a = Vl0 = 3,2 


Semieje imaginario: 


fc 2 =30 /> = V30=5,5 


Orientación: 


Vertical 


RfiPfcagmadóa Gráfica 

Señalamos en el gráftco: 

El centro 

Los ejes (el real es vertical) 

Los vértices A y A’ a una 
distancia a del centro y sobre 
cí eje real 

Los vértices B y B' a una 
distancia b del centro sobre 
el eje imaginario 

El rectángulo principal 

Las asfntotas 

Trazamos, finalmente, las 
ramas de la hipérbola que, en 
esta ocasión, se abren hacta 
arriba y hacia abajo por ser 
el eje real vertical. 



Sgaudisiaocifl fwal. (56^): 


c 2 =10 + 30 = 40 
c = 2Vl0 =6,3 


yiriigc&. dfil ejg ical y fo- 

cos: utilizando (58a r *): 


A(4,-7 + Vl0) f( 4,-7 + 2VÍ0) 
A'(4,-7-VlO) f(4,-7-2VÍ0) 


Ylniccs del cjt imaginario: 

(Sta G ): 




JSL 

1 

uTl 

© I 

- 7 ) 

ff(4 + V30,-7) 

Excentricidad: (55°): 

e = *M = 

VuT 

2 


Diiectrices: (59a c ): 

p' 

s 

l?l" 

II 
<3 | 

Sus ecuaciones son (59a c ): 

il 

Í4 

t+ 



/, s2y + 14-VÍÓ = 0 


/ 2 s2^ + 14 + VTÓ = 0 
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Asíntotds: sus pendientes 
son (60 G ): 


Ecuaciones: 


_ _i_ \' 10 _ \' 3 

^Tfo -± ~ 


> + 7 = ±^(*-4) 


/ 3 = V3jt + 3y + 21-4V3=0 
/ 4 = V3 jc-3>-21-4V3=0 


Lado rggo; 

GráTigQÍmal 


PQ=PQ = 6VÍ0 



( Ejerclcio 127 

I 

Hacer el estudio completo de las siguientes hipérbolas: 


1) 9jc 2 - 16y 2 -54jc-64y-127 = 0 

2) 4x 2 - 25y 2 + 200y - 500 = 0 

3) 5x 2 - 9y 2 + 10jc - 36y -14 = 0 

4) x 2 -4y 2 -10j: + 29 = 0 

5) 4jc 2 - 9y 2 - 56* + 198y - 929 = 0 
^6) 2x 2 - y 2 - 4x - 4y - 26 = 0 



2x 2 — 3y 2 + 12y + 6 = 0 
jt 2 -y 2 + 4 = 0 

36jc 2 - 25y 2 + 288x - 250y -949 = 0 
9x 2 - 4y 2 + 90x + 48> +117 = 0 
jc 2 - 2> 2 + 4jc +12> + 2 = 0 
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©■ 


l3Jt -5y' + 12jt + 30y-63 = 0 


13) 2jc * 1 2 3 4 5 6 -y 2 - 12jc + 6y + 21 = 0 

14) 18a 2 ^ y 2 - 36.c -18 = 0 

15) A 2 «-r +6a + 18v-65 = 0 

16) 27a 2 -20y 2 - 36 = 0 | <• ' 

17) 400x 2 -144y 2 -400 a + 216>- + 919 = 0 " / . 

18) 18jt 2 -36y 2 + 12.t + 12y-431 = 0 V 

/ ' 

.. ( Ejercicio 128 

En cada uno de los siguientes ejercicios se dan datos de una hipérbola. Hallar 
en cada caso su ecuación general. 

1) /4(1,5); 5(3,2);.. C(l,2) 

2) A(-6,-3); fi(-2,-l); 5 (-2,-5) 

3) B(-2,3); B (-2,-5); F(l,-1)’ 

4) 5(1,2); C(3,2); Semidistancia focal = 2^5 

5) 5(-2, -2); 5 (8.-2); e = M¡- 

6) A(2, -4); C(2,3); F(2,3- v'58) 

7) F(-4,1); F (6, l); Eje imaginario = 8 



9) C(2,1); e = -j; Eje imaginario (horizontal) = 4V5 



11) e = V5; pasa por P(- 3,2); los ejes coinciden con los ejes coordenados 


12) Pasa por P( 3,4) y 0(-5,6); los ejes coinciden con los ejes coordenados 

13) C(-5,-2); pasa por P(-1,0) y Q(l,5); Eje real horizontal 

14) C(l,-1); pasa por P( 2,3) y {7(4,4); Eje real vertical 

15) F(— 7,-1); F (5,-1); una de las directrices es /, = 3x-5 = 0 

16) A(- 2,5); A (-2,1); una de las directrices es /, = 5y -11 = 0 

17) /4(2,4); C(2,l); pasapor 5(4,3V2+l) 

18) /4(-l,l); 5(3,-2); una de las directrices es/, = 5y +1 = 0 

19) 5(2,4); 5 (2, -2); Lado recto = 5 

* 

20) /\(—2,4); C(0,4); Lado recto = 12 

21) £(-3,-3); B (1,-3); Lado recto = 2 


528 conicas 






22) , C(- y, - j ); Lado recto = 10; Distancia focal = 12; Orientación horizontal 

23) F(-9, -2); los extremos de un lado recto son P' (3,3) y Q' (3, -7) 

24) E1 rectángulo principal está formado por las rectas x - 2 = 0; y - 4 = 0; 
jc — 5 = 0; y +1 = 0 

25) los extremos de un lado recto son />( 1,3^5) y C?(4,3>/5) 

26) C(-3, -9); e = V3; una directriz es /, = x + 5 = 0 

27) E1 centro está sobre la recta l = x -2 = 0; las directrices son /, = y + 4 = 0 
y / 2 = y + 6 = 0 

/ 

28) C(3,0); directrices: /, 2 sy±l = 0; pasa por Af(9,4) 

29) A(~ 3,0); las asíntotas son / 3 4 = 2jc ± 3y = 0 

30) 5(1,5); las asíntotas son / 3 = 2jc — 5y + 13 = 0 y / 4 = 2jc + 5y - 7 = 0 

31) Las asíntotas ‘son / 3 4 = 2jc ± y + 2 = 0; la distancia focal es 4^5 ; el eje real 
es vertical 

■> 

32) F(6,4); las asíntotas son / 3 s 4jc - 3y - 27 = 0 y / 4 = 4jt + 3y - 21 = 0 

33) Una directriz es / 2 = 13 jc — 131 = 0; las asíntotas son / 3 = 5jc - 12y - 31 = 0 
y / 4 = 5jc + 12y + 41 =0 

34) Una directriz es /, = 17y — 81 = 0; las asíntotas son / 3 4 = 8x ± 15y T15 = 0 

35) Las asíntotas son / 3 =jc-y + 8 = 0 y / 4 =jc + y- 2 = 0; la hipérbola pasa 
por F(0,4) 

36) Las asíntotas son / 3 = 3jc — 2y + 1 = 0 y / 4 = 3jc + 2y — 7 = 0; la hipérbola 
pasapor P( 6,5) 

37) >4(5,2); C(5,—4); pasa por F(4,8) 

38) >4(2, -3); C(-2, -3); una asíntota es / 3 = jc - 4y -10 = 0 

39) Las asíntotas son / 3 = jc - 2y - 6 = 0 y / 4 = jc + 2y — 10 = 0; Lado recto = 6 

40) C(l,5); F(-l,5); una asíntota es / 3 = V3 jc- 2y +10- V3 = 0 

41) c(V3,-2V3 j; la hipérbola es equilátera con orientación horizontal; el lado 
recto mide 6 

42) C(3,4); el eje imaginario es 4 unidades mayor que el eje real; los lados 
rectos son paralelos al eje de ordenadas y miden 18 cada uno. 

43) C(l,-2); el eje real es 3 unidades mayor que el imaginario; los vértices 
reales están sobre la recta / 0 = y + 2 = 0; el lado recto mide j 

44) A(5,0); Centro en el origen; pasa por P( 6,1) |\' / ¿jp 

45) C(2,-3); A' (2,-8); pasa por P(0,3) 

46) C(2,-2); pasa por F(3,l) y (2(6,4); eje real vertical 
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47) C( 2,1); pasa por F(-3,5) y Q(- 1,2); eje real horizontal 

48) C(-2,3); F(3,3);' una de las asíntotas pasa por P( 6,9) 

49) Las directrices son /, = jc — 2 = 0 y / 2 =x-6 = 0; el centro está sobre la 
recta / = x + 5y -19 = 0; e = v3 

50) Las rectas que contienen el eje real y el eje imaginario son, respectivamen- 
te, x-2 = 0 y y-4 = 0; unaasíntotapasapor F(0,2); 2c = 6\2 

51) C(4,-3); pasa por P(l,-1); eje real horizontal; lado recto = ^y- 

52) C(5,2); la hipérbola es equilátera; pasa por P(l,5) y su eje real es 
horizontal 

53) A(-l,-l); C(-l,-3); los vértices reales equidistan del centro y del foco 
correspondiente 

54) C(-5,2); F(-l,2); la distancia entre las directrices es 4 

55) C(2,4); eje imaginario (horizontal) = 4 \ 3 ; la distancia entre las directrices 
es 2 

■» 

56) C(3,1); e = j; distancia entre las directrices = 9; eje real horizontal 

57) Las asíntotas son / 3 = x - 3y + 1 = 0 y / 4 = x +- 3y +7 = 0; la distancia entre 
las directrices es ^y -; el eje imaginario es horizontal 

58) C(l,2); F(l,-4); la hipérbola es equilátera. 

59) F(- 3,7); F (-3,1); las asíntotas forman entre sí un ángulo de 90° 


( Ejercicio129 

1) Hallar la ecuación dcl lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia 

de distancias a los puntos (-2,2) y (8,2) es 4. 

2) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano cuyo producto de 

distancias a las rectas /, =3jc-4v = 0 y / 2 =3a + 4v-24 = 0 es siempre 
y- y verificar que se trata de una hipérbola. 

3) Un punto se mueve de tal forma que el producto de las pendientes de las 
rectas que lo unen a los puntos (-2\ 6,o) y ^2V6,oj es siempre igual a y 
Hallar la ecuación de su lugar geométrico. 

4) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos dc plano cuya 
diferencia de distancias a los puntos (-2,3) y (6,3) es siempre igual a 1. 

5) Un punto se mueve de tal forma que su distancia al punto F(8,2) es 
siempre el doble de su distancia a la recta / = x -2 = 0. Hallar la ecuación 
de su lugar geométrico. 

6) ¿Cuál'es el ángulo que forman las asíntotas de una hipérbola (el ángulo 
cuya bisectriz es el eje real) si la excentricidad de la hipérbola es e = 1,5? 
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7) ¿Y si la excentricidad es e = y? 

8) ¿Y si la excentricidad es e = V2 ? 

9) ¿Y si la excentricidad es e = 1,002? 

10) Hallar las intersecciones de la bisectriz del 1° y 3 er cuadrantes con las 
asíntotas de la hipérbola 2jc 2 - y 2 - 1 2jc - 2y + 7 = 0. 

11) Hallar la distancia del foco superior de la hipérbola 

1 6jc 2 - 9v 2 + 36jc +108 = 0 a una cualquiera de sus asíntotas. 

12) Hallar las coordenadas del punto de la hipérbola 9jc 2 - 16y 2 - 144 = 0 cuya 
distancia al foco izquierdo es el doble de la distancia al derycho. 

13) Hallar los puntos de intersección de la hipérbola 2 jc 2 -> 2 -4 = 0 y la 
circunferencia jc“ + y =8. 

14) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano cuyo pro- 
ducto de distancias a las rectas 2jc - 3y - 8 = 0 y 2jc + 3y + 4 = 0 es --jj. 

15) Un punto se mueve de tal forma que el producto de las pendientes de las 
rectas que lo unen a los puntos /*(-2,l) y Q(4,5) es siempre igual a 3. 
Hallar la ecuación de su lugar geométrico. 

16) Un punto se mueve de tal forma que el producto de las pendientes de las 
rectas que lo unen a los puntos P[—\J 5, V2 j y Q(V5,-V2) es siempre igual 
a V • Hallar la ecuación de su lugar geométrico. 

17) Calcular el área del triángulo que forman las asíntotas de la hipérbola 
9x 2 -4y 2 -36 = 0 y larecta / = 9jc + 2y-24 = 0. 

18) Un punto P de una hipérbola de excentricidad ~ está a una distancia de 9 
unidades del foco más cercano. ¿A qué distancia está el punto de la direc- 
triz correspondiente? 

19) Calcular la distancia de los puntos de abscisa \ a la directriz más cercana 
en la hipérbola de centro C(-2,2), foco en F( 4,2) y excentricidad e - 2. 

20) Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola jc 2 - 4y 2 - 20 = 0 que 
son paralelas a la recta / = 3jc-4y+19 = 0. 

21) Hallar las ecuaciones de las rectas paralelas a / s4jc-2y + 7 = 0 y que son 
tangentes a la hipérbola 2jc - 3y +1 2jc - 6y - 45 = 0. 

22) Hallar las ecuaciones de las rectas perpendiculares a / = 15jc-5y + 4 = 0 y 
que son tangentes a la hipérbola jc 2 - 2 y 2 - 4jc - 12y = 0. 

23) Determinar en cada rama de la hipérbola 7jc 2 - y 2 - 4y - 67 = 0 cuál es el 
punto más cercano a la recta / = 4jc + y — 1 = 0 y calcular la distancia que 
sepjjra esos puntos de la recta. 

24) Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto M( 2,-4) a la 
hipérbola 3jc 2 - 2y 2 -1 8jc - 4y - 5 = 0. 
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25) 

26) 


27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) 

33) 

34) 

35) 

36) 

37) 

38) 

39) 

40) 

41) 


Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto M{- 9,3) a la 
hipérbola x 2 - y 2 .+ 4* + 4y +16 = 0 y el ángulo agudo que forman entre sí. 
Desde el punto Af(-7,3) se trazan tangentes a cada una de las ramas de la 
hipérbola x 2 -2y 2 +6;c + 8y +15 = 0; determinar las ecuaciones de las 
t^igentes y la distancia que separa los dos puntos de tangencia. 

Una hipérbola de eje real horizontal y centro en C(-3,-l) pasa por el punto 
P{ 0,2) y es tangente a la recta / = 3x - y +14 = 0. Hallar su ecuación. 

Una hipérbola de eje imaginario horizontal y centro en C(-l,2) pasa por el 
punto />(4,-4) y es tangente a la recta / = 5jc + 7y-26 = 0. Hallar su 
ecuación. * 

Una hipérbola de eje real vertical y centro en C(l,-2) es tangente a las 
rectas /, = x - 3y = 0 y / 2 = 3x + 5y +14 = 0. Hallar su ecuación. 

Hallar la ecuación general de la hipérbola que tiene sus focos en 
F{- 5,3) y F' (1,3) y es tangente a la recta / s 2 jc - y + 3 = 0. 

Hallar la ecuación general de la hipérbola que tiene sus vértices en 
A{- 5,0) y A (1,0) y es tangente a la recta / = 4 jc - y -1 = 0. 

Demostrar que si e¡ y e 2 son las excentricidades de dos hipérbolas 

conjugadas, entonces (e, ) 2 + ( e 2 f = (< e¡ e 2 )". 

Demostrar que una asíntota, una directriz y la recta trazada por el foco 
correspondiente y perpendicular a la asíntota concurren en un punto. 

Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos medios de las 
abscisas de la hipérbola 9 jc 2 - 16y 2 -144 = 0. 


Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos medios de las 
ordenadas de la hipérbola 4jc 2 - 9y 2 - 36 = 0. 

{ jc = a sec a 
y = fctga 

demostrar que esas son las ecuaciones de una hipérbola. 

Demostrar que los focos de un par de hipérbolas conjugadas son concfcli- 
cos. 


Demostrar que la distancia de un foco de la hipérbola a una cualquiera de 
sus asíntotas es igual al semieje imaginario. 

Un observador estacionado en el punto P oye el estampido de un rifle y el 
golpe de la bala sobre el objetivo en el mismo instante. Demostrar que el 
lugar geométrico de P es una hipérbola. 

Hallar la dependencia entre Ia excentricidad de la hipérbola y el ángulo que 
forma la asíntota con el eje real. 


i x ¿ y ¿ 

Por un punto cualquiera de la hipérbola —= - = 1 se trazan rectas para- 


a 2 b 2 


lelas a*las asíntotas. Demostrar que el área del paralelogramo limitado por 
las asíntotas y las rectas trazadas es \ ab. 
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42) Sea P el punto de intersección con el eje de abscisas de una tangente 

’ 2 2 

x y 

cualquiera a la hipérbola -^--^- = 1; sea Q el pie de la perpendicular 

a b 

trazada sobre el mismo eje desde el punto de tangencia y O el origen del 
sistema. Demostrar que OP • OQ = a 2 . 

43) Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una hipérbola a 
cualquier tangente es igual a b . 

44) Demostrar que el punto de tangencia es el punto medio del segmento de 
tangente comprendido entre las dos asintotas. 

45) Demostrar que la pendiente de la tangente a una hipérbola en cualquier ex- 
tremo de cualquier lado recto es igual a la excentricidad de la hipérboia. 
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LA PARABOLA 


Definición - 

Es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto 
llamado foca y una recta llamada directriz . 

En la fígura se señalan el foco F y la directriz / de una parábola y cuatro 
puntos f¡ 2 , 3,4 de ella. 

Se verifica en la gráfica que 

d (P,.F) =d (P,.l) 

: ' d (p,.F) =d (p 2 .i) 

d (r>.p) ~ d (P,.i) 

d (P,.F) =d (P i .l) 

Llamaremos Eje de simetría o, simplemente, Eje de la parábola a la 
perpendicular a la directriz trazada por el foco. 

Llamaremos Vértice de la parábola al punto en el que el eje intersecta la 
parábola. En la figura anterior el punto es el vértice de la parábola. Designaremos 
el vértice con la letra V. 

Llamaremos Parámetro a la distancia del foco al vértice y lo designaremos 

p° r p f _ 

Parámetro = d^ FV ^ = p 

Si elegimos el eje de ordcnadas como el eje de la parábola y el origen del 
sistema como vértice de la misma, tendremos la pará- 
bola ubicada como se muestra en la figura. 

E1 foco está a una distancia p del vértice, por lo 
que sus coordenadas son F( 0, p). 

La directriz es una recta paralela al eje de 
abscisas que está a una distancia p de ella. Su ecuación 
es, entonces, / = y + p = 0. 

Ecuación de la parábola 

La condición que, por defmición, debe satisfacer todo punto P(x,y) de la parábola 
es que su distancia al foco debe ser igual a su distancia a la directriz: d^ p - d^ p ^ 

Calculando las distancias: r~y Z2 

yjx +{y-p) =y + p 




f En algunos textos se le da el nombrc dc parámetro a la distancia desde el foco hasta la directriz y se le 
designa también por p. Esto hace que en las fórmulas y relaciones haya aparentes diferencias. Es impor- 
tante, por tanto, que al usar fórmulas que contengan p se verifique primero qué se entiende por parámetro. 
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Elevando al cuadrado: 


x 2 +(y-p ) 2 =(y+pf 

Desarrollando: - ¿2 + y 2 - 2py + p 2 = y 2 + 2py + p 2 


Reduciendo términos seme- 
jantes: 


X 2 = 4py 


(I) 


Si invertimos las posiciones del foco y de la 
directriz, obtenemos, mediante un proceso análogo, la 
ecuación 


x 2 = -Apy 


(II) 


Las igualdades (I) y (II) son, en definitiva, las 
ecuaciones de una parábola: 



Si, como en (I), p > 0, la parábola se abre hacia arriba y su vértice es el punto 
de menor ordenada. 


Si, por el contrario, como en (II), p < 0, la parábola se abre hacia abajo y el 
vértice es el punto de máxima ordenada. 


Parábola de eje paralelo al de abscisas 


Si elegimos el eje de abscisas como eje de la 
parábola, vértice en el origen, foco a una distancia p del 
vértice en F(pfi) y directriz paralela al eje de ordenadas 
y de ecuación x + p = 0, tendremos la parábola de la 
figura. 


Efectuando el mismo proceso por el que 
obtuvimos las ecuaciones (I) y (II), obtendremos la 
igualdad 


> 2 = 4px 


(III) 



Invirtiendo las posiciones relativas del foco y de la directriz (ver figura) se 

obtiene 


y 2 = -4 px 


(IV) 


Las igualdades (III) y (IV) corresponden, pues, 
a parábolas de eje paralelo al de abscisas. 

Si p > 0, la parábola se abre hacia la derecha y 
su vértice es el punto de menor abscisa. 

Si, por el contrario, p < 0, la parábola se abre 
hacia la izquierda y su vértice es el punto de máxima 
abscisa. 
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Excentricidad de la parábola 

Dado que la parábola, a diferencia de las otras cónicas, carece de centro, no 
podemos hablar de distancia focal ni de longitud de ejes. La relación, por tanto, 
e = que hemos utilizado hasta ahora para determinar la excentricidad no nos es 
útil en esta oportunidad. 

Sin embargo. hemos visto, al estudiar la elipse y 
la hipérbola, que ia excentricidad es también la relación 
cntrc la distancia de un punto de la curva al foco y la 
distancia de ese mismo punto a la directriz: 

_ r 

, Pero en la parábola, por definición, todo punto 
equidista del foco y de la directriz, siendo r = d. En 
consecuencia, la excentricidad de ia parábola es siempre 

e -1 


Propiedad 



Desde un punto cualquiera P de la parábola se traza un segmento PQ 
perpendicular al eje. La abscisa de P es igual a la distancia entre P y Q, y su 
ordenada a la distancia entre Q y V: 

Abscisa de P = d { f) ^ 

Ordenada de P = d [Q v ^ 

Como las coordenadas del punto deben 
satisfacer la ecuación de la parábola, tendremos 
(sustituyendo en la igualdad I): 




= 4 r 


'ÍQ.V) 


(V) 


Lado recto de la parábola 

Es la cuerda que pasa por el foco y es 
perpendicular al eje. 

En la figiira. P Q es el iado recto de la 
parábola y el foco su punto medio. Su longitud la 
podemos calcular tal como hicimos con la elipse: 



Por la propiedad (V) pode- 
mos afirmar que: 



Pero d fV = p , por tanto: 



536 CONICAS 


















De donde: 


d{P,F) ~ 


Y como 


d (p.F) ~ d (F.Q) 


.tenemos que: 



Ecuación canónica de la parábola 


En la figura se muestra una parábola de vértice V (a* 0 , y 0 ). ' 


Desde un punto P(a, y) cualquiera se traza 

.una perpendicular PQ al eje de la parábola. E1 pie 
Q de la perpendicular tiene la misma abscisa de V y 
la misma ordenada de P, siendo sus coordenadas, 
portanto, Q(A 0 ,y). 

Por la propiedad (V) podemos’ escribir: 

[V-G)] =4 p[ á ( 0 .v)] 
per ° d (PQ) = x-x fí y d (QV) = y-y fí . 

Sustituyendo en la igualdad anterior, tenc- 
mos la ecuación 

(*--*<>) 2 = 4 p { y - yo ) 



que es la ecuación canónica de una parábola de vértice V(a 0 , y 0 ) y eje paralelo al de 
abscisas. 


! Nota: Nuevamente, por razones de comodidad, hablaremos de eje "verlicar en el ! 
primer caso (VI) y de eje "horizontar en el segundo (VII). 


Tangente a una parábola en el punto P(x,,y,) 

Siguiendo criterios similares a los utilizados en la pág. 491, se deduce que la 
pendiente de la tangente a una parábola en el punto P( .\j, y,) es 


(si el eje es vertical) 


(si el eje es horizontal) 


X\ - x {} 
m = —-- 


2 p 


m = - 


2 P 


y\-y* 
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Resumen 


ParábDla 

Lugar geométrico de los puntos del 
•plano que equidistan de un punto fíjo llama- 
do foco y de una recta llamada directriz . 


Elementos 



Vértice: 

v { x o ^ o ) 

Foco: 

F 

Parámetro: 

A, A', ByB' 

Eje real: 

(distancia del foco al vértice) 

P ~ d ( F , V ) 

Eje: 

Directriz 

(Contiene a F y V) 

Lado recto: 

PQ 

Excentricidad: 

e - 1 


Ecuación canónica de la parábola 


Caso I (Eje vertical) 


( x - x 0 f = 4 p { y - y 0 ) (63 <; ) 


Caso II (Eje real horizontal) 

(y - ) = 4 p(x - x 0 ) (63a G ) 

Coordenadas del foco: 

Caso I 

K-yo+p) (<*4 G ) 

Ecuación del eje: 

Caso I 

x - x 0 (65 G ) 


p > 0 


p < 0 


p > 0 


p < 0 


Caso II 


(jCo+P.%) 


Caso II 






(65a G ) 
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Ecuación de la directriz 

Caso I 

y=y 0 ~p ' «•*“) 

Longitud del lado recto: d {PQ) = 4p 

Pendiente de la tangente en el punto p(jc, ,y,) 


Caso II 

x = x 0 -p (66a G ) 

(67°) 


Caso I 


A o 


2p 


( 68 c ) 


Caso II 


_ 

m =- 


y |->0 


(68a <; ) 


Ecuación general de la parábola 


Si desarrollamos la ecuación canónica (63 ( ') y (63a G ) de la parábola obtene- 
mos una ecuación de la forma 


o de la forma 


Ax 2 + Bx + Cy + D = 0 
Ay 2 +By + Cx + D = 0 


(69 G ) 

(69a G ) 


que llamaremos Ecuación general de la parábola. 

Característica de la ecuación general de la parábola es que es cuadrática en 
una de las variables y lineal respecto a la otra. 


Estudio de la parábola a partir de la ecuaclón general 


Nota: por *estudio completo de la parábola" entendemos señalar 

Vértice 

Representación gráfica 

Orientación 

Coordenadas del foco 

Parámetro 

Ecuación de )a directriz 


Llevando como hemos hecho hasta ahora, la ecuación general a su forma 
canónica mediante completación de cuadrados, dispondremos de los elementos 
necesarios para hacer el gráfico de la parábola. 

En el caso particular de la parábola, dado que su ecuación es cuadrática en 
una sola de sus variables, sólo completaremos el cuadrado correspondiente a esa 
variable y expresaremos la otra en una de las formas 4p(x-x 0 ) ó 4p(y-y 0 )- 


Eiemplo 28 _ 

Hacer el estudio completo de la parábola x 2 -10jc-12y —11 = 0. 


Lievamos la ecuación a la 
forma canónica. 

Agrupamos a la izquierda los 
términos que coptienen la 
variable cuadrática y a la de- 
recha la lineal: 


x 2 -\0x = 12y +11 
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Completamós el cuadrado en 
el miembro de la izquierda: 


2 hx =-lOx 



jc 2 -10^ + 25 = 12y +11 + 25 


Factorizando y reduciendo 
términos: 


(jc-5) 2 =12y + 36 


(*-5) 2 =4(3Xy + 3) 

ESTUDIO DE LA PARABOLA 


Hemos obtenido la ecuación 
canónica de una parábola 
con los siguientes elementos: 


V(5,-3) 

P = 3 

Eje vertical 


y, dado que p > 0, Abierta hacia arriba 


'd) 


REPRESENTACION GRAFICA 

Señalamos en un sistema 
cartesiano el vértice V. 

Por el vértice y paralelo al 
eje de ordenadas, pasa el eje 
de la parábola. 

Sobre el eje y a una distancia 
de 3 unidades por encima del 
vértice (p = 3), señalamos el 
foco F. 

Paralela al eje de abscisas y 
3 unidades por debajo del 
vértice, pasa la directriz l. 

El lado recto de la parábola 
es paraielo a la directriz y 
pasa por el foco (en esta 
oportunidad coincide con el 
eje de abscisas). Su longitud 
es igual a 4/7 (12 unidades en 
nuestro caso). Señalamos sus 
extremos P y Q a 6 unidades 
a la izquierda y a la derecha, 
respectivamente, del foco, 

Con el vértice y el lado recto 
tenemos lo necesario para 
trazar la parábola, pero, si se 
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desea más precisión. pueden 
calcularse puntos adiciondles 
por tabulación. dándoie valo- 
res a la variable cuadrática y 
hallando el vaior corrcspon- 
dientc dc la variable lineal. 

Si se eligen valores equidis- 
tantes del eje, se tiene la 
ventaja de que se obtiene el 
mismo valor para la variable 
lineal, pues la parábola es 
simétrica con respecto al cje. 

En nuestro caso, si se le dan 
a la variable x los valores -3 
y 13 (equidistantes del cje), 
sé obtiene en ambas ocasio- 

nes el mismo valor para 

la variable y. La parábola 

pasa, pues, por los puntos 

(ya señalados en la figura » 

anterior) y 5(l3,yj 


Coordenadas del foco (64 c ): 


F( 5,-3+ 3) 


F(5,0) 


Ecuación de ia directri? 

(66 k ): / = >• = - 3-3 


l = y + 6 = 0 


/ 


Eiemplo 29 _ 

Hacer el estudio completo de la parábola x 2 - 6x + 5y - 26 = 0. 


Llevamos la ecuación a la 
forma canónica. 


Agrupando términos: 


x 2 -6x 


= -5y + 26 


Completando el cuadrado de * 
la izquierda: 


2 hx=-6x 
h =-3 
h 2 =9 


x 2 -6x + 9 = —5> + 35 


Factorizando. y reduciendo 
términos: * 


(x-3) 2 =-5(>-7) 

(x-3) 2 =4(-|)(>-7) 
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ESTUDIO DE LA PARABOLA 


La ecuación obtenida corres- 
ponde a una parábola con los 
siguienles elementos: V(3 y 7) 

P = ~i 


y, dado quc p < 0, 
RHPRESENTACION GRAFICA 

Señalamos el vértice V. 

'Por el vértice y parálelo al 
e,je de ordcnadas, trazamos 
el eje de la parábola. 

Sobre el eje y a una distancia 
de ^ por debajo del vértice 

(p = - ), señalamos el íoco. 

Paralela al eje de abscisas y 
a j por encirna del vértice, 
trazamos la directriz /. 


Eje vertical 

Abierta hacia abajo 



Por el foco y perpendicular 
al eje trazamos la recta /,. E1 
lado recto es un segmento de 
esa recta. Como la longitud del lado recto es en este caso de 5 unidades, señalamos los puntos P y Q a 2,5 
unidades a la izquierda y a la derecha, respectivamente, del foco. 

Para hallar puntos adicionales que le den más precisión al gráfico, pucde ulilizarse también el siguiente 
método: se traza una recta / 2 a una distancia k de la directriz (Véase la figura). Con un compás, con centro 
en F y radio = A, se intersecta la recta / 2 cn los puntos R y S. 

Trazamos, por ültimo, la parábola. 

Coordenadas del foco (64 (: ); ^ 

Fcuación de la directriz . _ _ ~ / 5\ 

l-y-l { 4 ) 




l = 4y-33 = 0 


Eiemplo 30 _ 

Hacer el estudiocompletodelaparábola y 2 -2y + 2x-\\ = 0. 


Llevamos la ecuación a la 
forma canónioa. 

Agrupando términos: 


y 2 -2y 


= -2x + 11 
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Completando el cuadrado de 
la izquierda: 


2 ky = -2y 
k = —1 
* 2 = i 


y 2 -2y + l = -2x + 12 
(y-1) 2 =-2(x-6) 
(v-1) 2 =4 (-|)(.í-6) 


ESTUUIO DE LA PARABOLA 


La ecuación obtenida corres- 
ponde a una parábola con los 
siguientes elementos: 


V(6.1) 


Eje horizontal 


y. dado que p < 0, 


Abierta hacia la izquierda 


/ 


REPRESENTACION GRAFICA 


Señalamos el vérticc V. 

Por el vértice y paralelo esta 
vez al eje de abscisas. traza- 
mos el eje de la parábola. 

Sobre el cje y a una distáncia 
dc 0,5 a la izquierda del vér- 
tice (p = - -y ), señalamos F. 

Paralela al eje dc ordetiadas 
y a 0,5 a la dereeha del vér- 
tice, trazamos la directriz /. 

Por el foco y perpendicular 
al eje trazamos la recla /j a la 
que pertenece el lado recto. La longitud dc éste es dc 2 unidades. Señalamos, entonces, los extremos P y 
Q a 1 unidad por cncima y por debajo, respectivamente. del foco. 

Para hallar puntos adicionales/trazamos la rccta F a una distancia k de la directriz. Haciendo centro en F 
y con radio = k, cortamos la recta l 2 en R y .V. 

Trazamos, por último, la parábola. 



Coordcnadas del foco 

(64a‘’): 


Er ua t i án... dg h direcniz 

(66a*’>: 


f(6-i,l) 

/si = 6-(-|) 



/ = 2jc -13 = 0 
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( Ejercicio 130 


Hacer el estudio completo de las siguientes parábolas: 


1) x 2 +4jc-4y + 8 = 0 

2) y 2 - 6y-6x-3 = 0 

3) x 2 -\0x + y + 26 = 0 

4) jc 2 - 8j: + 3y + 25 = 0 

5) y 2 + 6y + 8x - 63 = 0 

6) 4x 2 -4jc-20y + 61 = 0 

7) 3y 2 -12y - 8jc - 44 = 0 

8) 5y 2 + 60y + 16;t + 20 = 0 

9) 3x 2 + 42x + 28y + 175 = 0 

10) 2y 2 — 15 jc — 165 = 0 

11) x 2 +y = 0 

12) 6y 2 -18y + 22jt + 19 = 0 

{ x - cos2a 
y = 2 sen a 



14) 


Eiemplo 31 

Hallar la ecuación general de la parábola que tiene su foco en F(l,l) y cuya 
directriz es la recta l s x - 4 = 0. 

Para construir la ecuación dc 

una parábola se necesita co- y \ j 

nocer tres datos: cl vértice, el ' ’ ! 

parámetro (con su signo) y la 

oricntación del eje de la | 

parábola. I 

- * I 

■* f ! 

Siendo la directriz vertical, ■—, \ 

se desprende de inmediato —I 1 * 1 +- • 1 f I 1 1 1 ► 

que el eje de la parábola es ^ ’ j X 

horizontal, y, estando el foco .. ; 

a la izquierda, el parámetro ! 

debc darnos negativo y 1a I 

parábola dcbe abrir hacia la | ’ 

izquierda. 

Cálculo del parámetro: 2p = ^ = 1 — 4 = — 3 
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Coordenqdas del vértice: el 
vértice, en este caso, tiene la 
misma ordenada del foco. 


La abscisa del foco es, por 
(64a ,: ): 

x F =x 0 + p 

. Sustituyendo: 

1 

H 

II 

Despejando: 

®* 

ii 

Las coordenadas del vértice 
son, pues: 


Y. utilizando (63a tí ), halla- 
mos la ecuación de !a pará- 
.bola: 


En forma general: 

y 2 -2y + 6jc-14 = 0 


Eiemplo 32 

Hallar la ecuación general de la parábola que pasa por los puntos P(- 2,1) y 
Q(- 1,6), cuyo vértice está sobre la recta / s4jc-3y-f-7 = 0 y cuyo eje es paralelo al 
de ordenadas. 


Sean las coordenadas del 
vértice: 

V(h,k) 

y la ecuación de la parábola: 

(x-hf =Ap(y-k) (I) 

Como el punto P pertenece a 
la parábola, debe satisfacer 
su ecuación: 

(-2-hf=4p(l-k) (II) 

Lo mismo podemos decir 
con respecto a Q : 

(-\-hf=4p(6-k) (III) 

Dividiendo miembro a 
miembro las ecuaciones (II) 

y (ill): 

(-2 - hf _ 4 p(\-k) 

(-1 - hf 4p(6-k) 

Simplificando, desarrollando 
el miembro de la izquierda y 
cambiando signos en el de la 
derecha: 

h 2 +4h + 4 fc-1 

h 2 +2h + \ k-6 ( } 

Como el vértice pertenece a 
la recta /, debe satisfacer su 
ecuación: 

4/i - 3Jt + 7 = 0 
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Despejando k: 


(V) 


k = 


3_h + l_ 

3 


Sustituyendo en (IV) ei valor 
obtenido en (V) para k : 

3h + l 

h 2 + 4h +4 _ 3 


h 2 + 2h + \ ~ 3/i + 7 

3 


h 2 +4h + 4 _ 4/i + 4 


h 2 +2h + \ "" 4/í-ll 

Trasponiendo denominado- 
res y multiplicando: 

4/i 3 + 5 h 2 - 28* - 44 = 4/i 3 + \2h 2 + \2h +'4 

Reduciendo términos: 

lh 2 + 40/i + 48 = 0 

La’ ecuación anterior tiene 
dos raíces: 

II 

k 

& 

II 

1 

'jIñí 

Sustituyendo en (V) se obtie-. 
nen los valores correspon- 
dientes para k: 

k\ - 3 * k 2 - 2 i 

Despejando en (II) se tiene 
que: 

4 (VI) 

^ 1 ~k 

Sustituyendo en (VI) los va- 
lores primero de h { y y, 

después, de h 2 y k 2 se obtiene 

4 P\ =1 4 P2=J5 


Tenemos, pues, dos parábo- 
las que cumplen las condi- 
ciones dadas. Sus ccuaciones 
son, utilizando (óB 4 '): 


(x + 4) 2 =\(y + 3) 

x 2 +8x-y + 13 = 0 



735* 2 + 2520jc - 63y + 2163 = 0 


Eiemplo 33 _ 

Desde PÍ-óJ) se trazan tangentes a la parábola y 2 - 6y - 6x -15 = 
lar la longitud de la cuerda que tiene por extremos los puntos de tangencia. 

Llevamos primero la ecua- 
ción dada a la forma canó- 
nica para conocer el valor de 

p y las coordenadas de V: y 2 —fty =6* + 15 


. Calcu- 
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E1 vértice es: 
Calculamos p\ 


Sea Q(r,s) el punto de tan- 
gcncia. La pcndiente de la 
tangente en cse punto es, por 
(68a G ): 


• Por otra parte, la tangente 
pasa por P(- 6,1) y Q(r,s). Su 
pendicnte es, por (5 G ): 


Igualando los dos valores 
obtenidos para m: 


y 2 - 6 y + 9 = 6 x + 15 + 9 
(y-3 ) 2 = 6 (x + 4) 

V(-4,3) 

4p = 6 
P = 1 


m = 


2(t) 


5-3 5-3 


m = • 


5-1 


r + 6 

t 

3 5-1 


s -3 r +6 


Trasponiendo dcnominado- 
res: 

Dcspejando r. 


3r +18 = j 2 - 45 + 3 
5 2 -45-15 


r = - 


(I) 


EI punto Q(r,s) pertenece a 
la parábola. Debe, por tanto, 
satisfaccr su ccuación: 


5 2 - 65 - 6 r -15 = 0 


(II) 


Sustituyendo en (II) el valor 
dc r obtenido en (I): s~ — 65 — 6 


f s 2 -45-15^ 


-15 = 0 


Desarrollando y reduciendo 
términos sc obtiene: 

cuyas raíces son: 


5 2 -25-15 = 0 


5, = 5 


5 2 = -3 


Sustituyendo en (I) se obtie- 
nen los valores correspon- 
dicntes de r. 


r --!£ r -2 

r, - 3 r 2 - ¿ 


Los puntos dc tangencia son: 10 5 j y —3) 


La longitud L de la cuerda 
que tiene csos *puntos por 
extremos es: 




8>/T3 

3 
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( Ejercicio 131 

Hallar la ecuación general de la parábola con los datos que se dan: 

1) F(l, 3); / = /+1 = 0 (directriz) 

2) V(0,3); F(|,3) 

3) V(3,5); / s 4x - 21 = 0 (directriz) 

4) F(-2,5); p = eje vertical 

5 ) / 0 = >’ - 3 = 0 (eje); p = 1; / = x +1 = 0 (directriz) 

ó) F(-2,l) 

. 7) F(-1,3); / = 4jc - 5 = 0 (directriz) 

8 ) v(j , -|); / s 2 v - 3 = 0 (directriz) 

9) F(- 2,3); p = |; eje horizontal 

10) V(3,l); la parábola pasa por F(0,3) 

. 11) V(-3,3); pasaporP(U) 

12) F(-5,5); pasa por F(3, -1); eje vertical 

13) F(2, -2); pasa por P(6 , -6); eje horizontal 

14) Pasa por />(-2,-2); 0(0,-5) y /?(2,-10); eje vertical 

15) Pasa por P(-|,5); C?(f ,l) y 0(0,0); eje horizontal 

16) V(-2,0); el lado recto mide 12 unidades y está a la derecha del vértice 

17) V(2,7); el lado recto mide 3,5 unidades y está por debajo del vértice 

18) Los extremos de su lado recto son />(1,2) y 0(5,2) 

19) Los extremos de su lado recto son />(-1,5) y 0(—1,-1) 

20) Pasa por A/(3,0) y //(4,3); el eje es vertical; el vértice está sobre la recta 
/ = 5;c-3y-13 = 0 

21) Pasa por M(- 2,-1) y N( 4,2); el eje es vertical; el vértice está sobre la recta 
/ = x-3y + 7 = 0 

22) Pasa por A/(5,0) y/V(0,-5); el eje es horizontal; el vértice está sobre la 
recta / = x — 2y-2 = 0 

23) Pasa por P( 0,2) y es tangente al eje de abscisas en el punto 0(1,0) 

24) Pasa por P(l, 0) y es tangente al eje de ordenadas en el punto 0(10,1) 

C Ejercido132 

1) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano que equidis- 
tan del punto />(1,4) y de la recta / = y - 2 = 0. 

2) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano que equidis- 
tan del punto P(3,3) y de la recta / = 2x -11 = 0. 
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3) Un punto se mueve de tal forma que su distancia a la recta / = jc -f 6 = 0 es 
siempre una unidad mayor que su distancia al punto P(4,0). Hallar la 
ecuación de su lugar geométrico. 

4) Una recta que pasa por el foco de la parábola jc 2 -6x-2y + 5 = 0 la 
intersecta en el punto P(7,6). Hallar las coordenadas del otro punto en el 
que la recta y la paráboia se cortan. 

5) Hallar la longitud de la cuerda común de las parábolas y 2 - 4 jc = 0 y 
x 2 -4y = 0. 

.6) Hallar la longitud de la cuerda que la recta / = a* — y + 3 = 0 determina 
sobre la parábola x 2 - Ix - y + 10 = 0. 

7) Hallar la longitud de la cuerda que la recta / = ,v-3y- 13 = 0 determina 
sobre la parábola y 2 + 8y - x + 7 = 0. 

8) Hallar la ecuación de la tangente a la parábola x 2 - 6x- 8y +17 = 0 en el 

punto /^9,-y). * 

9) Hallar las ecuaciones de las tangentes a la parábola x 2 - 4jc - y + 3 = 0 en 
los puntos en que ésta intersecta los ejes coordenados. 

10) Hallar la ecuación de la tangente a la parábola x 1 + 2x + y-3 = Q en el 
punto de abscisa -2. 

11) Hallar la ecuación de la tangente a la parábola 2x 2 - 3x - 2y - 2 = 0 traza- 
da desde el punto P(-4,5). 

12) Hallar la ecuación de la tangente a la parábola x 2 — y-1 = 0 paralela a la 
recta l s 2 jc - y -1 = 0. 

13) Hallar la ecuación de ia tangente a la parábola 3 jc 2 +2jc + y = 0 perpendi- 
cular a la recta / = x + 3y + 5 = 0. 

14) Hallar ia ecuación de la tangente a la parábola v 2 - 8y - x +7 = 0 paralela 
a ia recta / s jc - 2y +11 = 0. 

15) Hallar las ecuaciones de las tangentes a la parábola y 2 - 4y - 2 jc + 2 = 0 en 
los puntos de ábscisa 3. 

16) Hallar la ecuación de la tangente trazada desde el punto P{ 10,-2) a la pará- 
bola y 2 + 2y + 6x -11 = 0. 

17) Determinar las coordenadas dei punto de la parábola y 2 — 6y — 2x + l = 0 
más cercano a la recta / = jc + 4y + 23 = 0. 

18) Se trazan tangentes a la parábola y 2 -5 a = 0 desde el punto P(5,9). Haliar 
la ecuación de la cuerda que une los puntos de tangencia. 

19) Demostrar que las parábolas y 2 - 4 a = 0 y a 2 - 3a + y = 0 son tangentes 
entre sí en uno de sus puntos comunes. 
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20) Hallar el ángulo agudo que forman entre sí las tangentes trazadas desde el 
punto P(IA) a la parábola y 2 - 6y + 3x + 9 = 0. 

21) Un arco tiene forma de parábola. E1 ancho de la base, al igual que la altura 
a la que se encuentra el vértice, es de 16 m. ¿Cuál es el ancho del arco a 
12 m de altura? ¿A qué altura tiene el arco 4m de ancho? 

22) Las dos torres de un puente colgante están separadas por una distancia de 
120 m. E1 cable de suspensión está sujeto a las torres a un altura de 30 m y, 
en su parte más baja, toca la superficie del tablero, describiendo una 
trayectoria parabólica. ¿A qué allura está el cable a 12 m del centro del 
puente? ¿A qué distancia del centro del puente alcanza el cable una altura 
de 7,5 m? (Considérese rectilínea la superficie del tablero). / 

23) En un punto en el que el río tiene 80 m de ancho, se desea construir un 
puente cuya luz sea un arco parabólico. La base del arco debe tener la 
anchura del río y el vértice debe estar a una altura de 20 m sobre el nivel del 
agua. Si se considera que el vértice del arco coincide con el origen de un 
sistema de ejes coordenados, ¿cuál es la ecuación de la parábola que 
describe el arco? 

24) En el reflector parabólico,ria fuente de luz se coloca en el foco. Si un 
reflector parabólico tiene un diámetro de 24 cm en el borde y una profundi- 
dad de 14 cm, ¿a qué distancia del vértice está la fuente luminosa? 

25) E1 cable de suspensión de un puente colganle describe una trayectoria 
parabólica. Las torres del puente tienen una altura de 38 m y están 
separadas por una distancia de 110 m. E1 cable de suspensión está, en su 
parte más baja, a 11 m de altura sobre la superficie del tablero. ¿Qué 
longitud tienen las varas verticales de soporte que están a 36 m del centro 
del puente? ¿Qué separación existe entre las varas de soporte de 30 m de 
longitud? 

26) En el cañón de un río se levanta un puente con arco parabólico. En 
condiciones normales, la base del arco, al nivel del agua, tiene 6 m de 
ancho y el vértice está a 7 m de altura. En una crecida, el nivel del agua 
subió y la base del arco, al nivel del agua, se redujo en un 10%. ¿Cuánto 
subió el nivel del agua? 

27) En una calle hay un arco parabólico cuyo vértice está a una altura de 6 m 
sobre el piso y cuya base, al igual que la calle, tiene un ancho de 5 m. ¿Cuál 
es la altura máxima que puede tener el depósito de un camión cuya anchura 
es 2,2 m para poder pasar por debajo del arco? 

28) Cuando se hace rotar un líquido en un envase cilíndrico, el vacío que se 

forma en su superficie al desplazarse el líquido hacia las paredes es 

parabólico. A1 accionar una centrifugadora de 50 cm de diámetro, la altura 

del líquido en la circunferencia es 10 cm mayor que en el centro. ¿A qué 

distancia del centro es la altura del líquido 0,4 cm mayor que en el centro? 

¿Qué altura por encima de la del cenlro alcanza el líquido a 15 cm del 

centro? 

> 

29) Cierto cometa no periódico se desplaza en una órbita parabólica con el sol 
como foco. La mayor cercanía que alcanza con respecto al sol es de 
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24-000.000 km. ¿Cuál es la ecuación de la órbita? ¿A qué distancia del sol 
se encuentra el cometa cuando éste pasa por el extremo del lado recto? 

30) En la azotea-de un edificio hay un tanque de agua con un aliviadero de 
emergencia en uno de los bordes de la azotea y dirigido hacia la calle. La 
salida del tubo de alivio está a 49 m del piso. Cuando se abre la llave de 
pasó, sale el agua con fuerza describiendo, al caer, una parábola. En un 
punto a 3 m por debajo de la salida, el chorro de agua pasa a 4 m de la 
vertical del aliviadero. ¿A cuántos metros del edificio llega el agua al piso? 

31) Un dispositivo para regar, lanza el agua a una distancia de 21 m. E1 agua 
describe una parábola de parámetro p = -3,9375. ¿Qué altura alcanza el 
agua en su trayecto? 

. 32) E1 disparo de un obús, después de describir una trayectoria parabólica con 
p = da en un blanco situado a 15.000 m de distancia. ¿Qué altura 
alcanzó la granada en su recorrido? 

33) Demostrar que las tangentes a una parábola en los extremos del lado recto 
son perpendiculáres entre sí. 

34) Demostrar que si dos tangentes cualesquiera de una parábola son perpendi- 
culares entre sí, entonces se intersectan sobre la directriz de la parábola. 

35) Demostrar que dos parábolas que tienen el eje y el foco común y los 
respectivos vértices a lados distintos del foco se cortan formando un ángulo 
recto. 

36) Demostrar que, si dos parábolas de ejes perpendiculares entre sí se cortan 
en cuatro puntos, los puntos de intersección son concíclicos. 

37) Por un punto P se traza una tangente a la parábola y * l) 2 = 4 px. La tangente 
intersecta en Q a la directriz de la parábola. Si F es el foco de la parábola, 
demostrar que FP y FQ son perpendiculares. 

38) Demostrar que una tangente de una parábola y la perpendicular trazada 
desde el foco se intersectan sobre la perpendicular al eje que pasa por el 
vértice. 

39) Demostrar que cualquier tangente a una parábola (excepto la tangente en el 
vértice), corta la directriz y al lado recto (o a la prolongación de éste) en 
puntos equidistantes del foco. 


( E)ercicio133 


Ejercicios de recapitulación 

l) Hallar la ecuación de la hipérbola de excentricidad e = y sabiendo que sus 
focos coinciden con los de la elipse 5x~ + 9y‘ - 20.í - 54 y -19 = 0. 


2) Los focos de una elipse están sobre los véitices reales de una hipérbola y 
sus vértices del eje mayor, sobre los focos de la hipérbola. Si la ecuación de 
la hipérbola es 5jc 2 - 4 y 2 + 10a - 24y -51=0, hallar la de la elipse. 



Hallar la ecuación general de la parábola que tiene su vértice en el centro de 
la elipse 4jc 2 + v 2 + 24x - 2y + 33 = 0 y su foco en uno de los vértices del 
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/ eje menor de la elipse. 



Hallar la ecuación general de la parábola que tiene su vértice en el centro de 
la circunferencia x 2 +y 2 +2jc + 3v— 10 = 0 y pasa por los punlos en los 


que la circunferencia intersecta la elipse .r 2 + 4 y 2 +2x~ 2Ay + 17 = 0. 


5) Xos focos de una hipérbola coinciden con los vértices del eje mayor de la 
\. ^elipse 9a“ +8>" +36jc + 32y-4 = 0 y sus directrices pasan por los focos 

de la elipse. Hallar la ecuación general de la hipérbola. 

6) Calcular el área del rectángulo cuyos vértices son los puntos de intersección 
de la elipse + 4y 2 - 20 = 0 y la hipérbola .v 2 - 4y 2 -12 = 0. 


7) Hallar el área del pentágono irregular convexo formado por el punto 
(12,-1) y los puntos en los que la parábola y 2 — 3jc = 0 intersecta la hipér- 
bola x 2 - 4y 2 - 20 = 0. 


8) Una elipse de excentricidad y una hipérbola de excentricidad ~ tienen 
sus focos en íos puntos F(-\2A)) y F' (12,0). Determinar los puntos de 
intersección. 

•» 

9) Hallar el ángulo que forman la parábola x~ -12.v - 2y + i 1 = 0 y la circun- 
ferencia .v 2 + y 2 — 12.v + 28y +187 = 0 en cualquiera de los dos puntos en 
los que se intersectan. 


10) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano cuya 
distancia al punto P( 0,3) y a la recta / = y -1 = 0 están en la relación 4:1. 


11) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano cuya 
distancia al punto P(4,0) y a la recta / = x + 2 = 0 están en la relación \. 

12) Hallar la ecuación del lugar geométrico de los puntos del plano cuya 
distancia al punto P(cfi) y a la recta l = cx-a~ =0 están en la relación -. 

13) Hallar la ecuación del diámetro de la elipse 9 a 2 + 25y 2 - 225 = 0 que pasa 
por los puntos medios de las cuerdas de pendienie 3. 

14) Hallar las coordenadas de los puntos en los que las directrices de la hipér- 

1 1 

bola cuya ecuación es 3a' - y~ - 24a + 4y - 4 = 0 intersectan la elipse de 
ecuación 5a 2 + y 2 - 40 v + 2y + 36 = 0. 

15) El centro de una hipérbola de eje real horizontal y excentricidad está en 
C(2,3). Hallar su ecuación general sabiendo que la distancia que separa los 
focos de los vértices imaginarios es v 34 . 

16) Una elipse de eje mayor horizontal tiene su centro en C(0,5); hallar su 
ecuación general sabiendo que los focos son los puntos medios de los 
semiejes mayores y que el eje menor mide 6v 3 . 

17) La'circpnferencia a 2 + y 2 - 4a - 1 Oy + 20 = 0 está inscrita en una elipse de 
eje mayor horizontal y biseca las semidistancias focales. Hallar la ecuación 
de la elipse. 
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18) Hallar la longitud de los lados del triángulo equilátero inscrito en la 
parábola v 2 — 4x = 0. 

19) En la parábola x 2 - 4x - y + 5 = 0 se inscribe un triángulo isósceles de 
base perpendicular al eje de la parábola. Si los lados del triángulo miden 
"cada uno 3\ 10 , hallar las coordenadas de los extremos de la base. 

20) La ecuación del eje real de una hipérbola es v - 3 = 0; una de sus asíntotas 
pasa por los puntos A/(2,0) y N( 8,9) y sus focos están en la circunferencia 

x 2 + y 2 - 8.t - 2v = 0. Hallar la ecuación general de la hipérbola. 

21) La circunferencia x 2 +y 2 +6x -10y+14 = 0 tiene su centro en el vértice 
de una parábola que se abre hacia la derecha y pasa por los extremos del 
lado recto de ésta. Hallar la ecuación general de la parábola. 

22) Desde la azotea de un edificio y paralelamente al horizonte, se lanza una 
piedra que, en su recorrido hasta caer a tierra, describe una trayectoria para- 
bólica de eeuación a* 2 + 125y = 0. Determinar a qué distancia de la vertical 
cayó si la altura del edificio es de 20 m. 

23) Un cañón dispara una balá que, después de describir un arco de parábola, da 
en el blanco a 8.000 m de distancia. Si la altura máxima que alcanzó la bala 
fue de 1.000 m, ¿con qué ángulo de elevación se realizó el disparo? 

24) Calcular con qué ángulos se ven desde los extremos del lado recto de la 
parábola x 2 — 8jc-2y + 12 = 0 los puntos de trisección de la cuerda cuya 
ecuación es jc - y — 2 = 0. 

25) Una circunfcrencia de radio 3, cuyo centro coincide con el vértice de la 
parábola x 1 -8.v-8y + 40 = 0, la intersecta en dos puntos. La cuerda que 
esos puntos determinan es el lado de un rectángulo inscrito en la 
circunferencia. ¿Cuánto miden los lados del rectángulo? 

26) Un meridiano dcl globo terráqueo es una elipse en la que ^p = 
Determinar su excentricidad. 

27) Delerminar la excentricidad de una hipérbola en la que los vértices son los 
puntos de trisección de la distancia focal. 

28) Hallar la ecuación general de la elipse que pasa por el punto P(4,6) y tiene 
los mismos focos que la hipérbola x 1 - y~ -8 = 0. 

29) Hallar las ecuaciones de los diámetros de la elipse .r 2 +6y 2 - 2 = 0 que 
miden 2 unidades. 

30) Demostrar que una elipse y una hipérbola que tienen focos comunes se 
intersectan formando ángulos rectos. 

31) Demostrar que los radios focales de un punto de una elipse forman ángulos 
iguales con la tangente a la elipse en ese punto. 

32) • Por un punto P de una hipérbola se traza una paralela al eje real que corta 

las asíntotas en M y /V. Demostrar que MN • NP = o 2 . 

33) Demostrar que la circunferencia que tiene como diámetro el lado recto de 
una parábola es langente a la directriz de la misma. 
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34) ( Demostrar que una circunferencia que tiene como diámetro cualquier 

cuerda focal de una parábola (cuerda que pasa por el foco) es tangente a la 
directriz de la misma. 

35) Demostrar que la cuerda común de dos circunferencias distintas cuyos 
diámetros son cuerdas focales de una misma parábola pasa por el vértice de 
lá*parábola. 

36) Sencillo problemita de Suvorov (Mcitemáticas superiores): Si el origen de 
coordenadas O sirve de centro a una circunferencia, que es tangente a la 
recta 3*-y-10 = 0, y de vértice de una parábola, cuyo parámetro 

(distancia del foco a la directriz) es 4, y su eje coincide con el eje O; t, y si 
desde el punto M de intersección de estas curvas, situádo en el primer 
cuadrante, se traza una circunferencia, tangente al eje Ox , que corta a la 
primera circunferencia en los puntos P y Q, en ese caso, el punto de 
intersección de la cuerda PQ con la ordenada del punto M pertenece a una 
elipse, cuyo eje mayor es el diámetro de la primera circunferencia, y el eje 
menor es iguaj al radio de la misma circunferencia. Demuéstrese esto. 

... y cl quc lo de'sconstantinopolice, buen desconstantinopolizador será. (!) 

37) AB y CD son dos segmentoS perpendiculares que se bisecan. Un punto P se 
mueve de tal forma que PA PB-PC PD. Demostrar que el lugar 
geométrico de P es una hipérbola equilátera. 

38) Demostrar que el ortocentro de cualquier triángulo inscrito en una hipérbola 
equilátera pertenece a la misma hipérbola. 

39) Demostrar que, si un triángulo rectángulo está inscrito en una hipérbola 
equilátera, la altura correspondiente a la hipotenusa es tangente a la 
hipérbola. 

40) Sean P y Q, respectivamente, los puntos medios de dos cuerdas 
cualesquiera de una hipérbola equilátera. Por el punto P se traza una 
paralela a la segunda cuerda y por el punto Q una paralela a la primera: sea 
R el punto de intersección de estas rectas. Demostrar que los puntos P, Q , R 
y el centro C de la hipérbola son concíclicos. 

41) Demostrar que las dos tangentes trazadas desde un punto P a una elipse, o a 
una hipérbola forman ángulos iguales con las rectas que unen el punto P 
con los focos. 

42) Por el foco de una elipse se traza una cuerda y, por el mismo foco, una recta 
/ perpendicular a la cuerda. Por los extremos de la cuerda se trazan las 
tangentes 7 1 , y T 2 - Demostrar que las rectas /, T { y T 2 son concurrentes. 

43) Demostrar que las tangentes trazadas desde un punto P a una parábola 
forman ángulos iguales, respectivamente, con la recta que une a P con el 
foco y con la paralela al eje que pasa por P. 

44) Demostrar que el lugar geométrico del vértice del ángulo recto de los 
triángulos cuyos catetos son tangentes a una parábola, es la directriz de la 
mísma parábola. 


554 conicas 





INECUACIONES 


Generalidades 


Una igualdad es la comparación de dos cantidades equivalentes. Por ejemplo 


/ 


3 + 5 = 8 

(a+b) 2 =a 2 +2ab + b 2 



son igualdades. 

Si se establecé, en cambio, una comparación entre cantidades que no son 
equivalentes, se obtiene una desiguaUad. 

Los signos de la desigualdad son mayor que (>) y menor que (<): 


7 + 4> 10 
9 - 14 < 0 


E1 concepto de mayor o menor implica el de ordenamiento. Sólo los números 
reales se pueden ordenar: no tiene sentido decir que un número complejo es mayor 
que otro. Nuestro estudio se limitará, por tanto, al campo de los números reales. 

Se dice que dos desigualdades son del mismo sentido si sus símbolos apuntan 
en la misma dirección: a > b y c > d son desigualdades del mismo sentido. Si los 
símbolos no apuntan en la misma dirección diremos, en cambio, que las 
desigualdades son de sentido contrario : a > b y c < d son desigualdades de sentido 
contrario. 


Príncipales propiedades de las desigualdades 


1) Si a > b , entonces b < a. Si a < 6, entonces b > a. 
Ejemplo A si -3 > 2 - 7 

entonces 2 - 7 < -3 


2) Si a > b y b > c\ entonces a > c\ si a < b y b < c, entonces a < c. 

3) Si se suman miembro a miembro dos desigualdades de igual sentido se 
obtiene una desigualdad del mismo sentido (Ejemplos B, y B 2 ). Si se restan, el 
resultado puede ser una desigualdad del mismo sentido, una de sentido contrario 
(Ejemplo B 3 ) o una igualdad (B 4 ): 


• EjemploB 1) 7>5 


2) -3 < 7 


9 > 2 


9 < 10 
6 < 17 
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3) 


6 > 5 
5 > 1 


4) 


8 > 6 
7 > 5 


6-5 <5-1 8-7 = 6-5 

4) Pueden restarse miembro a miembro dos desigualdades de sentido 
contrario: el resultado será una desigualdad del mismo sentido del minuendo: 

EjemploC 1) 7>5 2) -6 < 3 

2 < 6 8 > -5 

7 - 2 > 5 - 6 -6 - 8 < 3 + 5 

5) Puede sumarse (o restarse) una misma cantidad a ambos miembros de una 

desigualdad sin que cambie el sentido de ésta. / 

; * Ejemplo D 1) 7 > —3 2) 8 <13 

7+10 >-3+10 8 - 10 < 13 - 10 

Consecuencia: Cualquier término puede trasponerse de un miembro a otro 
de la desigualdad cambiando el signo del término. 

Ejemplo E 3-7<8 + 6 

3 - 8 < 6 + 7 

6) Pueden multiplicarse (o dividirse) por una misma cantidad positiva ambos 
miembros de una desigualdad sin que cambie el sentido de ésta. 

Ejemplo F 1) 5 > -3 2) 6 < 11 

(5)-7 > (-3) 7 3 < ^ 

7) Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican (o dividen) por una 
misma cantidad rtegativa, la desigualdad cambia de sentido. 

EjemploG 1) 6>2 2) -12 <18 

6(-3) < 2 (-3) 

2 > -3 

Consecuencia: Pueden cambiarse los signos a todos los términos de una 
desigualdad si se cambia el sentido de ésta. 

Ejemplo H 7 - 5 < 8 - 1 

-1 + 5 > -8 + 1 

8) Pueden elevarse a un mismo exponente impar positivo ambos miembros 
de una desigualdad sin que cambie el sentido de ésta. 

Ejemplo I - 2 < 3 

(-2) 3 < 3 3 

Consecuencia: Puede sacarse raíz de índice impar a ambos miembros de una 
desigualdad sin que cambie el sentido de ésta. 

Ejemplo J - 8 < 64 

' V-8 < V64 

9) Si ambos miembros de una desigualdad son positivos, pueden elevarse a 
un mismo exponente par positivo sin que cambie el sentido de la desigualdad 


-12 ^ 18 
-f) -6 
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(Ejemplo K,). De no ser del mismo signo, puede resultar una desigualdad de sentido 
contrario (K 2 ) o una igualdad (K 3 ). 

Ejemplo K 1) 7 >4 2) -5 <2 3) -3 < 3 

7 2 >4 2 (-5) 2 > 2 2 (-3) 2 = 3 2 

Consecuencia: Si ambos miembros de una desigualdad son positivos, las 
raíces positivas de índice par de cada uno de ellos forman una desigualdad del 
mismo sentido que la primera. 

Ejemplo L 4 < 9 

+V4 <-hV9 

10) Si ambos miembros de una desigualdad son del'mismo signo, sus 
inversos forman una desigualdad de sentido contrario. 

Ejemplo M 1) 7 <10 2) -2>-7 

i>^ “{<-T 

Igualdades y ecuaciones * 

La comparación de cantidades equivalentes da origen, como hemos visto, a 
una igualdad. Si esas cantidades contienen una o más variables y la igualdad es 
cierta sólo para determinados valores de esa o esas variables, la igualdad pasa a 
llainarse ecuación. Por ejemplo 

3jc - 5 = x + 7 
x 1 + 7* + 10 = 0 
3jc - 2y + 7 = 0 
son ecuaciones. 


Desigualdades e inecuaciones 

En forma análoga, si las cantidades no equivalentes que se comparan en una 
desigualdad contienen variables y la expresión es cierta sólo para algunos valores de 
las variables, la desigualdad pasa a llamarse inecuación. Por ejemplo 

3jc +11 < 8jc +1 

5x 2 -6jc + 1 >0 

3jc 2 +5y-7 < 0 

son inecuaciones. 

Signos de las inecuaciones 

Además de los signos mayor que (>) y menor que (<) de las desigualdades, 
en las inecuaciones se utilizan los signos mayor o igual (>) y menor o igual (<). Por 
ejemplo, la expresión 

x < 7 
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se lee n x menor o igual que 7" y !a condición se satisface si la variable toma el valor 
7 o cualquier valor real menor que 7. 

Soluciones de una inecuación 

Es erconjunto de valores de la variable que satisfacen la condición expresada 
eñ la inecuación. A los valores que satisfacían una ecuación se les llamaba 
. soluciones , raíces o ceros de la ecuación. En el caso de las inecuaciones no se utiliza 
la palabra raíz o cero, sino sólo soluciones. 

Resolver, pues, una inecuación es hallar los valores que verifican la 
desigualdad planteada. , 

Resolución de las inecuaciones 

Las propiedades de las desigualdades nos permiten trabajar con las 
inecuaciones en forma similar a la que se utilizó al resolver ecuaciones. Sin embargo 
hay algunas diferencias muy importantes que no pueden ser descuidadas: nos 
referimos en especial a las propiedades 7,9 y 10. 

Formas de expresar las soluciones de una 
inecuación 

A menos que existan otras condiciones simultáneas, la solución de una 
inecuación es un conjunto infinito de valores. Para expresarla se utilizan las 
siguientes formas: 

a) Forma analítíca: es la inecuación en su forma más reducida. Ejemplos: 

x<k 6 x>k 

b) Forma gráflca: consiste en señalar k sobre la recta real indicando hacia 
dónde se encuentran los valores que satisfacen la inecuación. Para los ejemplos 
anteriores, los gráficos serían: 

n . ? _ _ t 

-o° * oo y -oo * oo 

Nótese que en el primer caso para que quede satisfecha la condición, la 
variable sólo puede tomar valores que sean menores que k. Señalaremos esta 
circunstancia en el gráfico mediante un círculo vacío y la flecha dirigida hacia donde 
están los valores menores que k , es decir, hacia la izquierda. 

En el segundo caso, la variable puede tomar cualquier valor mayor que k o 
también el valor k , pues la condición expresa que x debe ser mayor o igual que k . Se- 
ñalaremos esto gráficamente mediante un círculo Ileno y la flecha hacia la derecha. 

c) Forma de intervalo: consiste en señalar el mínimo y el máximo valor real 
que puede tomar la variable de la siguiente forma: 

(-<», k ), en el primer caso 

[/:,<»), enelsegundo 


558 INECUACIONES 







' Estas expresiones reciben el nombre de Intervalos de solución. 

E1 uso del paréntesis en uno o en ambos límites indica que la variable puede 
tomar cualquier válor intermedio pero no el de los extremos que tengan paréntesis. 

E1 uso del corchete indica que la variable puede tomar cualquier valor 
intermedio y también el de los extremos que tengan corchete. 

oo y —oo no son valores definidos por lo que siempre se indican con un 
paréntesis. 

Si un extremo de un intervalo tiene un paréntesis, se dice que el intervalo es 
abierto en ese extremo; si, en cambio, tiene un corchete, se dice que es cerrado. 

Existen numerosas modalidades tanto para la forma gráfica de señalar las 
soluciones como para la forma de intervalo. En la que hemos adoptado, un 
paréntesis en el intervalo corresponderá siempre a un cfrculo vacio en el gráfico y un 
corchete a un círculo lleno. A los extremos «> y -oo les corresponderá siempre la 
punta de la flecha. 


INECUA CIONES CON UNA VARIABLE 

INECUACIONES LINEALES 

Para resolver las inecuaciones seguiremos estos pasos: 

1) Llevaremos la inecuación a su mínima expresión (Forma analítica). 

2) Señalaremos gráficamente la solución. E1 señalamiento gráfico de la 
solución sólo es indispensable en las inecuaciones de varias variables. Sin embargo, 
siempre es útil para determinar los intervalos de solución. 

3) Señalaremos el o los intervalos de solución. 


Eiemplo 1 

Resolver la siguiente inecuación: 5x - < 2jc + 

Trasponiendo términos: 5x — 2 jc< — + — 

6 3 


Reducicndo términos s$me- ~ 5 

jantes: ~ 6 


Aislando x : 



En forma gráfica: 




— 00 


1 

j. 

18 


00 


En forma de intcrvalo, la 
solución de la inecuación es: 
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Ekmplo 2 


r» . 9 jc-5 • 7x + l . 

Resolver-+ 3 <-+1 




Multiplicando todos ios tér- 
minos por 12 para eliminar 
denominadoresT 

27jc-15 + 36<28jc + 4 + 12 


Trasponiendo términos y 
reduciendo términos seme- 
jantes: 

—jc < —f 



Cambiando signos (y, por 




tanto, el sentido de la inecua- 
ción): * 

jc > 5 


/ 

En forma gráfica: 





9 




“0° 5 

oo 

En forma de intervalo: 

( 5 .~) 



EismBÍBj. 


■ 



Resolver: (jc + 5X^ + 6X* - 7) < (jc + 2) 3 - (2jc + lX* - 3) + 35 
Desarrollando: *3 + ^2 _ 47 * _ 210 < JC 3 + 6x 2 + \2x + 8 - (ix 2 - 5jc - 3)+ 35 

Reduciendo ténninos seme- 

jantes: ~64x < 256 

Cambiando signos y sentido 

de la inecuación: 64x > —256 


Aislando x : 


jc > —4 


En forma gráfica: 


1 


En forma de intervalo: 


H. 00 ) 


( Ejercicio134 

Señalar el intervalo de solución de las siguientes inecuaciones: 

1 ) jc + 9 < 11 

2) jc-5>4 

3) x + 7>2 

4) 3x-2<,4 

5) 5jc +1 > 4 

6) 7jc + 3 > —4 
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7) 

8 ) 

9) 

10 ) 

11 ) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20 ) 
21 ) 

22 ) 

23) 

24) 

25) 

26) 

27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) 


5x + 2<2x + l 
10jc + 11 >6x-l 

^< 3 * 


x. 1 

- + - < -3 
4 2 

2x + l x-5 
-+ 2 >-9 


c 1 ^ 2 jc- 19 
3 6 

2jc - 9 < 7jc + 6 

\2 


(oc - 3)“ + 7 á (jc +1) 2 - 5 
3(jt - 4)+9 - 2jc > 4(3jc -1)+ 6(x + 3) 

{x - 2) 3 < Jt 3 - 2(3 jc + l^Jt - 5) 

(2jc + 1X3jc - 2 ) + (4.t + 3Xí - 7) > (3x - 1 )(jc + 2) + (7jc - 3Xjc +1 ) 

(* + lX* + 3) (x + 5jx + l) > (¿x- 3X^-1) 3 

3 2 6 2 

(jc + 1)(jc + 3X2jt + 3) < (jt - 5^2jt - IX* + 4) + 2(7 jc - IX* +1) 

(jr + f)(x-4)á(x + 3Xjc-2)+^ 


— + — 
2 3 

jt + 4 

3 


- — <7 

4 

jc-4 


<2 + 


3jc- 1 
15 


i[ x -( 1+ @]-&( 1 -**)>* 

(jc +1) 2 > [6 — (1 - jc)]x - 2 
(5jc - 2) 2 - (3x +1) 2 > (4 jt + 5) 2 
(2jc +1) 2 - 7 > (2jc -1) 2 
(0,2jc + 0,3) 2 >4(0, lx-1,2) 2 

(1 250jc + 90) 2 + 68400 < 50o[(25jc + 28) 2 + (25x + 36^1 OOjc + 9)] 
2 (jc + 3V2) 2 < (jc + 7a/2 )(* - 5) + (jc + 5V2)(jc + 7) 


Jt , Jt Jt 

V2 + 2-V2 ~4-V2 
jc + V2 jc + V3jc > 4 


<24 
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<lgt/6 


33) ' < + | 8 2+ü^-íi±!íl 

34) x lg 15 - x3g 10 > x lg 6 + lg 4 

35) 2x + V6 - m'2x >2- \6x + v2 

36) 5-\¡4x>\Í9x-\ ! 6x 

37) x ctg a sen 2a + cos 2a < ctg a sen 2a - +v tg a sen 2a 

xsen7a-xsen5a cos3a-cos5a 
3o) ~ ~ _ 0 

cos7a + cos5a sen5a + sen3a 

39) (x + 1X* + 2)(x + 3) < (x + 3)(a- - 4X* + 7) ' 

40) (x +1 )(x - 2)(x + 4\x + 5) - 8(* + 2X* - 3X* - 4) - (Ix - tylx +10) > x A +11 

Discusión de inecuaciones con parámetros 
(inecuaciones literales) 

Si una inecuación contiene parámetros o coeficientes literales y en la 
resolución de la inecuación es preciso multiplicar o dividir por expresiones que 
contengan esos parámetros, se hace necesario discutir los resultados para el caso de 
que dichas expresiones sean de signo positivo y para el caso de que sean de signo 
negativo. 

Los siguientes ejemplos ilustrarán este concepto. 

Eiemplo 4 _ 

Discutir la siguiente inecuación: 4 a[x - -j) + 2(x + 5 a) >4x + 7a 
Desarrollando: 

Trasponiendo términos y re- 
duciendo: 

Simplificando: 

Sacando factor común en el 
primer miembro: 

Para aislar la variable x dé- 
bemos dividir ambos miem- 
bros por (2a - 1). expresión 
que contiene el parámetro a. 

Si esta expresión es positiva. 
el sentido de la inecuación 
no cambia y podemos 
escribir: 


4ax-\5a + 2x + \0a >4x + la 

4ax -2x>\ 2a 
2ax - x > 6a 

x(2a-\)> 6a 


x > 


6 a 

2a -1 


(Si a > j) 


JUL. 

2ti -1 
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Si la expresión, por el con- 
trario, es negativa, el sentido 
de la inecuación cambia y 
tendremos: 


JC< 


6 a 

2a-l 

-* 


(Siacj) 

- =1 

Jml. 

2íi-I 


Tenemos que verificar toda- 
vía qué sucede si a toma el 

valor -j: si sustituimos a 
por \ , la expresión originai 

queda reducida a la siguien- 

te: 



Esta expresión es obviamen- 
te falsa. 


Resumiendo los resultados 
obtenidos, las soluciones de 
la inecuación son: 


[*•“) s¡«>i 

H*rl s ‘°<i 


Si a = j, no hay solución 



Eiemplo 5 

Discutir la inecuación: 


2 3 


Multiplicando por 6 para eli 
minar denominadores: 

Trasponiendo términos: 

Sacando factor común: 


6 + 3jc + 3a > 12jc - 4ojc + 4 a 
4ojc - 9jc > a - 6 
jc(4íj - 9) > a - 6 


Nuevamente, para aislar la 
variable x tenemos que divi- 
dir por una expresión que 
contiene el parámetro a. 

Si la expresión es positiva, ia 
inecuación mantiene el sen- 
tido: 


x>-^± (Si fl >|) 

4a-9 V 4 ' 


Sz 

Íl.-Ü 


4a -9 




oo 
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Dc ser negativa, el sentido a — 6 / . 9 \ 

de la inecuación cambia: x -- (Sl a < -j) 

4a - 9 v ' 

ÜZ 9 _ 

— oo jlJl oo 

Aa -9 

9 

Para a = , la expresión 

original se reduce a ésta: — 21 < _3 

Esta expresión es cierta inde- 

pendientemente del valor , 

que tomc la variablc. 


Soluciones: 


EimekL L. 



Sia>| 


S¡a<| 


Sia = | 

* 


X X 

-+-s- 

a + b a-b a + b 


Discutir la siguiente inecuación: 
2 


(a y b son ambos negativos) 


Para eliminar denominado- 
res, debcmos multiplicar am- 
bos miembros de la inecua- 
ción por (a + b)(a - b)\ el 
primero de estos factores, 
siendo a y b ambos negati- 
vos, es obviamentc negativo. 
Si el segundo factor también 
lo es (si a - b < 0), el 
producto será positivo y no 
cambiará el sentido de la 
inecuación: 


x(a -b) + x(a + b)< 2(a - b) 


Reduciendo términos: 


2 ax < 2 (a - b) 


Simplificando: 


ax<a-b 


Para aislar x debemos dividir 
por a, cuyo signo es negati- 
vo. Por tanto: 


Jt> 


a-b 


(Si a < b) 


£ 


a 




oo 
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Si el factor a-b c s positivo 
(si a - b < 0), el producto 
(o + b)(a - b) será negativo y 
hará que ia inecuación 
cambie de sentido: 


x(a - b) + x (a + b) £ 2 (a - b) 
a-b 


x< 


(Si a > ¿>) 


i. 




Dado que a - b no puede 
anularse, pues en ese caso el 
scgundo término de la expre- 
sión original carecería de 
sentido, podemos resumir así 
ias solucioncs: 


(*?•-) 

Si a <b 

(-.*?] 

Sia>b 


( Ejerclclo 135 


Discutir las siguientes inecuaciones: 

1) a(x - 2) £ 2(x + a) 

2) ax-l> x + a 

/ ^v ax + 2 ^ _ 

3) x(a + 2 )+—-— Z3a-1 

4) 3(a + l) + ax <5a 2 +3Sa + 2l-lx 

a(a-x) 3 a ; x-4 
15 5 3 

6) (a - b)x + b 2 <a 2 

7) a 2 bx + ab 2 x£a + b 
x-a x-b 


8 ) 

9) 

10 ) 


b a 

x+a x+b 

-+- 

b a 


>2 
< -2 


x « x + a 

-+ !<-r 

a-b 


a + b 


11) 2<í^> + *!íí*> s , 

b a 

12) (xr- a)(x + b) > (x + a)(x - b) 

13 ) i + i>í-£ 

a b a b 


(a y b son de igual signo) 

(a y b son de igual signo) 

(a y b son de signos opuestos) 

(a y b son positivos) 

(a y b son de igual signo) 

(a y b son de signos opuestos) 
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14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20 ) 
21 ) 
22 ) 

23) 

24) 

25) 

26) 

27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) 


, X X ^ _ 

-+- S2 a 

a+b a-b 

(a y b son de igual signo; \a\ > \b\) 

ax bx-b 1 

b a b 

(a y b son de igual signo) 

x-a x-b^a b 
—+—>-+- 
a b b a 

(a y b son de signos opuestos) 

XX , 

— +->a+b 
a b 

(a y b son de igual signo) 

X X 

- <a-b 

a b 

(a y b son positivos) 

x + 2 a 

-> X 

a 


X x .. 

-S 2 a 

a+b a-b 

(a y b son positivos) 

x x ^ b 

a + b a-b a + b , 

(a y b son positivos) 

x x ^ 2 

a + b a-b a-b 

(a y b son negativos) 

x + b x 

—--<i 

a+b a-b 

(a y b son positivos) 

x-a x + a 2a 

+ > 

a-b a + b a + b 

(a y b son negativos) 

x , x + a 

—+1 <— 
a+b a-b 

(a y b son positivos) 

a+x b+x 

- <- 

a b 


x + 3a x + 2 a b 

-+-> - 

b a a 


, 2a-5b ,3a-6b 

3x + - £ 4x +- 



a a 


^ + 3>2íí±í! 

2a a 2 

x + a x + b 2(x - b) x-a 
a-b a + b a-b a + b 
a+x 1 x+3 

(a - 2y a-3 a 2 -5a + 6 

(a -3b)x b-a 2(b-a-2bx) 

b 2 -ab ab + b 2 a 2 -b 2 


(a y b son positivos) 


(a y b son negativos) 
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Sistemas de inecuaciones lineales 


Un sistema de inecuaciones es un conjunto de dos o más inecuaciones 
simultáneas. Resolver el sistema consiste en hallar el valor o los valores de la 
variable que satisfacen todas y cada una de las desigualdades planteadas o, por el 
contraria, en constatar que dichos valores no existen. 

Para hallar la solución de un sistema de inecuaciones, se resuelve por 
separado cada una de las inecuaciones que lo conforman y se analiza al final (aquí 
será de mucha utilidad la gráfica de las soluciones) si existen soluciones comunes a 
todas las inecuaciones del sistema. 

En el siguiente cuadro damos ejemplos de la expresión analítica, gráfica y de 
intervalo de las soluciones de algunos sistemas. (Para todos los ejemplos m < a < n 
< b < p). 

Ejemplos de solución de sistemas 


Forma 

anaiítica 

íx>a 


6 ) 


7) 


8 ) 


9) 


x < a 
x <b 

x >m 
x > a 
x<b 

x>a 

x<b 

x 

x > m 
x>a 
x±n 
x * p 


Forma gráfica 


‘M 

[x<b 


I- 

1 

r 


— oo 

m a n 

] 


p oo 

2) l 

\ x > a 



1 



[x<b 


9 

1 

\ 


— oo 

a 

1 

b 

oo 


\x >a 





3) l 






[x <b 

r 


? 



— oo 

a 

c 

b 

oo 

4) l 

| x> a 



c 



[x<b 


? 


i 

— oo 

a 



oo 

5) ] 

\x> a 



1 

z 

[x > b 


9 


l * 

— oo 

a 

] 

7 oo 


, ?- 

- 

? 1 


— oo m a rt 

b p oo 

* m i \ ' 

P 

? t. J 


— oo m a n 

b p oo 

o —?—(—)— 

—U 1 — l 


Forma 
de intervalo 

M 

(a,b] 

[a,b) 

(a,b) 

[b,°*) 

(-°°.«) 

(a,b[ 

[a.b]-{n} 

(ú,oo)-{ W ,p} 


INECUACIONES 567 






































[a,b)-{n} 



x* m 


x>a 

10) ■ 

x * n 


x<b 


x<p 

1 

[jc >a 

H) 

jc <x b 

1 

[x>p 

EjanttkL Z_ 


rTFFFf- 



Resolver el siguiente sistema: 

jc-2 


4 

4jc-1 


x - 3 ^ 2x - 1 


+ 2* > 13- 


6 
x + 1 




p 


■*- 


oo 


9 -* 

-► 

/7 oo 


Llevaremos por separado a 
su mínima expresión cada 
una da las inecuaciones del 
sistema. 


Primcra inecuación : 


x-2 _ jc-3 < ^ 2jc-1 
_ 4 2 ~~ 6 


Multiplicamos la inecuación 
por 12 para eliminar denomi- 

nadores: 3jt — 6 — ÓJC + 18 < 36 — 4jt + 2 


De donde: 


x£26 


Ssfcuoda ineeuadán; 4x -1 „ jc + 1 

-+ 2jc > 13- 

6 4 

Multiplicamos nuevamente 
por 12 para climinar denomi* 

nadores: 8JC - 2 + 24jC > 156 - 3jC ~ 3 


De dondc: 


x>$ 


Llevamos a un gráfico co- 
mún las condiciones obteni- 
das en I y II: 


i,, t 

M 26 


Obviamente, los valores que 
satisfaccn simultáneamente 
ambas condiciones son los 

que eslán en el espacio con _ 

doble rayado y corresponden /3J. ^6 

al intervalo: W » 


NO HAY 
SOLUCION 


(I) 


(II) 

—►(») 
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4 

2-2x 5x-\5 

h 3 2 

Primera jnecu .acjón: 

Eliminando denominadores 
y reduciendo términós seme- 
jantes : 


Scgunda inccuación : 


Terccra jng tfu a ci pn : 


2 

>1 

3jc-3 2-6x 

-> x 

2 3 

9x-9-4 + 12j:>6x 
15jc > 13 

v>il 

\5 

jc + 1 jt-4 * + 5 

-+-<- 

4 3 2 

3jc + 3 + 4x - 16 < 6jc + 30 

x <> 43 

2-2x 5jc —15 ^ 

3 2 

4-4jc-15x + 452¡6 


Ejemj>lo 8 

Resolver el siguiente sistema: 

3jt - 3 2 - 6jc 

---> x 

2 3 

jc,+ 1 jc- 4 < ;t + 5 
3 


-19jc > -43 


Cambiando signos y sentido: 19jc < 43 


19 


Llevamos a un gráfico co : 
mún las condiciones obteni- 
das en I, II y III: 


(II) 


— oo 


1 

u 

15 



Los valores que satisfacen 
simultáneamente las tres 
condiciones son los del 
cspacio con triple rayado y 


corresponden al inltervalo: 

/13 431 


\15 ’ 19J 


(I) 


(II) 


(III) 


- ►(» 

43 00 
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Eiemplo 9 

Resolver el siguiente sistema: 

( x + 5 f > (jc 4- 7)(jc + 2)(x 4 1) 4 (x 4 3)(5* - 1) 

2jc -1 3jc -1 4jc — 1 5jc — 1 6x - 1 

- *—4 ->- 4 - 4 - 

- 2 3 4 5 6 

(jc 4 l)(jf 4 2) 4 (jc 4 3X* 4 4) < (x 4 5)(* 4 6) 4 (* 4 7X* + 8) 

2jc 2 +7jc + 6 ^ 0 

Prjfnera inecuación : (* + 5) 3 > (jc 4 7)(jC 4 2)(jC 4 l) 4 (jC 4 3^5jC - l) 

/ 

Dcsarrollando: ^3 + j 5jc 2 + 75 * + 125 > * 3 + IOjc 2 + 23* + 14 + 5x 2 + 14jc — 3 

38jc ^-114 


Se gunda inecuación : 


jc > -3 


(i) 


2x - 1 3x — 1 4jc — 1 5* - 1 6jc — 1 

-+ —.— > - + - + - 

2 3 4 5 6 


Eliminando denominadores: 
Reduciendo términos: 
Cambiando signos: 

Tercera inecuación : 

Dcsarrollando: 

Reduciendo términos: 
Cambiando signos: 


60x - 30 + 60* - 20 > 60* -15 + 60* -12 + 60* -10 
-60* >13 
60* < -13 

x<-§ (II) 

(* +1)(* + 2) + (* + 3X* + 4) < (* + 5X* + 6) + (* + 7X* + 8) 
x 2 + 3* + 2 + * 2 + 7* +12 < * 2 +11* + 30 + x 2 +15* + 56 
-16* <72 
16* >-72 

■ *>-f (III) 


E1 sistema tienc un cuarta 

condición : 2x~ 4 7 jc 4 6 ^ 0 

Para quc la expresión ante- 
ri'or sea distinta de cero, la 
variable no debe tomar valo- 
res que anulen la expresión. 

Calculamos, por tanto, las 
raíces o ceros de la exprc- 
sión para descartar'esos va- 
lores. 
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Factorizapdo: 


(2x + 4X2s + 3) 
2 


Simplificando: (jí + 2X2jc + 3)*0 


De donde: - 


x*—2 x * —j 


(IV) 


Llevamos a un gráfico co- 
mún las condiciones obteni- 
das en I, II y III y señalamos 
también los valores obteni- 
dos en IV y que deben ser 
descartados: 


(IIX- 


— oo _ £ 
“ 2 


i () ■ (M - 


-»> (IU) 


-►(I) 


2 


_U 

60 


Los valores que satisfacen 
todas Ias condiciones dadas 
son las del espacio con triple 
rayado, a excepción de los 
obtenidos en IV. La solución 
del sistema es: 




( Ejerclcio136 


Resolver los siguientes sistemas de inecuaciones: 

3ízl + 9í 2£li + l 


1) 


2 ) 


3) 


4) 


5) 


2x-3 x-1 x — 9 

- +-<- 

4 6 12 

x + 4 x-4 3jc-2 

>2 + - 


3 5 

3jc — 4 


+ x>2 + 


15 
5jc-2 


3jc — 1 < jc — 4 

3jc-4 jc + 1 3(jc +1) 

- + - > — - - 

3 2 4 

2jc - 7 > 3 + jc 

15jt-35>14 3x 

6 " 3 + 4 

^ + 1 + 2jc^1^ + 13 


4. 

£z! + 2izi<3+£zl 

4 6 2 
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6 ) 


7) 


8 ) 


9) 


10 ) 


2 ( 6 ~* 2 L*(3-2s) 

3 3 

(* + lX* ~ í ) > (x + 2X* ~ 3) + \ 


3* 2 +*-l 


>(* + lX*-2)-| 


(*-i) 2 -f <*(*+!) 

*(* - IX*+2) + 5(* -1) 2 > (* + 2) 3 
(3* + 2X2* -1) > (6* + 7X* - 2) 

* 2 - 3* - 4 * 0 

— - — + * > 23 
5 4 

3(4 - jc) -18* < 5 

5*+ 30 10* 

->* +- 

3 9 

2* + l * - 2 1 - * 


* — 1 2 — * * + l 


* > * - 4 + *-5 
20 ~ 5 +_ 4 ~ 


11 ) 


*+l *-2 


<1 


12 ) 


13) 


4 3 

3(* - 2) - 4(* -1) < 9* 

5(* - 3)+3(* - 5) > 15(* -15)+6* 

* 2 +66?t 17* 

6(* + 3X* + 2) + 4*á(2* + 7X3* + 8) + l 

* + l * + 2 . * + 3 ,77 

-+-+-> — 

2 3 4 4 

(*-l) 2 +(*-2) 2 < (2* + IX* — 3) 

(2* + 3X3* -1) > (* + 4) 2 + (5* + IX* + 3) 

* + l 3*-4 1 6* + 7 

-+-+ -<- 

2 5 8 8 

10* + 1 3*-l 


3 ' 5 

29* * 6* 2 + 35 


> 2 * + 2 
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14) 


15) 


16) 


2x - 6 x -1 £ 

5 lÓ^S 


2 -x 2x-3 


<0 


í -10jt-24?t0 


í (-'■"l) 2 + x i x ~ 1 X* + f)'"■ S 7 (*'"7)"7F 

(jc-1) 2 -2(jc + {)(2jc-1) + jc + 2>3 


3jc — 7 

jt + 5 ^ Jt 

8 

4 “ 3 

jc + 5 

2 jc + 1 


15 


• +- 

3 




4jc-5 


3 15 

í— 

l 2 3 ;jj 


£_I 

3 3 
£0 


17) 


18) 


2jc 2 +1 3jc — 7 # 0 

(* " ff - x i x + 1) + § - 3 (* - 7) + ^ 

( x + iX- c -i) +JC+ i > ( JC “iX j:+ í) + i 

—- 2 <—-— 

10 5 2 

3jc - 2 2jc -1 2jc +1 1 

- < - + _ 

4 6 2 3 

(jc + 2 Xjc + 5) + jc<(jc- 2) 2 + 18 

jc 2 +3jc + 2*0 


( Ejerclcio 137 


1) 

2 ) 


Discutir los siguientes sistemas de inecuaciones: 
(ax> 0 
[2jc-3 < 7 
fjt + 3<¿z + l 
\ax>a 


3) 


x-5 


a > 

jt + 2 

~b~ 


+ 3£- 


-l*2i 

b 


(ay b negativos) 
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4) 


5) 


6 ) 


i x 

x-\>- 

a 

x + l 


>x 


a-x x-b 
> - 


b a 
bx> ax 

x+\ x-\ 


a + b a-b 

a-x b-x 
->- 


7) 


a 

x-ab 


ab 


>1 


8 ) 

9> i 
10 ) 

11 ) 

12 ) 

13) 

14) 


* 2 * 2 a 4 -b* 

b 2 a 2< a 2 b 2 
3x-4a> x-a 
x-2a<2x-3a 

\5x-a > x + 5a 
lx + a< x-la 


x + a >x-a 


x+2a x+3a 
< - 


4 

2x + a 


3 

3x-a 


+ 1 < 


+ 1 > 


3x-a 

4 

x + a 


5x-a + 2 x + a-\ 

- > - 

3 2 

„ . . x - 2a + 3 

4x + a-\< - 


[ 5ax-3a 2 <4ax + 3a 2 
\la 2 - 2ax<5a 2 + ax 


x+3 x-3 

- < - 


x-4 x + 4 
-<- 


(ay b positivos) 


(a y b positivos) , 


(a y b positivos) 


(a y b de igual signo) 
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15) 


(a> 0 ) 


X 

•— + - 


1 

> — 


a a + \ 

< 

a 

x + 2 

. 1 

—< 1 + 


[a + \ 

a + 1 



¿ jc 

-< — 


16) 


a +1 a -1 
x 3x 


a 2 -1 


(a> 1 ) 


(a + 1) 2 2(a +1) 2(a +1) 

INECUACIONES DE VALOR ABSOLUTO 

* Recordemos que el valor absoluto de una cantidad se determina de acuerdo 
con lo que sigue: 


\a\ = a 

si a > 0 

\a\ = ~a 

si a < 0 


Por ejemplo 

| 8 | = 8 

l-u|=-(-u)=ii 

191 = 9 


. 21-2 


Los valores que satisfacen la ecuación elemental 

bl-* 

x = k y x = —k 


son 


M-* 


x = ±k 


Por ejemplo, la ecuación |jc| = 10 tiene dos soluciones, que son x = ±10. 
Lo dicho anteriormente es aplicable también a un polinomio P (x) : 




= k. 


—> 




Por ejemplo la ecuación |jc - 3| = 5 tiene dos soluciones: 

x - 3 = 5, de donde x = 8 
y jc — 3 = —5, dedonde a = 

E1 vaior absoluto de un número real x puede interpretarse geométricamente 
como la distancia del punto representado por jc al 5 5 

origen de la recta real. Por ejemplo, si | a: | = 5, 
existen dos puntos, -5 y 5, cuya distancia al origen 
es igual a 5. 


-5 


0 
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InQcuaciones de la forma \x\ <k 

Si x es un número real que satisface la condición 
|x|<5 (I) 


x puede sqr cualquier número del intervalo (—5,5). Cualquier número que sea 
simultáneamente menor que 5 y mayor que -5 es solución de la inecuación (I). 
Podemos, pues, plantear lo que sigue: 



Ul <5 | 

[*<5 
[x > -5 

o también 

—5 < jc < 5 

Generalizando, 





\x\<k -> 1 

\x<k 

(*>-£ 

o también 

-k< x<k 


y, obviamente, entonces: 



(x<k 



|jc|<* -> 

\x> r k 

o también 

-k < x < k 


Geométricamente, la inecuación | x | < 5 se interpreta como la condición que 
debe satisfacer todo punto de la recta real cuya distancia al origen es menor que 5. 
Análogamente 



p w* k t h .. 

o tambien 


-k<P (x) <k 


(l') 


y así mismo 



\ P (x) - Qx) 

- ~Q(x) 


o también 




(la') 


Inecuaciones de la forma \x\>k 


Si x es un número real que satisface la condición 
| a | > 5 (II) 

x puede ser cualquier número mayor que 5, es decir, perteneciente al intervalo (5,<*>), 
o cualquier número menor que -5, es decir, perteneciente al intervalo (~«>,~5). 

Podemos expresar esto de la siguiente forma: 

x > 5 
x < —5 


: | > 5 


Obsérvese que no utilizamos la llave con la que usualmente se indica un 
sistema, pues en este caso no se trata de un sistema: solución de la inecuación 
| jc | > 5 son los valores que satisfacen la condición x > 5 y, además, los que 
satisfacen la condición jc < —5. 
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Qeneralizando, 


y 


también: 


\x\>k -> 

'x >k 

x<-k 



x>k 

x <-k 


Geométricamente, la inecuación | x | > 5 se interpreta como la condición que 
debe satisfacer todo punto de la recta real cuya distancia al origen es mayor que 5. 
Análogamente ' 


y también 


r(x> 




P (x) - Qx) 




P (X) - Q(x) 
P (X) - -Q(x) 


( 2 1 ) 


(2a‘) 


Observación: Hablando en términos de unión y de intersección, siempre que 
utilicemos el símbolo { , se tratará de un sistema y la solución será la intersección de 
los conjuntos-solución de cada una de las inecuaciones del sistema, es decir, los 
elementos comunes a todos ellos. 


En cambio, cuando utilicemos el símbolo f , las inecuaciones agrupadas no 
formarán sistema y la solución será la unión de los conjuntos-solución de cada una 
de las inecuaciones. Para hacer una distinción, en este último caso no hablaremos de 
sistema sino de agrupación. 

Propiedad: Dado que 

| k | = | - k | y también que | P (x) | = | - P (x) J, 

podemos cambiar el signo de la expresión que está entre las barras de valor absoluto 
sin que se altere por eso el conjunto-solución de la inecuación. 

Por ejemplo, la inecuación |5 - 2x\ > 4 es equivalente a esta otra: \2x - 5| > 4. 


Eiemplo 10 


Resolver la inecuación: \x - 5| < 13 
Utilizando (1*): -13<JC-5<13 


Sumando 5 a cada uno de los 
tres miembros de la inecua- 
ción: 


—8 < jc < 18 


Gráficamente: 


Solución: 


(-8,18) 


18 
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Eiemvlo 11 


Resolver: 


7 - 9jc 


Para trabajar con más como- 
didad, cambiamos el signo 
de la expresión Sntre barras: 


Utilizando (l 1 ): 


<19 


9x-l 


<19 


9x-7 

„ 19 < _—- < 19 


Multiplicando por 2: 
Sumando 7: 
Dividiendo por 9: 

Gráficamentc: 

Solución: 


-38 < 9jc - 7 < 38 
-31 < 9jc < 45 


-Zj-<X<5 




5 


9 


Eiemplo 12 _ 

Resolver: )7jc - 3| < 3jc + 2 

Utilizando la primcra forma 
de exprcsión de (la'), trans- 
formamos la inecuación en 
el siguiente sistema: Í7 jc-3<3jc-I-2 

I 7jc - 3 > —3jc - 2 


Pnrnera inecuación : 


Segunda inecuación : 


7jc-3<3jc + 2 
4jc < 5 

lx-3> —3x - 2 


10x>l 


■* — ló 


Gráficamente: 


(I) ^ 


10 


Solución (espacio con doble 

1 5 

rayado): 

10 ’ 4 J 


1 

i 

4 


(I) 


(II) 

—►(II) 
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Eiemplo 11 


Resolver: 

3jc +17 

>3 

' 5 

Utilizando (2 r ) transforma- 


mos la inecuación en 
guiente agrupación: 

la si- 

-3, + 17 >3 

5 



3, + 17 <_3 

. 5 

prímera inectiastón 


3jc + 17 ^ ^ 

5 * 


3jc + 17 >15 


3jc > -2 


X >~J 

Intcrvalo de solución: 


* 

Segunda inecuación 


3,+ 17 <_ 3 

5 



3jc +17 < —15 

3jc < -32 



JC<-f 

Intervalo de solución: 


(-■-¥) 

La solución de la agrupación 


es la unión de las soluciones 
de cada inecuación: 

H-ÍM 


Eiemplo 14 - 

Resolver: |5x +1| > \2x - 3| 

Utilizando (2a ! ) transforma- 
mos la inecuación en la si- 
guiente agrupación: 5x -I-1 \2x — 3j 

_5jc +1 < -(2jt - 3| 


Primcra inreureión 


5jc + 1>|2x-3| 


Leyendo de derecha a iz- 
quierda: 

Utilizando (la 1 ) transforma- 
mos la iiiecu^ción en el 
siguiente sistema: 


\2x - 3| ¿ 5jc +1 

r 2 jc — 3 < 5jc +1 
1 2jc - 3 > -5x - 1 
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Reduciendo a la mínima ex- 

U>-4 

(i) 

presión: 

• 3 

- 

/ - 

>< 

IV 

'jjto 

(ii) 


Llevamos a un gráfico las 
condiciones I y H: 


1 


á 

3 


■►(H) 
► (1) 


2. 

7 


Solución: 



Ssg ttnd a i Dficuacián: 
Trasponiendo términos: 
Uti-lizando (la 1 ): 


5x + l<-\2x-3\ 

|2jc—3| < —5jc — l 

J 2jc — 3 < —5jc — 1 
f 2 jc — 3 > 5jc +1 


Reduciendo a la mínima ex- 
presión: 


\**-í 


(iii) 

(IV) 


Gráficamente: 


(IV) < . (i 

(III) ◄-- - 


— oo ^ 

“ 3 


1 

7 




Solución: 



fl 


La soiución de la inecuación 
original es la unión de los 
conjuntos-solución de las 
inecuaciones de la agrupa- 
ción: 



Eiemplo 15 

Resolver: 5 < |6jc - 7| < 8 

Descomponemos la triple 
desigualdad en el siguiente 
sistema: í\6x — 7] < 8 

[|6jc - 7| > 5 



|6jc-7|<8 


Utilizando (l 1 ): —8 < ÓJC — 7 < 8 

Sumando 7 a cada miembro: —1 < 6jc < 15 


(A) 
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Dividiendo por 6 cada 
miernbro y simplificando: 


(i) 


~ 6 < ■ t < T 
|6a - 7| > 5 


L’tilizando (2^: 


6 x-l >5 
6 x-l < -5 


Reduciendo a la míninia ex- 
presión: 


x > 2 

x < 1 
A - 3 


GYáficurnente: 



La solución del sistema (A) 
es: 



( Ejercicio 138 


Resolver las siguientes inecuaciones: 


1) 1 

a|<7 


16) 

2) I 

<N 

Al 


17) 

3) 1 

a--3|<9 

18) 

4) ¡ 

a + 5|<3 


5) 1 

a - 4| > 2 

19) 

6) I 

* 

+ 

_uo 

IV 

O 


7) 1 

2a + 5| > 11 

20) 

8) 1 

3a +1| < 7 


9) ¡ 

5a-1| 

< -3 

21) 

10) 

2a + 5 

<7 • 

22) 


3 


23) 


5a - 2 



11) 

4 

>3 

24) 




25) 

12) 

7a +1 

>2 



3 


26) 

13) 

|-a|<7 

* 


14) 

|3 - a| > 5 

27) 

15) 

|5 - 2a| < 0,4 



1 

3 



2 


>10 

(0 


oo 


|11-A-|<15 
|3-4.v|< 0,002 
4.v - 3 


>1 


5(a-3) + 2(v + 4) 


2(5- x) — 3(x + 5) 


>7 


<10 


|(a + 2) 2 - (,t + 3 )(.y - 4) + 10| < 4 

|3a* - 2| > 2a +1 
|a + 5| < 4x - 8 
|5a - 2| < 2a + 4 
|a + 11| > 3a - 2 


2 - 3a 


5 

5 + 4a 


5 - A 

~T~ 

5 + 7a 
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28) 


2x + \ 
3 


>-3x-7 


Qr — 2 

29) ——~ > \4x - 3| 

4 

30) *'+4<|jc + 3| 

31) jc + 4 > |jc + 3| 

32) |jc + 4| > |jc + 3) 

33) |jt + 4| < |ji + 3| 

34) |3 — 2jt| < |jc + 4| 

35) |5jc - 2| < |3jc +1{ 

36) |7jt + 3| ¿ |2 - 3jt| 

37) |7jt + 3| < 3 jc — 2 

38) 2 < | Jt | < 5 

39) 1 <|jt|<4 


40) 

41) 

42) 

43) 

44) 

45) 

46) 

47) 

48) 

49) 

50) 


4 < |jc + 3| < 8 

5 ^ )2jc - 4| < 6 


3 — jc < |2jc + 5| < 5jt — 1 
3 < 5 — jc < |2jt —1| 

|5jc — 4| < 3jc + 2 < 4jt — 1 
|3jt + 7| > |2 jc -1| + 2 
|9jc — 3| > |2jc + 5| — jc + 2 
|5 - 7jc| + |2jc + 3| > IOjc + 1 
I Jt | + |jc +1| < |jc + 2| 

|2jc +1| + |2jc + 3| + |2jt + 5| > 7 


( E)ercicio139 


Resolver los siguientes sistemas y agrupaciones: 


Í3|2jt-3] + jc > 5 
||3jt — 2| — jc < 4 


Í3¿|4jc + 2|<10 
[\2x-3\<7 


2 ) 

3) 

4) 


5 — 3jt 
2 


<3jt + 2 


|8 - 5jt| S 2 jí +1 
|3jc + ||-|<jt 
|4jt —1| > 5 

|6jt + l|>|2jt + 3| 
|5 jí - 7| < 3jt + 5 


í|2jt-l|Sx + ll 
\|jt + 4| - |jc + 2| < |jc + 3| 


7) 


|3jt + 4| > 2jt + 6 
|4 jc - 8| < 3jc + 6 


|jt + 4| < |jc + 5| 

Jjt + 6| > 2 


INECUACIONES CUADRATICAS 


Son inecuaciones en la forma 
ax 2 +i>Jt + c>0 

ajt 2 +fa* + c>0 , 

(a > 0) 

ax + bx + c < 0 

f 

ax 2 +¿jí + c< 0 

Estudiaremos sólo los casos en los que a es una cantidad positiva, pues en los 
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casos en los que sea negativa basta cambiar signo a la expresión y sentido a la 
inecuación y estamos en uno de los casos señalados arriba. 

Estudiaremos las inecuaciones cuadráticas a través de ejemplos concretos. 

1) Inecuaciones con expresiones cuadráticas que tie- 
nen dos raíces reales. 

a) PRIMER METODO: mediante el estudio de los signos de los factores 

Por álgebra elemental sabemos que toda expresión de la forma ax 2 +bx + c 
en la que se cumple que b 2 -4ac>0, tiene dos raíces reales x^y x 2 que son los 
valores que anulan la expresión. Si lo anterior es cierto, la expresión puede ser 
factorizada y esto permite analizar la inecuación cuadrática. 


Ejemplo 16 

Resolver: x 2 - 6jc + 8 > 0 

Factorizamos el miembro de v , 

laizquierda: (x-4)(x-2)>0 

Razonamos de la siguiente 
forma: para que el producto 
de dos factores (que es lo 
que tenemos en el miembro 
de la izquierda) sea positivo, 
es necesario que los dos 
factores sean del mismo 
signo, ambos positivos o 
ambos negativos. 

Los valores que satisfacen la 
inecuación son, por tanto, los 
que satisfacen el sistema í x — 4 > 0 

| jt-2 > 0 


y el sistema 


En otras palabras, los que 
satisfacen la siguiente agru- 
pación: 


(x-4<0 
\jc —2<0 


x - 4 > 0 
x — 2 >0 
'x - 4 < 0 
x-2<0 


Llevando a la mínima cx- 
presión: 


x > 4 

;t>2 

jt < 4 

jt < 2 
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Soluciones tie los sistemas 

son, respectivamente, los in- . . 

tervalos: _ (4,°°) y (—°°,2) 

Y la solución de la inecua- 
ción original: 

(-°°.2)U(4,oo) 


EiwubüL 

Resolver: x 2 - 9.t +18 < 4 

Redüciéndo términos: 2 _ + < q 

Factorizando: (j( - l\x - 2) < 0 


Para que cl producto de dos 
faciores sea negativo o nulo, 
éstos deben ser de distinto 
signo o nulos. La solución de 
la inecuación es, pues, la de 
la agrupación 


Íjc-7>0 
{jc - 2 < 0 
Íjc-7<0 
|jc-2>0 


Llevando a la mínima expre- 
sión: 


JC > 7 
jc < 2 



E1 primer sistema de la agru- 
pación no tiene solución. El 
del segundo sistema y, en 
definitiva, de la agrupación, 
es el intervalo 


[ 2 , 7 ] 


Ejemplo 18 

Resolver: 2 + jc - 6jc 2 > 0 

Ordenamos y cambiamos 

signo para que el término 2 

cuadrático sea pósitivo: 6x — x — 2 < 0 

Factorizando: (3* - 2){2x + 1) < 0 
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La solución de la inccuación 
cs la de la agrupación 


f 3 jc — 2 > 0 
[2jc + 1 <0 
J3jc-2 > 0 
12x +1 < 0 


Llevando a la mínima expre- 

sión: 



Solución: 

í_í i\ 

■i 

\ 2*3 ) 


✓ 


b) SEGUNDO METODO: mediante el estudio de ia función cuadrática 

Mucho más práctico es resolver las inecuaciones cuadráticas mediante el 
estudio de la función cuadrática. Este método será casi indispensable cuando 
estudiemos las inecuaciones de grado superior al segundo. 


Eiemplo 19 

Resolver: jc 2 +3jc-18>0 


Estudiamos el comporta- 
miento de )a parábola 


y = x 2 + 3jc — 18 


Factorizamos el miembro de . w . 

laderecha: y = (■*’ ” 3) 


Las raíces -6 y 3 del miem- 
bro de la derecha son las que 
anulan la función y determi- 
nan los puntos en los que la 
parábola corta el eje de 
abscisas. Eso significa que la 
parábola tiene aproximada- 
mente la forma que se ve en 
)a figura. 

La gráfica nos permite 
verificar por simple inspec- 
ción que la función es positi- 
va en los intcrvalos (-<»-6) 
y negativa en el inter- 

va)o (-6,3) y nula en los pun- 
tos de intersección con e) eje 
de abscisas. 
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Como la expresión original 

es ‘ X 2 -h3jC-18>0 

la solución de la inecuación 
serán los intervalos en fos 
que la función es positiva o 
nula. 


Solución: 


U[3, <^>) 


r*-—---— - —----- 

j Nota: Obsérvese que nuestro gráfico es aproximado porque lo único que nos | 
j interesa es conocer en qué puntos la función cambia de signo. En lo sucesivo j 

prescindiremos hasta de señalar los ejes coordenados. 

i 7 - J 

;* Eiemplo 20 __ 

Resolver: 2 - 3x 2 - 5x > 0 

Ordenamos y cambiamos 

signos para quc cl término « 

cuadrático sea positivo: 3x ¿ + 5x — 2 < 0 

Estudiamos el comporta- 2 

miento de la parábola y = 3x +JX — 1 

Factorizando: y = {x + 2){3x - 1) 


La parábola corta el eje de 
abscisas en -2 y . Su grá- 

fica aproximada se muestra 
en la figura. 



La función es positiva en los 
intervalos (-oo.-2) y (-j .<»); 
negativa en el intervalo 
(-2, y) y se anula en los 

puntos de intersección con el 
eje de abscisas. 

Como la inecuación que 

estamos resolviendo es 3x" + 5x — 2 < 0 


la solución de la inecuación 
es el intervalo en cl que la 
función es negativa. 


Solución: 



Ejemete U 

Resolver: 2x 2 - 8x + 3 > 0 

Estudiamos el comporta- 

miento de la parábola y = 2x 2 — 8jt + 3 
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Las raíces del miembro de la 4 + 

derecha son -- 

2 


(no pudimos factorizar por 
simple inspección y tuvimos 
que recurrir' , a la fórmula de 
!a ecuación de segundo gra- 
do para hallarlas). 

La gráfica aproximada de la 
parábola se muestra en la 
figura. 

Solución de la inecuación 
son los intervalos en los que 
• la función es positiva o se 
.anula: 




4-VlO 


u 


4+VU) 




2) Inecuaciones con expresiones cuadráticas que tie- 
nen una sola raíz real repetida 


Tienen la forma (ax + ¿) 2 > 0 ó (ax + b) 2 < 0. 


E1 miembro de la izquierda de estas inecuaciones, por tratarse de un cuadrado 
perfecto, es siempre positivo. 


En consecuencia, la gráfica de la 
función y = (ax + b) 2 se desarrolla por 
encima del eje de abscisas y sólo se anula 
para x = tal como se aprecia en la figura. 



Los casos posibles 
cuatro siguientes: 

(ax + b ) 2 >0 

(ax + b) 2 > 0 

(ax + b) 2 < 0 

(ax + b) 2 < 0 


se reducen a los 

Solución: 

Solución: 

No hay solución 
Solución: 


% 

f-í) 


EiemelsJI 

Resolver: I2x 

Trasponiendo términos: 

Cambiando'signos: 

* 

Factorizando: 


<4x 2 +9 

-4x 2 + 12jc-9<0 

4jc 2 -12jc + 9>0 
(2x-3) 2 >0 
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EstudiamuK la parábola 


y = (2x - 3) 2 


La parábola tiene una sola 
raíz repctida. 

Su gráfica apipximada: 



La función es siempre posi- 

tiva a cxccpción del punto en 

el quc sc anula. Como la 

inecuación quc cstamos re- 2 A 

solviendocs V^ '“ *) > ^ 


la # ’ solución cs el intervalo 
( -co,oo) con la cxcepción del 

• T, 

valor j que anula la fun- 
ción. 

Solución: 



Eiemplo 23 

Resolver: 25x 2 - 10v2.r + 2 < 0 

Factorizando: / r -\2 

(5jc — V2) <0 


E1 miembro de la izquierda 
en ningún momento es nega- 
tivo y sólo se anula para x = 


La solución. por tanto, es: 



3) Inecuaciones con expresiones cuadráticas que no 
tienen raíces reaies 

Una función v = ax 2 + bx + 1 * en la que b 2 - 4ac es menor que cero, no tiene 
raíces reales y, en consecuencia, no intersecta el eje de abscisas. Eso significa que la 
parábola que la represetita se desarrolla por encima o por debajo del eje de abscisas 
dependiendo de que a sea positiva o negativa, respectivamente. Como en nuestro 
estudio hacemos siempre las transformaciones necesarias para que a sea positiva, la 
parábola se desarrolla por encima del eje horizontal y la función es siempre positiva. 
Las consecuencias son obvias. 

Eiemplo 24 

Resolver; .r 2 + 2x + 7 > 0 

A1 estudiar la función r-j.Ova.7 
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constatamos que el miembro 
de la derecha no tiene raíces 
reales. La parábola, por tan- 
to, se desarrolla por encima 
del eje de abscisas y la fun- 
ción es siempre positiva. 
Cualquier valor de x satisfa- 
ce, entonces, la inecuación y 
la solución es: 




Eiemplo 25 


Resolver: 2x 2 - x +11 á 0 


‘ Nuevamente, la función 


>> = 2jc 2 -jc-hll 


no tiene raíces reales y la 
función es siempre positiva. 


No hay, en consecuencia, 
valores que satisfagan la ine- 
cuación. 


No hay solución 


4) Inecuaciones de la forma (a>0) 

La expresión x 2 - a tiene dos raíces reales por lo que estas inecuaciones 
pueden resolverse como las del primer tipo (pág. 583). Sin embargo es más sencillo 
resolverlas si se considera que 


* 2 * fl 


\x\>Ja 

x 2 <a 

—> 

U|S sla 


Ejemplo 2$ 


Resolver: 

Despejando x\ 


4x ¿ - 9 < 0 

ji 


<! 


Utilizando (3 1 ) transforma- 
mos la inecuación dada en 


ésta: 

|x|<{ 

Utilizando (l'): 

1 

K»|W 

A 

A 

Gráficamentc: 


Solución: 

B-i) 
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Resolver: 25x 2 - 7 > 0 

Despejando x : 


Utilizando (3*)n 
• Utilizando (2 1 ): 

Gráficamente: 

Solución: 


v 2 >± 

•* 25 


i»l*4 




V7 


xS-f 


5 


h-4M4.-) 


( Elorclclo 140 | 

Resolvcr las siguientes inecuaciones: 


1) jc-8jc + 15<0 

2) jc 2 + 6jc - 6 > 1 

3) 9x 2 + 9jc + 2 > 0 

4) 4jc 2 + 2x + 3 > 0 

5) 4* 2 +2jc-3£0 

6) 49x 2 -9 á0 K c, 

7) jc 2 - 6jc + 9 S 0 

8) 12jc < jc 2 + 25 

9) jc 2 + jí +1 £ 0 

10) 4jc 2 -11 > 0 

11) 30jc-9jc 2 -25 <0 

12) jc 2 - IOjc + 25 < 0 

13) 5-7jc 2 > 0 

14) jc 2 +17á 0 

15) jc + IIOSjc 2 

16) 5x 2 + 3 jc - 4 S 0 

* 

17) 2jc + 11 — jc 2 > 0 

18) 66jc <9 + 11jc 2 


19) 16jc 2 - 25 > 0 


20) }>x-x 2 


21 ) 

22 ) 

23) 

24) 


jc 2 -7x-3 


< 3 


x 2 +x + 2 1-x 2 


[x-1 2x + 3 1-x] 2 ; x 

L 6 2 3 J < 12 

x — 1 x(x + 1) ^ X — 1 
3 6 “ 2 


25) (x-lXx-3)^(2x + l) 2 

26) (x - 2) 2 - (2x +1) 2 < 0 

27) x(x-2)-x + 6<x(2x-l) 


28) 


3x (x + 1) 2 ^ x 


29) iÍ£ZÍl + i<ií?£zIl_± 

3 7 7 21 

30 ) (* + 6) 2 -(x + 2) 2 r (x + 4) 2 

4 3 
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31} x(x-\j 2 +x 2 >(x-l) -(x-2) 

32) 

' 5 3 " 10 6 30 

33) j>-lX* + 2X* + l)>(*-2X*-3X* + 2) 

34) , 2 + Z-ll£>|-2^-2(, + i) 2 + I 

35) (x + 3)[(s -1) 2 - x(x +1)] + X(29 4 + 1X ) - > -6 


Ejemplo 28 


Resolver el siguiente sistema: 


íx 2 +4x-77 <0 


P ri m era ingcuacigfí : 
Estudiamos la función 

Factorizamos: 

Gráfica: 


x 2 - 2jc > 0 

x 2 +4x-77<0 
y = x 2 +Ax-ll 
y = (x + ll)(jc-7) 


Solución (valores negativos): [— 11,7] 


Sc gunda inecuación: 

Estudiamos la función 

Factorizamos: 

Gráfica: 


x“ — 2x > 0 
y = x 2 ~2x 
y = x(x-2) 







Solución (valores positivos): (—oo, 0)U(2, °°) 


Llevamos a un mismo gráfi- 
co los intervalos I y II: 


Solución del sistema: 


-11 


[-11,0)11(2,7] 


(II) 

1 


(II) 

(1) 
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Ejemnlo 29 

Resolver la siguiente'ecuación: Lt 2 + 2x - 18 > 17 


Utilizando (2 1 ) transforma- 
mos la inecuaeión en la si- 
guiente agrupación: 


x 2 + 2x- 18> 17 
x 2 -t- 2 jc — 18 < —17 


Primera inecuación; 


x 2 +2 jc- 18> 17 


Rcducicndo términos: 


j: 2 +2x-35>0 


Estudiamos Ja función y = x 2 + 2x — 35 

Ractorizamos: y = (x + l)(x - 5) 

Gráfica: 

“*> -7^--"^5 





Solución (valorcs positivos): 

incc.miójn; 

Reduciendo términos: 

Estudiamos la función 


(-°°,-7](J[5,o°) 

x 2 + 2 jc — 18 < — 17 
jc 2 + 2x — 1 < 0 
y — x 2 + 2x -l 


(I) 


Hallamos los puntos de in- 
tersección usando la fórmula 
de la ecuación de segundo 
grado: 


JCj 2 = -1 ± V2 


Gráfica: 



Solución (valores negativos): 


[-1-V2.-1 + V2] 


(II) 


Llevamos a un rnismo grafi- 
co los intervalos I y II: 



•-# 


— 1 — /2 - 1 +JÍ 


1 


(H) 

(I) 


00 


La solución de la inecuación 
original es la de la agrupa- 
ción: 


(-«,-7] U [-1 - V2,-1 + V2 ] u[ 5 , 00 ) 
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( Ejercicio 141 


Resolver las inecuaciones, 
en los siguientes ejercicios: 

Íjc 2 —9 < 0 

0 2 

x 2 - 6jc + 5 < 0 


2 ) 


• 3) 


4) 


f2x z + 3x-2<0 
fl2x 2 -7x + l >0 

x 2 -3x <0 
x 2 + x - 20 > 0 

3x 2 +8x-16>0 
2x 2 + x-1 < 0 


5) x 2 - 3x < x - 3 

6) |x 2 — 5x + 4|<l 
íx 2 - 3x-4<0 


7) 


8 ) 


|x 2 -7x<(x-2) 2 

fx 2 -7x + 12>0 
x 2 -7x + 10<0 


9) x 2 + 7x +11 > 1 


10 ) 


x 2 -1 < 0 
x 2 + 3x - 28 > 0 
x 2 -4x + 4<0 


11) |2x 2 -15x + ll|>7 


12 ) 


13) 


X > -x 
x 2 <4 
x 2 <3-2x 


(2x 2 -x-15>0 
2x 2 + x-l <0 


los sistemas y las agrupaciones que se proponen 
2x 2 - x-15>0 

14 ) 

2x~ + x -1 < 0 
15) 1 < |x 2 + x - 7| < 5 
(x + 4^x - 4) < 33 
(x - 3) 2 + (1 - 2x) 2 > 5(27 - 2x) 
2x —3 5x-2^ 


16) 


17) 


2 3 

x x-4 x+2 

--f- - 

3 2 4 

x(x-2)>3 


<1 

<3 


18) 1 < |x 2 + x - 5| < 2x + 1 
2x + l 2 -x 


19) 


>1 


20 ) 


21 ) 


22 ) 


23) 


5 3 

x 2 — 6x + 7 < 0 
x 2 -8x + 15>0 


2x(x + 5)>3(x + l) 2 
x 2 +4x + 3>3(x-l) 2 
x 2 -16<(2x-7) 2 

(3x-5X2x-5)>(x + 3Xx-l) 
4(x 2 -1) < 4x -1 

2x(x - y) + 2x — j > 4(x - y) 
(x — l) 2 + 1 <3(l-x) 


x 2 

—-2x 
2 


x(x - 3) > 3 
x(x-2) + 2 >5~ 


24) 3x -10 < x 2 + 3x - 35 < 25 - x 


INECLACIONtiS 593 
























( Ejercicio 142 

Discutir las siguientes inecuaciones: 


1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6) 
,7). 
8) 

• 9) 


x~ - 5 ox > 0 - 

x 2 + 3ax < 0 

x 2 - lax + \2ar <0 

x 1 -a > 0 

(x-a)(x-b)> 0 

(x -a\x-b)< 0 

x 2 -9a 2 > 0 

x 2 - 25 a 2 < 0 

x 2 - 2(a - b)x - 3(a - b)~ 


10) jr ¿ —b 1 <a~ 

11) -x 2 <(a-b)x 

12) ax 2 -b>0 

13) x 2 -(a + b)x > 0 

14) x~ -(a-b)x < 0 

15) * 2 -8ícc + 16« 2 >9 

2 

16) — + b>0 


<0 17) (a-])x 2 >a 2 -1 

18) 4 (.v + a)(x — a) + (x + b)(x -b)> (x + c)(* - c) 


INECUACIONES DE GftADO SUPERIOR 

Son inecuaciones de la forma 

ax n + bx n 1 + cx n “ + . + px~ + qx + r > 0 ó 

ax n + bx n ~ ] + cx n ~ 2 + . + px 2 + qx + r < 0 

siendo n un número entero positivo (n e N) y a el cocficiente dc x n y siempre una 

cantidad positiva (a > 0). 

Procesar estas inecuaciones medianle el estudio de los signos de los factores 
puede resultar impracticable pues si p es cl número de factores de Ia expresión, 2 P ~ ] 
es el número de sistemas que hay que resolver para hallar la solución de la ecuación. 

Piénsese que para una inecuación de séptimo grado habrfa que resolver 64 
sistemas de siete inecuaciones cada uno (!!). 

Resolveremos, pues, estas inecuaciones mediante el estudio de las funciones 
correspondientes. 

Enunciamos (sin demostración, ya que ésta escapa de los alcances de este 
estudio) algunas características de las funciones de la forma 

y = ax n + bx n ~ 1 + cx n ~ 2 + . + px 2 + qx + r | 

7 H \a > 0 

1) La gráfica de la función corla o toca el eje de abscisas tantas veces como 
raíces reales distintas tenga la ecuación. 

2) Si k es el número .de raíces rcales distintas que posee la ecuación, el 
número de intervalos quc se forman es de k + I. 

3) En un mismo intervalo la función no cambia de signo. 
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4) Si una raíz aparece en la ecuación una sola vez o repetida un número impar 
de veces, la función intersecta el eje de abscisas en ese punto y los intervalos 
adyacentes al punto son de distinto signo. 

5) Si una raíz aparece repetida un número par de veces, la gráfica es tangente 
al eje de abscisas en ese punto y los intervalos adyacentes al punto son del mismo 
signo. 

6) E1 primer intervalo de la izquierda (suponiendo siempre que el primer 
coeficiente es positivo) es positivo si n es par y negativo si n es impar. 

7) E1 último intervalo de la derecha es en ambos casos positivo. 

Eiemplos 

E1 comportamiento típico de una función de noveno grado 
' y = ( x- a)(x - b)(x - c) 2 (jc - d)(x -ef(x- f) (a < b <c < d < e < f) 



Obsérvese que se forman siete intervalos (hay seis raíces reales distintas). 

En el primero de la izquierda la función es negativa (n = 9 = impar). 

En el punto c la gráfica es tangente al eje (la raíz c está repetida un número 
par de veces) y en los intervalos adyacentes la función tiene el mismo signo. 

En todos los demás puntos la gráfica intersecta el eje (inclusive en el punto c, 
raíz que está repetida un número impar de veces) y en los inlervalos adyacentes a 
cada uno de esos puntos la función tiene signo contrario. 

En el último intervalo de la derecha la función es positiva. 


E1 comportamiento típico de una función de duodécimo grado 
v = (.t - - b )*( x - - d fi x -etx- f) 2 



Se forman siete intervalos (las raíces reales distintas siguen siendo seis). 

La función es positiva en el primer intervalo de la izquierda (n = 12 = par). 

En los puntos byf\a. gráfica es tangente al eje (b y/son raíces de multiplici- 
dad par) y en los intervalos adyacentes a esos puntos la función tiene el inismo signo 
(negativo en los intervalos adyacentes a b, positivo en los adyacentes a f). 
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En todos los demás puntos la gráfica intersecta al eje (inclusive en el punto d , 
raíz de multiplicidad impar) y en los intervalos adyacentes a cada uno de esos puntos 
la función tiene signo contrario. 

En el último intervalo de la derecha la función es positiva. 


Eiemplo 30 


Resolver: * 5 + 5c 4 - 19jc 3 - 101x 2 + 42c + 360 > 0 

Bsludiamos la función: y _ ¿5 + 5 / _ 3 _ j 01jc 2 + 42jt + 36() 


Ulili/ando Ruffmi, factori/a- 
mos cl miembro de la dere- 
cha: 


y = (c - 2){x - 4)(jt + 3 ) 2 (jc + 5) 


Colocamos ordenadamenle 
# las raíces en el eje de absci- 
•sas, señalando las que estén 
repetidas un número par de 
veees (una en este caso): . k 


— 00 


-5 


-3 


c>o 


Comportamiento de la fun- 
ción: la función es negativa 
en el primer intervalo (n = 
impar) e intersecta en todos 
los puntos marcados a 
excepción del -3 donde sólo 
toca: 



oo 


Los valores quc satisfacen la 
inecuación son los que perte- 
necen a los intervalos donde 
la función es positiva. Las 
raíces anulan la función por 
lo quc no se incluyen. 



Solución: 


(-5,2)U(4, <*>) - {-3} 


Eiemplo 31 

Resolver: jc 8 
Estudiamos la función 


- 13jc 7 + 58jc 6 - 82jc 5 — 1 19jc 4 + 491jc 3 - 516.c 2 + 180c < 0 
y = c 8 -13c 7 + 58c 6 - 82c 5 -119c 4 + 491 jc 3 - 516c 2 +180c 


Factorizamos por Ruffini: 


y = x(x -1 ) 2 (x - 2\x - 3) 2 (jc - 5X* + 2) 


Colocamos las raíces en el 
eje señalando las de multipli- 
cidad par: 



0 


i - 1 -^ 

1 2 3 


OO 


Comportamiento de la fun- 
ción: es positiva en el primer 
intervalo (n = par) e inter- 
secta el eje en todos los pun- 
tos marcados, a excepción de 
1 y 3 donde sólo toca: 


— oo 



oo 
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Los valones que satisfacen la 
inecuación son los que perte- 
necen a los intervalos donde 
la función cs negaliva o*a los 
puntos dondc sé anula. 



Solución: 


[-2,0]U{1}U[2,5] 


Eiemplo 32 


Resolver: x 1 -2jc 6 - 5x 5 + 18jc 4 - 25X 3, + 26jc 2 -19* + 6 < 0 

/ 

Estüdiamos la función: 3 , = jc 7 - 2x 6 - 5x 5 + 18.C 4 - 25jt 3 + 26^ 2 - 19x + 6 

y = (*-l) 3 (*-2X* + 3)(* 2 +l) 


Factorizamos por Ruffini: 


Scñalamos en el cje ; de 
abscisas las únicas trcs rafccs 
reales distintas. (No habien- 
do raíccs de multiplicidad 
par, no habrá puntos dc tan- 
gencia. Por otra partc. el fac- 
tor .r + I no tiene raíccs rea- 
lcs por lo que lo obviamos). 


Comportamiento de la fun- 
ción: es negativa en cl pri- 
mer intervalo de la izquierda 
(/1 = impar) e intersccta el cje 
en los puntos señalados. 

Los valorcs que satisfacen ta 
inecuación son los que perte- 
nccen a los intervalos donde 
la función es ncgativa. 



00 


Solución: 


(-co,-3)U(1.2) 


Eiemplo 33 

Resolver: x 4 

Estudiamos la función: 


— 12jc 3 + 16jc 2 — 52jc —15 < 0 

3’ = jc 4 -12jc 3 + 16jc 2 — 52jc —15 


Factorizamos por Ruffini: 


y -( x - 3X* - 5)(jc 2 - 4jc -1) 


E1 último factor sí tiene raí- 

ces reales; Las hallamos uti- 

lizando la fórmula de la _ ~ . rz 

ecuación de segundo grado: *3,4 — ^ ^ v 
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Señalamcfe en orden las rai- 
ces en el eje de abscisas: 

Comportamiento de la fun- 
ción: es positiva en el primer 
intcrvalo de la izquierda (n = 
par) e intersecta el eje en 
todos los puntos señalados. 


— oo 



5 



oo 


Solución: 


[-oo.2-V5]u[2 + V5,5] 


Nota: Nos parece importante insistir en que los gráficos que aparecen en los 
ejemplos anteriores y en los ejemplos de los estudios que siguen, no son el 
gráfico de la función sino tan sólo un gráfico referencial que indica dónde la 
función es positiva y dónde es negativa, sin ninguna otra pretensión. La 
gráfica real de las funciones coincide con la de los ejemplos sólo en que corta 
o toca el eje horizontal en los mismos puntos y en que tiene el mismo signo 
en los intervalos que se forman. 


( Ejerc)clo143 

Resolver las siguientes inecuaciones: 

1) x 4 + 2x 3 -1 lx 2 - 12 jc < 0 

2) 2x 5 - lx 4 — 1 Ijc 3 + 61jc 2 -63* + 10> 0 

3) jc 4 -1 lx 2 + 2x +12 £ 0 

4) jc 4 +1 Ijc 3 +1 Ijc 2 + IOjc < 0 

5) 20* - x 3 - 14 jc 2 - 8 + 4x 4 - aí 5 < 0 

6) x 1 - 5x 6 + 3* 5 + 21* 4 - 36x 3 + 32* - 16 > 0 

7) x 8 -x 7 -x 6 -x 5 -3* 4 +* 3 +* 2 +* + 2<0 

8) * 8 - 36* 6 +16* 5 + 438* 4 - 288x 3 - 2052* 2 +1926* + 2673 2> 0 

9) * 7 - 6* 6 + 9* 5 +10* 4 - 45* 3 + 54* 2 - 29* + 6 < 0 

10) x 4 +4x 3 +6* 2 +4x + l >0 

11) * 4 + 4x 3 -12* 2 + 8* -1 á 0 

12) * 6 + 4x 5 + 8* 4 +16* 3 + 20x 2 +16* +16 > 0 

13) * 8 - 4* 7 + 3* 6 + 4* 5 - 5* 4 + 4x 3 - 3* 2 - 4* + 4 £ 0 

14) x 5 - 24x 3 + 54* 2 - 25* - 6 > 0 

15) * 4 -8120 

16) x 8 - 6* 6 + 9x 4 - 4* 2 < 0 
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INÉCUACIONES RACIONALES 

Son inecuaciones de la forma 

^->0 ó ^ IL <0 

Qx) Q{ X ) 

en las que P (x) y <2^ son polinomios de exponentes enteros y positivos. 

Como hemos hecho hasta ahora, estudiaremos sólo los casos en los que los 
coeficientes de las máximas potencias de la variable de P {x) y Q (x) sean ambos 

positivos. 

/ 

Si multiplicamos ambos miembros por [2 (v) ]~, expresión positiva para 
cualquier valor de la variable, obtenemos las inecuaciones 

^\x)'Q{x) > ^ ® ^(jc) 'Cix)<0 

que son inecuaciones cuadráticas (si P (x) y Q¡ x) son lineales) o de grado superior y 
cuya forma de resolución ya estudiamos en las páginas anteriores. 

Obviamente, las raíces de Q (x) nunca pueden ser parte de la solución 
(anulan el denominador) y hay que excluirlas. 

Todo lo anterior significa que, a efectos de una inecuación, las funciones 

y=Tr- y y=P(x)Q(x) 

M(x) 

se comportan en forma idéntica, exceptuando el hecho de que las raíces de Q (x) 
pueden ser solución de la segunda pero nunca de la primera. 

Sin embargo, en lugar de hacer la transformación descrita arriba, preferimos 
estudiar las características de este tipo de funciones racionales, como hicimos con 
las de grado superior. 

Enunciamos (nuevamente sin demostración) las caracterfsticas que más nos 
interesan de las funciones racionales de la forma 



1) La gráfica de la función corta o toca el eje de abscisas tantas veces como 
raíces reales distintas tenga el numerador. 

2) Si k es la suma del número de raíces reales distintas del numerador y del 
denominador, el número de intervalos que se forman es de k + 1. 

3) En un mismo intervalo la función no cambia de signo. 

4) Si una raíz del numerador es de multiplicidad impar, la función intersecta 
el eje de abscisas en ese punto y los intervalos adyacentes al punto son de distinto 
signo. 

5) Si una raíz del numerador es de multiplicidad par, la gráfíca es tangente al 
eje de abscisas en ese punto y los intervalos adyacentes al punto son de igual signo. 
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6) La función tiene tantas asíntotas paralelas al eje de ordenadas como raíces 
reales distintas tiene el denominador. 

7) Si una raíz del denominador es de multiplicidad impar, la función tendrá 
signo contrario en los intervalos separados por la asíntota que la raíz determina. 

8) Si una raíz del denominador es de multiplicidad par, la función tendrá el 
mismo signo en los intervalos separados por la asíntota que la raíz determina. 

9) E1 primer intervalo de la izquierda ( siempre , insistimos, que los coeficientes 
de las máximas potencias de la variable en el numerador y en el denominador sean 
positivos) es positivo si la suma de los grados de P(x) y Q x) es par y negativo, si es 

impar. 

/ 

. 10) E1 último intervalo de la derecha es, en ambos casos, positivo. 

Veamos, a modo de ilustración, la gráfica referencial del comportamiento de 
la función 


(x + 2) z .y(jc-2) 
^ (x + 1) 3 ^-!) 2 



Vemos en la figura que se forma seis intervalos (la suma de las raíces reales 
distintas del numerador y del denominador es cinco). 

En el primero de la izquierda la función es negativa (la suma de los grados de 
P (x) y Q x) es 9 = impar) y, en el último de la derecha, positiva. 

En el punto -2 la gráfíca es tangente al eje (-2 es una raíz de multiplicidad 
par del numerador). En los puntos determinados por las restantes raíces del 
numerador (0 y 2) la gráfica intersecta el eje. 

En -1 y 1 (raíces del denominador) tenemos asíntotas: al acercarse a ellas, 
sea por la izquierda como por la derecha, la función se dispara a +°° ó a -«>. 

La asfntota en -1 está determinada por una raíz de multiplicidad impar: la 
función tiene distinto signo en los intervalos separados por ella. 

Por el contrarió, la asíntota en 1 está determinada por una raíz de multipli- 
cidad par y la función tiene el mismo signo en los intervalos separados por ella. 

En las figuras que siguen se comparan las gráficas referenciales de la función 
(x + 2¿x(x-2) 




u i 


B 



— OO/S 

- 2 ^ 

1 t 

-1 0 


oo 
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y de lafunción y = (jt + 2) 2 jc(jc-2X* + 1) 3 (jc- l) 2 



Las funciones son distintas y, obviamente, sus gráficas difieren notablemente. 
Sin embargo, el signo de la función es igual en los intervalos correspondientes. 

Si estuviéramos resolviendo la inecuación 
(x + 2fx(x-2) 

: ' (*+i) 3 (*-i ) 2 

4a solución sería: (-oo í -l)U[0,2]-{l} (las raíces -1 y 1 del denominador están 
excluidas). 

Si la inecuación fuera 

(jc + 2) 2 jc(jc-2X^-i-1) 3 (^-1) 2 ^ 0 

la única diferencia sería que la solución incluye los valores —1 y 1: (-<>o,-l]U[0,2]. 


Ejemplo 34 


Resolver: 4 > 


jc 2 +6jc-3 


Trasponiendo términos: ^ _ x + 3 ^ q 


Sacando común denomina- 
dor: 


4jc — jc 2 — 6jc + 3 


>0 


Reducicndo términos seme- 
janles: 


-JC 2 - 2jc + 3 


>0 


Cambiando signos: 


jc 2 + 2jc — 3 


<0 


Factorizando: 


(.c + 3X-t-l) 


<0 


Estudiamos la función 


y _ (* + 3X-«-l) 

JC 


Gráfica: La suma de los 
grados dcl numcrador y del 
dcnominador es 3 = impar, 
por lo cual en el primer 
intervalo de la izquierda la 
función cs negativjí En -3 y 
I (raíces dcl numerador) hay 
intersección. En 0 tenemos 
asíntota. A los lados de la 
asíntota la función tiene 
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dístinto signo. 


Solución: 


(—,-3)U(0,l) 


Eiemplo 35 

x~ + x + 2 

Resolver: -> 2 

jc + 2 


Traspomendo términos: 


x~ + x + 2 
x + 2 


- 2 > 0 


Después de sacar común 
denominador, reducir térmi- 
* nos semejantes y factorizar, 
se obtiene lu siguiente expre- 
sión: 


(JT-2XX+1) 

jc + 2 


Estudiamos la función 


U-2)\x-H) 
J x + 2 


/ 


Gráfica: como la 
suma de los grados del 
numerador y del 
denominador es impar. en cl 
primer intervalo la función 
es negativa. En -2 hay una 
asíntota: a sus lados la fun- 
ción tiene distinto signo. En 
1 y 2 hay puntos de inter- 
sección. 



Solución: 


(-2,1]U[2,~) 


EjemEloM _ 

3Íjr 3 - x 2 — 8.V + 2) 

Resolver: —■—- ->2x + \ 

x--x-6 

Desarrollando y trasponien- 3 ^ _ _ 2\x 4- 6 

do términos: - 5 -( 2 jt + 1 ) > 0 

jt" -x-6 


Sacando común denomina- 
dor y reduciendo términos 
semejantes: 


3jc 3 - 3x 2 -24x + 6-(2x + 1)(jv 2 -x-6 


3jc 3 - 3jv 2 - 24jv + 6 - 2jv 3 + jc 2 + 13jv + 6 ^ A 
^ — u 

jt 2 - jt-6 
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Factorizando: 


x 3 -2x 2 -Ujc + 12 

x 2 -x-6 


(.t-lX-r-4X-r + 3) ^ 
(x-3Xx + 2) 


Estudiamos la función 


(*-lX*~ 4 X* + 3) 
y (^-3X^ + 2) 


Gráfíca: en el primer inter- 
valo la función es negativa. 
T^nernos intersecciones en 
-3, 1 y 4. Hay asíntotas en 
-2 y 3; a los lados de ambas 
la función tiene signo contra- 
rio. 


Solución: 



EuaadsL il 


x* + x 3 + x 2 +6x+ 3 , 

Resolver: -;-<3 


* 2 +2* + l 


Después de trasponer térmi- 
nos, sacar denominador co- 
mún, reducir términos seme- 
jantes y factorizar, la expre- 
sión resultante es la siguien- 
te: 


x 2 (jc + 2X*-1) 

(* + l) 2 


<0 


Bstudiamos la función 


x 2 (x + 2){x-l) 
(x + l) 2 


Gráfica: en el primer inter- 
valo la función es positiva. 
En -2 y en 1 tenemos puntos 
de intersección. En 0 tene- 
mos punto de tangencia. En 
-1 tenemos una asíntota ori- 
ginada por una raíz de mul- 
tiplicidad par: la función ten- 
drá cl mismo signo en los 
intervalos separados por esa 
asíntota. 



Solución: 


(- 2 ,- 1 )-{- 1 . 0 } 
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Eiemplo 38 


Resolver 


1 ' 3.2 

-^ +-<- 


(2x'+ \) ¿ x-2 2x +1 


Trasponiendo términos: 


1 3 

rr + - 


(2x + l Y x-2 2x + ] 


<0 


Sacando común denomina- . 

dor: (x — 2) + 3(2* +1)** — 2(2* + l)(x — 2) 

(2jc -+1) 2 (jc — 2) 


Desarrollando el numerador: 


Rcduciendo términos: 


Estudiamos la función: 


Calculamos ias raíces del 


Gráfica: En el primer 
intervalo la función es 
negativa. 

„ -19±/20Í t 

En -- hay íntersec- 

ciones. Tenemos asfntotas en 
(raíz de multiplicidad 
par) y en 2. 

Solución: 


jc-2 + 12jc 2 +12jc + 3-4jc 2 +6jc + 4 

(2x + 1) 2 (x-2) 

8a- 2 + 19jc + 5 


<0 


<0 


<0 


(2jc + 1+(jc-2) 

•> 

8jc 2 +19jc + 5 




(2jc + 1)” (jc — 2) 


_ -19±V201 

l l2 ~ Í6 



-19-V2ÓT 

16 


t -19 + V20 1 

2 16 


|—oo^ 


-19-\ 201 


16 


U 


-19+V201 


16 


’ 2 ) 


-o x 

+ 


( Ejercicio 144 


1) 

2 ) 


Resolver las siguientes inecuaciones:. 
2x + 7 


x — 1 
8jc +17 


jt + 3. 


>1 

<7 


3) x + 5 < 


2x +7 a-11 
x — 3 


4) 


2x + 5 
3x -1 


> 4 


4 5 

5) ->- 
x x 


6) 


17 — 5jc — x' 
x-2 


+ x + 6 > 0 
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7) 

8 ) 

9) 

10 ) 

11 ) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20 ) 
21 ) 
22 ) 

23) 

24) 

25) 

26) 


,13 
x + 4 


15 

2*-3 


6 5- 

2x-l > x-2 


_J_ 3 „ 1 

2(jc — 1) + x 2 -1 "4 


jc - 8 x-5 

->- 

x-3 jc + 3 

jt + 1 > 1 — 2 jc 

7^7“ 3 -jc 


_J_i_<I 

jc-3 jc + 3 3 

x 8 ; __2__ 

JC — 1 x~ — 1 JC + 1 

jc JC + 7 15 

JC-1 JC + 1 JC 2 -1 

3 — 3x 3(at +1) 3jc + 1 
jc 2 +3jc-4 at + 4 x-l 
jc + 12 jc-6 > 3^-3 
jc + 8 jc 2 + 2jc — 48 jc-6 


3 2 

- + -^—<0 


jc -1 jc + 3 
1 1 1 
JC JC -1 X + 1 

1 7 8 

- + - < - 


jt + 1 jc-3 jc-2 

1 1.1 


x-l (jc — 1) (jc-l) 


(*-l) 2 


-5- +--T > 0 

x-2 (x-2) 2 (x-2) 4 

I 3 2 

-+-h- 7T > 0 

1 + 1 x-l (x-lf 

_! _ ! _ <_! _ ! _ 

x +1 (jc +1)" x + 2 (x + 2) 2 

—+ ^1—>0 
x-\ x 2 +\ 

5 ' 3 

-< —- 

jc + 2 jc" + jc + 1 
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27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) 


2.r + l 
x - 3 
x -3 
x + 5 
> + 5 
jc-3 
x + 5 

]*- 5 \ 

| r + 5 [ 
r-3 


<2 

>2 

>1 

>1 

>1 


x 2 - 5x + 6 
r+1 


>1 


33) 

34) 

35) 

36) 


x ¿ — 5r +1 


“> 5 


v - 3 

2r 3 -3x 2 +13r —6 


3a* 2 - 3a + 2 
a 3 + 2a 2 - 2a + 3 


<3 


2a -1 

x 4 -15.v 2 + 24 


< r + 3 


>10 




37) 


r 6 + 4r 5 - 7.v 4 - 43r 3 + 18r 2 + 135r + 60 2 . _ 

-r-=- < A“ + 6 a + 7 

a -6a“ + 5a + 12 


38) 

39) 


1 < 

3 < 


a + 2 
A + 1 
, A + 3 

í^4 


<2 

<7 


40) 


1 < 


? ~ 
A + A - 2 

A — 3 ’ 


< 4 


( Ejercicio 145 


1) 

2 ) 

3) 


Discutir las siguientes inecuaciones: 
x-a 


x-b 


>0 


x-a 


7<0 


x-b 
(x-ájx-b) 
2 x-b 


>0 


(ay b positivos) 
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4) ——— <0 (ay b positivos) 
bx-a 

a x + a * 


6 ) 

7) 

8 ) 
9) 
J0) 


x-a 

■+ 

a 

x-b 


b 

b 


x + b 

X 


x-a 

a-x 


a 

X 


a-x 

a- x 


X 

. x 

i 

x-a 

x-a 

T 

X 

X 


x — a 

x + a 


X 


>0 

<0 

<0 

>0 

<0 


11) JL + _L <0 

x — a x — b 

12 ) —- ^->0 

x-a x+a 

13) — - — > — í — (a y b positivos) 

ax — 1 1 - bx 

14) —í—+ — l -—<0 
ax' 4-1 ax - 2 

15) \<—— <3 

x-a 

/ 

x — a 

16) 1 <-<2 (a y b positivos) 

x-b 


INECUACIONES IRRACIONALES 

Son las inecuaciones en las que,la variable aparece como cantidad subradical. 
Estudiaremos dos tipos de inecuaciones irracionales: las de las formas 

Ax) > \ B ( X) W (P rimer tipo) 

y A [x) < , y £ (A , (II) (segundo tipo) 

Para los casos en los que los símbolos sean > y < bastará añadirle la igualdad 
a los símbolos de las inecuaciones de los sistemas equivalentes a las expresiones (I) 

y (ii). 

Para resolver estos tipos de inecuaciones irracionales se hace indispensable 
racionalizarlas, es decir, sacar de los radicales las expresiones que contienen 
variable. Eso se obtiene elevando ambos miembros de la inecuación al exponente n. 

Pero como no siempre la inecuación que se obtiene de esta forma es 
equivalente a la inecuación dada, es necesario imponer a la variable las limitaciones 
que hagan falta para que dicha equivalencia tenga lugar, 

1) Inecuaciones irracionales con radicales de índice 
impar {n = impar) 

Si n es impar, por la octava de las propiedades que hemos enumerado de las 
inecuaciones (pág. 556), la que se obtiene elevando al exponente n la inecuación 
original es totalmente equivalente a ella: 
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2) Inecuaciones irracionales del primer tipo con índice 
par (n = par) 


Sea la inecuación A¡ x) > ^B ix) (I) en la que el radical, en caso de ser real, 
se toma con signo positivo. 

Para que el radical sea real, la cantidad subradical debe ser positiva o nula: 

B (x) > 0. 

Como el segundo miembro es un número no negativo, la inecuación sólo es 
cierta para los valores de la variable que hagan A^ x) > 0. 

Con lo anterior, ambos miembros de la desigualdad son po$itivos y entonces 
es cierto (novena propiedad de las desigualdades, pág. 556) que la inecuación que se 
obtiene al elevar ambos miembros al exponente n es equivalente a la inecuación 
* dada. 


En consecuencia, la inecuación (I) es equivalente al sistema formado por tres 
inecuaciones: 



B ix) >0 

A-0 > 'VA-v) -> 

> 0 (« = P ar ) 


A"r) > B(x) 


(5 1 ) 


Análogamente 



B u) Z0 

4„>o 

(« = par) 


.A n x)ZB (x) 



(Sa 1 ) 


3) Inecuaciones irracionales del segundo tipo con índice 
par (n = par) 

Sea la inecuación A { x) < l \ÍB {x) (II). 

Para que el radical sea real es nuevamente necesario que sea B {x) > 0, con lo 
que el segundo miembro de la inecuación es un número real no negativo. 

Entonces la desigualdad queda satisfecha de dos formas: 

a) Si el primer miembro es negativo: A^cO, es decir, resolviendo el 
sistema 

ÍAa, <° 

b) Si el primer miembro no es negativo (Ax) * 0), pero imponiendo que el 
número positivo del primer miembro sea menor que el número positivo del segundo, 
siendo entonces A {x) < B [x) (condición ésta que implica que B {x) >0), es decir, 
resolviendo el sistema 
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Resumiendo: 



Análogamente 


(6‘) 



(6a‘) 


Eiemolo 39 


Resolver: 2~x< 

V* 3 +3x 2 -23 jc + 14 

Elevando ambos miembros 
al cubo (cosa que podemos 
hacer sin problemas por ser 
un exponente impar) tene- 
mos: 

8 -1 2x + 6x 2 — x 3 < jc 3 + 

Trasponiendo todos los tér- 
minos al primcr miembro y 
reduciendo términos semc- 
jantes: 

— 2jc 3 + 3x 2 + 1 Ijc — 6 < 0 

Cambiando signos: 

2.r 3 - 3x 2 -1 Ijc + 6 > 0 

Estudiamos la función 

y = 2jc 3 - 3jc 2 — 1 Ijc + 6 

Factorizando: 

y = (x-3X^ + 2K2x-l) 

Gráfica del comportamiento 
de la función: 

•r-\ 


Solución: 


-2,1 U[3,oo) 
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Eiemplo 40 _ 

Resolver: 1 + y]x 2 -6x + 5 < 3x 


Aislando el radical: 

\jx 2 -6jc + 5 <3x-\ 

Leyendo de derecha a 4z- 
quierda nos queda una-me- 
cuación irracional del primer 
<ipo: - 

\x - 1 > V x 2 - 6x + 5 

Utilizando (5 1 ) transforma- 
mos la inecuación en el 
siguiente sistema cquivalcn- 
te: 

x 2 -6jc + 5>0 

3jc -1 > 0 

(3x-1) 2 > jc 2 — 6jc + 5 

Erímera inecuaciQn: 

r-6* + 5>0 

Estudiamos la función 

y - x 2 -6jc + 5 

Factorizando: 

I 

* 

X 

i 

II 

Gráfica del comportamicnto 
de la función: 

_CO 1 "- 

Segunda inecuación: 

)x - 1 > 0 

— oo 

Tercera inecuacjón; ^ 

Í3jc-1) 2 > jc 2 -6jc + 5 

Desarrollando: ( 

9x 2 — 6jc + 1 > jc 2 — 6jc + 5 

Reducicndo términos: < 

ix 2 — 4 > 0 

Simplificando: 

lx 2 - 1 > 0 

Resolviendo: 

1 

* - ■ 

x 2 >\ 

x|>4 

'*># 

JC<-f 
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Llevamos a uno solo los 
gráficos I, II y III: 


(iii) 




Solución: 



1 U[5,«>) 


EkmbLál - 

Resolver: x-3 < V* 2 -5x + 4 


Se trata de una inecuación 
irracional del segundo tipó. 
Utilizando (6 1 ), transforma- 
mos la inecuación en la 
siguiente agrupación equiva- 
lente: 


SISTEMA (A) 

Primcra inecttactán: 

Estudiamos la función 


Factorizando: 

Gráfica: 


Segunda inecüación : 


x 2 - 5x + 4 £ 0 
jc - 3 < 0 
x-3>0 

(x - 3) 2 < jc 2 - 5x + 4 


(A) 

(B) 


x 2 -5x + 4Z0 

y — x 2 —5x + 4 

y=(*-4X*-i) 



jc-3< 0 

x<3 


(a) 


Gráfíca común: 



oo 


(b) 


(bí -*- 

* f 

-OO | 


1 


f 


(a) 


Soiución de! Sistema (A): 
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SISTEMA (B) 


Pri m erg i psguación: . jc - 3 > 0 

jc > 3 

_ t .. t 

3 °o (c) 

Ss e und» ineoi a si é n : (jc — 3) 2 < jc 2 - 5jc + 4 

Desarrollando, reduciendo 
términos semejantes y lle- 
vanjdo a la mínima expre- 

sión: 0 ~ 

x -6x + 9<x -5x + 4 
-x < -5 
i x > 5 

__ 9 

-«5 oo (d) 


Gráfica común: 



(d) 

(c) 


oo 


Solución del Sistema (B): 


( 5 ,°°) 


Solución de la agrupación: 


(-~,l]U(5,oo) 


Ejfmply 42. 

Resolver: -fx + 2 + -fx + 6 > fJx + l 


Para que los radicales sean 
reales las tres cantidades 
subradicales deben ser no 
negativas. Llamaremos a es- 
to ”condición básica En 
nuestro caso, la condición 
básica es que ia variable de- 
be tompr valores que satisfa- 
gan el sistema 


JC -h 2 > 0 
jc + 6>0 
3jc + 1^0 


Llevando las inecuaciones a 
la mínima expresión: 


X^-2 

x > —6 
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Gráfica: 


Condición básica es, pues, 
que x pertenezEa al intervalo 

Ahora bien, si la variable to- 
ma valores de ese intervalo, 
los dos primeros radicales 
serán positivos y el tercero 
no negativo, por lo que po- 
demos elevar ambos miem- 
bros al cuadrado: 

Desarrollando: 


Aislando el radical: 

Leyendo de derecha a iz- 
quierda: 

La expresión obtenida es una 
inecuación irracional del se- 
gundo tipo. Utilizando (6‘), 
la transformamos en la si- 
guiente agrupación: 


SISTEMA (A) 
PLm?g.rajnecuación: 
Estudiamos la función 

Gráfica: 


Segunda inecuación : 


Gráfica común: 




(i) 


x + 2 + ^fx + 6^ > \¡3x +1 j 
x + 2 + 2<yj(x + 2\x + 6) 4- x + 6 > 3x +1 
2^(x -f- 2){x + 6) > x - 7 
x-1 <i 2*J(x 4- 2\x 4- 6) 


(x + 2X* + 6)>0 
jc-7 < 0 

(-4) 

x - 7 > 0 

(B) 

(jc-7) 2 S4(x + 2Xjc + 6) 


(jc + 2Xjc + 6)>0 

y = (x + 2)(x + 6) 



jc — 7 < 0 
x<l 



(a) 


(b) 


(b)^- 


<a) 
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Solución dd Sistema (A): 


(-00,-6] U [-2,7] 


SISTEMA (B) 

Primera ineew aeión : 


ScgunJa inecuación : 


jc-7>0 

x>l 


T 

— 00 7 00 

{x-lf <A{x + 2\x+6) 


Desarrollando, reduciendo 
jtérminos semejantes y lle- 
vando a la mínima expre- 

sión: jc 2 - 14x + 49 < 4x 2 + 32* + 48 

1 -3jc 2 - 46jc +1 < 0 

3x 2 + 46jc -1 > 0 

Estudiamos !a función y = 3 ^ 2 + _ j 


cuyas raíces son: -23±2>/33 

I 


Gráfica: 



(c) 


(d) 


Gráñca común: 


-4- 


— 00 


-23-2 •/ 33 

3 


t= 

-23+2/33 

3 


7 


-V (c) 

(d) 


Solución del Sistema (B): [7, oo) 

Solución de la aeaipación: (-oo,-6]|J[-2,c») 


(II) 


La solución definitiva serán 
los valores que pertenecen 
simultáneamente a los inter- 
valos (I) y (II). 

Gráfica común: 



*■ 


-2 


1 


1 

3 


(II) 

(i) 


00 


Solución de la inecuación: 
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- 7 -■----- 1 

Nota: En el ejemplo anterior, la solución definitiva de la inecuación es el mismo j 

intervalo que se obtuvo al inicio del ejercicio procesando lo que llamamos i 
"condición básica". Pero esto no siempre es así, como podrá apreciarse en el i 
ejemplo que sigue. _ _ _ _ _ j 


Eiemplo 43 

Resolver: 4x -2 4* m 1 ! — x > V 3x 
Condición básica: las tres 
cantidades subradicales de- 


ben ser no negativas: 


Ein su mínima expresión: 


Gráfica común: 


x-2>0 
7-x>0 
3jc > 0 

jc > 2 
■x<7 
x>0 

- 

— oo 0 


£ 

2 


La variable sólo puede tomar 
valores del intervalo 

En estas condiciones, pode- 
mos elevar ambos miembros 
al cuadrado: 

Desarrollando y reduciendo 
luego términos semejantes , 
se obtiene la siguiente expre- 
sión: 


[2,7] 

(VT^2 + V7-*) 2 >(vTt) 2 


3jt-5<2 V '(x-2X7-x) 


Utilizando (6 1 ) la transfor- 
mamos en la siguiente agm- 
pación: 


\x-2)(l — x)> 0 
3*-5<0 


|3.t - 5 > 0 

\(3x - 5) 2 < 4(.v - 2)(7 - x) 


-► 


oo 


(I) 


(A) 

(B) 


E1 sistema (A) no tiene 
solución. como se puede 
comprobar fácilmente. 

SISTEMA (B) 


Primera inecuaeión : 


3jc - 5 > 0 

Jt>f 


£ 

5 

3 


-► 


oo 
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Se gunda ine'euación : 


(3jc-5) 2 <4(x-2X7-jc) 


Desarrollando y reducienflo 

términos: 9x 2 - 30x + 25 < — 4jc 2 + 36jt — 56 

' 13;c 2 - 66x + 81 < 0 

Estudiamos la función >- = 1 3jc 2 - 6ÓJC + 81 

Factorizando: y = (1 3jc - 27X^C - 3) 



Gráfica común: 


Solución dcl sistema (B) y /27 
de la agrupación: \ 13 * / 

La solución definitiva de la 
inecuación original son los 
valores comuncs a los 
intervalos (I) y (II). 

Gráfica: 


í 


(H) 

(I) 


27 

13 


27 

13 


(II) 


Solución de la inecuación: 



( Ejercicio146 


Resolver las siguientes inecuaciones: 


1) 

V3jc- 4 < V2* + l 

9) 

V5x + 2<3 

2) 

yf5x-2 - V^C + 7 >0 

10) 

x- \ K^jx* +2 

3) 

V7jc + 4<5 

11) 

x- \ < ^jx 3 + 7* 

4) 

2/3 -v -l < 1 

12) 

y[x 2 -2x > x-3 

5) 

jc > V* 2 - jc +1 

13) 

3x-i<^¡5-x 

6) 

a/jc 1 -3jc 2 <jc-1 

i 14) 

V5-2jc <6jc-1 

7) 

4 *Jx -4 < 1 

15) 

V jc 2 + 4 > jc - 2 

8) 

V 

r- (N 

1 1 

16) 

2jc > a/jc 2 -1 


616 INECUACIONES 































17) 1 +Vl-JC 2 < 2 jc 

42) 

a/jc 3 - 8.c - 7 > jc +1 

18) >/jc 2 -1 Ijc + 28 > V5jc 2 - 33jc + 28 

43) 

V* + 36 - V* < 2 

19) Vl ^ 9jc 2 < 6jc — 1 

44) 

V2jc + 1 -V*-8 >3 

20) ^a 2 -x 2 <x-2a 

45) 

Vjm-20 -Vjc-1 >3 

21) 1 — jc < \l~4^-~2x 

46) 

Vjc + 1 < l —s/2a: +1 

r~ x 

47) 

Vjc + 2 + Vjc + 1 <3 

22) 2x + ^l~ — >1 

48) 

a/22-jc-VÍO-jc >2 

23) 6 + V*-l >3x 

49) 

Vjc 2 -jc-6-V^"-3>V2jc + 2 

24) ^ja(a - x) > a-2x (a> 0) 

50) 

V7jc + 4 < V* + 6 + V* + l 

VJC +1 — \ ~x~— 1 > Vjc 

25) Vi + 3jc —3jc 2 + 1 > jc 

51) 

¡4-x 2 

52) 

Vjc 2 + jc-2 -Vjc 2 -8jc + 15 >4 

W]! 4 <x 1 

53) 

x + 2 

-=-- >0 

3- Vjc 2 -8jc 

27) VSjc + IO >8 — jc 


28) V2jc- 3 <^jf-l 

29) 1 + ^25-jc 2 >* 

30) x + V’jc 2 - 5 < 5 

31) 6jc + 3< y¡6-x-x 2 

32) Vjc 2 +jc + 2>2jc-1 

54) 

2jC + 2 r'-r 

- > V2JC +1 

2-jc 


33) x 2 +1 > \ lx 2 -3 


34) 47+1 > x - 1 

35) ^25- x 2 <x-\ 

l*-9 2 

36) ]¡ x -! <2 . 


37) 


x 2 -2x-\5 


x-2 


<2 


38) V2jc 3 -5jc 2 +x + 2 > 'Jx 3 +x 2 -10x + 8 


39) '¡3x 2 ~+ 19jc + 20 > 4x - 4 


40) 3^6-x-x 2 +4x + 2>0 

41) a/2jc 3 — 12jc 2 + 23jc-14 < (jc - 2)V*-2 
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INECUACIONES EXPONENCIALES 

Son inecuaciones eñ las que la variable forma parte de un exponente. Se 
presentan en distintas formas, como las que se ven a continuación: 

a x >a k \ a x >a k \ a x <b\ a x >b\ etc. 

En las inecuaciones exponenciales, a es siempre una cantidad positiva 
distinta de la unidad (¿ar > 0; a * 1). 

En la resolución de inecuaciones exponenciales tendremos muy en cuenta la 
siguiente circunstancia: 

Mientras mayor es el exponente al que se eleva un núrnero positivo, mayor es 
la potencia, siempre que el número sea mayor que la unidad ' 

Por ejemplo: 2 2 < 2 3 < 2 7 < 2 20 , etc. 

En cambio, si el valor del número está entre cero y uno , la potencia decrece 
al crecer el exponente. 

Por ejemplo: ({) 2 < (|) 2 < (j) ? < (j) 2 °, etc. 

De acuerdo con lo anterior, podcmos elaborar ia siguiente tabla de equivalen- 

cias: 


INECUACIONES EXPONENCIALES 

(si a > 1) 

(si 0 <a < 1) 

2) De distinta base con b> 0 

a x >b -> jc > lg a b 

a' <b —» x < lg ( , b 

a' > b —¥ x < lg„ b 

a' <b —» x > lg„ b 

3) De distinta base con b < 0 

a' > b —> x e 9Í 

a ' <b » —> No hay solución 


(si a > 1) 

(si 0 <a < 1) 


1) De igual base 

a x >a k x >k 

a' <a k -¥ x < k 

a x >a k —> x < k 

a' <a k -¥ x > k 


(7‘) 

(7a‘) 


( 8 1 ) 

(8a') 


(9‘) 
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Las equivalencias anteriores siguen siendo válidas si los símbolos (sin incluir 
los de las expresiones entre paréntesis) son > ó <>. 

Si la base de la expresión exponencial no es un número a sino un polinomio 
/ (r) , la inecuación sólo puede ser resuelta analíticamente si ambos miembros tienen 

iguai base, 

Para esos casos sirve ia siguiente tabla: 


(ÍO') 


(ll') 


La tabla anterior supone f (x) > 0 y / (jr) * 1 y es también válida si los 
símbolos (a excepción de los de f {x) en ias agrupaciones de la derecha) se cambian 
por > ó según corresponda. 

Si h¡ x) = 0, el cuadro anterior se simplifica como puede verse a continuación: 


(lOa 1 ) 


(lla') 


Eiemplo 44 _ 

Resolver: 3' ,+5x+2 ' S ^ 

Transformando el miembro 

de ia derecha: j* 2 + 5 jt +2 > yA 
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Dado que a es mayor que la 
unidad, la inecuación dada 


es equivalente, por (7‘), a la 
siguiente: 

x 2 +5x + 2>-4 

Trasponiendo términos: 

x 2 + 5;c + 6>0 

Estudiamos la función 

y = x 2 +5x + 6 

Factorizando: 

y = (x + 3\x + 2) 

Gráfica: 

- oo -3^--2 oo 

Solución: 

—3] U [—2, oo) 




Eiemplo 45 _ 

Resolver: (ttI' 2 < 4 




Transformaciones previas 
para igualar bases: 

(*r=[(i) ! r=or° 

Sustituyendo: 

<r ,o <r 

Por (7a‘) csta inecuación es 
equivalcntc a esta otra: 

5jc — 10 > —2 

Dc donde: 

,>s -? 

A ' 5 — oo 5 00 

5 

Solución: 

(i~) 

Eiemplo 46 



Resolver: 25' -26 5 x + 25 <0 


La inecuación se puede ex- 
presar así: 

(5 x ) 2 -26(5 Jt )+25¿0 

Factorizando: » 

(5 x -25)(5 x -l)<0 
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Las raíces de estos factores 


son: 

5 X - 25 = 0 

o 

II 

1 

H 


<N 

II 

«n 

5 X »1 

La inecuación dada tiene las 
mismas soluciones que la 
siguiente: 

5 X = 5 2 
jc = 2 

(jc + 2)x S 0 

5 * = 5° 

x = 0 

Estudiamos la función 

y = (x + 2)x 

/ 


Gráfica: 


Solución: 



EmnBkJZ _ 

Resolver: (y)'' - 7(y) 2 ' ' +7(j) J ' 3 -64>0 

(tf x -Kír + 56({r-64>o 


Transformaciones previas: 


Sustituyendo: 


Factorizando por Ruffini: 


Calculamos las raíces de ca- 
da uno de los ü-es factores: 


( t )'- 2 ' 0 ( i )'- 4 ' 0 ( t )'- 8 -° 

( i )'=2 ( t )' =4 ( i )'*8 

(ir-or’ (tf-or ttr-or 


La inecuación dada tiene las 
mismas soluciones que ia si- 
guiente: 


(x + ¡X* + 2){x + 3) < 0 


Obséryese que hemos cambiado el sentido de la inecuación. En efecto, cada factor 
a x > a k hace que cambie el sentido en la inecuación equivaiente x < k cuando 0 < a < 1 
(como en nuestro caso). Por cada factor (con raíz real) en la forma a x -a k (0 < a < 1) hay un 
cambio de sentido en la inecuación equivalente. Si el número de estos factores es par, la 
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inecuación equivaiente mantendrá el sentido; si, en cambio, como en nuestro caso, es impar, 
ia inecuactón equivalente tendrá sentido contrario. 

Estudiamos ia función - y = (x + !)(* + 2)(-* + 3) 



Solución: 


<—,-3)U(-2,-l) 


/ 


tüemoio 48 


Resolver: 


£dL21±í!*o 

9 X -II-3 J +18 


Escribimos la inecuación de 
la siguientc forma: 


(3*; 


M 

+ 15 


2 -ll 

( 3 *; 

)+18 


Factorizando numerador y 
denominador: 


(*•-*: 


(3--9’ 

(3 x -2) 


Caiculamos las raíces de ca- 
da uno de los factores dei 
numcrador y del denomina- 

3*-2 = 0 
3 X =2 
* = lg 3 2 


3 r -5 = 0 3 X -3 = 0 3* -9 = 0 

3* =5 3* =3 3* =9 

jr = lg 3 5 x = 1 x = 2 


La inecuación tiene las mis- 
mas soluciones que la si- 
guiente: 


(jc-lg 3 5)(.t-l) 

(x-2Xjc-lg 3 2) 


Gráfica: 


Soiución: 
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E im plo 4 2- - 

Resolver: (jc + 3) 2 ' W - 5 ' 1 - 4 ' +2 >(jc 2 + 6jc + 9 
Transformamós el miembro 


de la derecha para igualar 
bases: •« 

1 

(jc + 3) 2 * 4 +5 * J -5^ " 4í+2 > [ ( JC + 3) 2 J >+2x ' +3 ^ + ' 

/ . -,\2jc 4 +5a 3 -5x 2 -4x + 2 / . ^\2x ¡ +4a“ +6.v-» 2 

(jc + 3) >(* + 3) 

Utilizando (10 1 ): 

Íjt + 3 > 1 

1 4 1 O X *> (A) 

[2jc 4 + 5x 3 - 5jT - 4x + 2 > 2jc 3 + 4.? + 6jc + 2 

ÍO < jc + 3< 1 

[2a: 4 + 5jc 3 - 5jc 2 - 4jc + 2 < 2jc 3 + 4.c 2 + 6jc + 2 <B) 


SISTFMA (A) 


Primgra iqpcuav’ÍQn: 

JC + 3 > 1’ 9 -► 

x > —2 1 (a) 

Svgundrt intfvuavÍQn: 

2* 4 + 5jc 3 - 5jc 2 - 4.c + 2 > 2x } + 4x 2 + 6.c + 2 

Reducicndo términos: 

2ac 4 + 3 jc 3 - 9jc 2 - IOjc > 0 

Factorizando por Ruffini: 

.c(jc-2Xjc + 1X5jc + 2)>0 

Estudiamos la función 

y = jc(x-2Xjc + lX5JC + 2) 

Gráfica: 

< — *f' %f -—► 

2 V/ \y (b) 

Gráfica común (a) y (b): 

_I_t —t _t=!: ,b, 

-5 _2 -| 0 2 “ 

SoIucíóü dcl Sistcma ( Aj: 

[-1,0]U[2.°°) 


SISTEMA (B) 


Priingra incvuayión: 

o < jc+3 < i 9 - 9 

-3 < jc < -2 3 - (c) 

Segunda inecuación: 

2.c 4 + 5jc 3 - 5.c 2 - 4jc + 2 < 2jc 3 + 4a 2 + 6.v + 2 


INfcCUACIONES 623 
























Reducicndo t^rminos y fac- 
torizando: 


jc(jc-2X* + 1)(5* + 2)<0 


Graficamos nucvamente la' 
función 

pero tomando e*ta vez los 
intervalos donde la función 
cs ncgativa: 


Gráfica común (c) y (d): 

Sóteión d^LSí^tcma (B): 

Solución de la inecuación: 


y = x(x - 2)(x + l)(5.r + 2) 



_5 

2 


-2 


H-2) 


[_| _ 2 )U[-1,0]U[2.-) 


( Ejercicio 147 


Resolver las siguientes inecuaciones: 


1 ) 

2 ' > 64 


16) 

3 2a+i > 5 t_1 

2 ) 

3 2x ~' < 27 


17) 

11 *- 

1 £17'-* 

3) 

2A 2 -4.v-16 • 

>32 

18) 

3 A ' 2 

>2'- 2t 

4) 

•^jc 2 +7.v+6 ^ 

. í 
• 81 

19) 

3 2t " 

1 +7>0 

5) 

0.5 ,A+2 <4 

20 ) 

4 X — 

6 -2 A + 8 > 0 

6 ) 

(íf~ 9 ' +2 

> 25 A+2 

21 ) 

9 A - 

10 3 A +9<0 



22 ) 

25 x ■ 

- 4 5 A — 5 > 0 

7) 

ur ’- 4 " 1 

' >2 X 

23) 

ttr 

- 6(y) r + 8 < 0 

8 ) 

4 A+I >2 


24) 

4 A — 

9 • 2 A + 20 > 0 

9) 

/ i yv+3 ^ 





u) > 2 


25) 

3 3a - 

-13-3 2a +13-3 

10 ) 

3 (.r-2)(2-jr) 

>2T 

26) 

16*- 

-5-2 3a+i +35-. 


(d) 


(C) 

(d) 


,x+l 


11) 5 V > 7 

12) 3 2x ~'<5 

13) 4 • 2 1 < 3 

2 ~ 2x : 
\2.r-l 


14) 3 x ~~ 2x >7' 


27) (j) 2x - 36(j) r+ ' + 27 > 0 


■5) (í)' 


28) 

29) 


4' -5-2 v+ +16 


>0 


4 A -17-2'+16 

( 2 *- 5 ) 


<0 
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30) ' 

31) 

32) 

33) 

34) 

35) 

36) 

37) 

38) 

39) 

40) 

41) 

42) 

43) 

44) 

45) 

46) 

47) 

48) 

49) 

50) 

51) 

52) 

53) 

54) 

55) 

56) 


2 4x - 2 3jc+2 - 3 • 2 lx + 7 • 2 - 8 „ 

- 5 -~- <0 

2 3 - 3 • 2 2 + 4 


, ar-4 

(¿r-^r+> 


>0 


<0 


3 3ji '2 +3 3j:+i -3 3j <57 


4" <2 J+ ' +3 

3 2x + 5 ¿ 3 -r+2 + 2 

3 2j - 5 • 3 J + 6 < 0 
2 2j, ' 3 -3-2*" 2 +1>0 
4'_2-5 2a -10 a <0 


3 2a - 5 • 6 A + 4 * > 0 

2-1 1-2 

1 _ 1 _ 

2 A +3 > 2 t+2 -l 

2 3+a + 2 3 " a < 65 
4 A + 3 V+I > 4 - 3 " 

6 *- 6 * >36 
'¡h . 72+3 < ■j’&i 
_i_ _!_ 1 

5 4,+ * 5'* 4 - 5 4 > 1 

2 a + 2 A+I + 2 v+2 > 3 A + 3 A+I + 3 A+2 
9 5a - 3 5a - 2 > 0 
6 A + 12 < 3 - 2 A + 4 - 3 A 
2 A +3 - 5 A < 10 A +3 


30 A — 15 A — 3 10 A - 2 • 6 A + 3 • 5 A + 2 • 3 A + 6 • 2 
5 V2jr-J _ 5 V377i >q 

3 V3a_1 < v'3 

16 vir3 > 8 

^ + -5.r+4 

<Mi 


-6 < 0 
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58) (x-2) Jtl “ 6 * +8 >l 

59) (jc 2 -8a- +15)' 6 < 1 

60) (jc + 1) v +2 * -13 > jc 2 +2x + l 


2 -6x+8 




> jc 4 - 4jt 3 + 6jc 2 - 4.v +1 




64) 4 V > V2' :+4jt " 3 


65) V2 2jr "‘ -81íi9 


66) v9 ' -19 < V25 3 v - 25 


67) V3 • 2 r+2 - 24 < \4' - 88 

68 ) 2 X - \> h x * 2 -1 

INECUACIONES LOGARITMICAS 

Son inecuaciones en las que aparece logaritmo de la variahle o logaritmos de 
expresiones que contienen la variable. 

Las inecuaciones logarítmicas más elementaies son de la forma 


lg ( , x>k y lg„ a <k 


siendo a una cantidad positiva distinta de la unidad (a > 0; a * l) y a una cantidad 
positiva (a > 0). 

Dada la estrecha relación existente entre la función logarítmica y la 
exponencial, las consideraciones que hay que hacer en este caso son semejantes a las 
que hacíamos al tratar las inecuaciones exponenciales. 

Si a es mayor que la unidad , mientras mayor es el número , tnayor es su 
logaritmo. 

Por ejemplo: lg : 4 < lg 2 8 < lg 2 64 < lg 2 128, etc. 

En cambio, si el valor de a está entre cero y uno , mientras mayor es el 
númerOy menor es su logaritmo. 

Por ejemplo: lg i 4 > Ig, 8 > lg ± 64 > lg ± 128, etc. 

Estas cónsideraciones nos permiten elaborar la siguiente tabla de equivalen- 


cias: 
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2 ) 


INECUACIONES LOGARITMICAS 


l), 


lg„ X > k 

lg a x <k 
lg a x>k 
\% a x<k 

lg a x £ k 
lg a * ^ k 
lg a xZk 
lg „x<.k 


^ /(*)>* 


‘g^,, /<,) 


4) ‘g „„/(,)** 




x > a 

0<x<a*j 

0 < x < a k ] 
x>a k 


(a>l) 


(0<a<l) 


xSa* 

0 < x < a k j 

0 < x < a k 1 
x'¿.a k } 

J*U) > 1 

\f(x) > [g(x)] 
|°<g(x,<l 

[° < f(x) < [g(x)] 

Jg(x)>l 

|o</(*)<[í(x)I 

0 < i(x) < 1 
f(x) >[g(j:)] 

jg(x) > 1 

[/(^k)]* 

J° <*(,)<! 

[° < f(x) ^ [g(Jt)] 

jgw>‘ 

t° < /(X) 5 [su)í 

J0<g(,)<l 

U^M k 


(«> 0 ' 


(0 < a < 1) 


(12 1 ) 

(12a‘) 

(13*) 

(13a‘) 

(14') 


(14a‘) 


(15') 


(15a‘) 
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EimnhM - 

Resolver: lg 2 (jc 2 + 2x - 7) > 3 

Dado que la base del lo- 
garitmo es mayor que la uni- 
dad. transformamos median- 
te (12‘) la inecuación en esta 

otra equivalente: x 2 + 2 jc — 7 > 2 3 

* 2 +2jc- 15>0 
Estudiamos la función y = x 2 + 2jc — 15 


Faetorizando: 


y = (jc + 5X-r - 3) 


Gráfica: 



Solución: 


(-°°.-5)U(3,oo) 


Eiemplo 51 

r 2 + 5jr 

Resolver: lg, - - - ' 2.-2 

1 2x +1 


Como la base es menor que 
la unidad, transformamos 
mediante (12a*) en la ine- 
cuación equivalente: 


0 < 


x 2 +5* 
2x +1 



Esta inecuación da origen al 
siguiente sistema: 


— < 4 

2jc +1 

íÍ±5í> 0 

2jí + 1 


Primera inccuaciáü: x 2 -f 5 jc 

-< 4 

2jc + 1 


Trasponiendo términos: 


JC 2 + Sjc 
2jc +1 


- 4^0 


Sacando común dcnomina- 
dor: 


JC 2 + 5jc - 8x - 4 ^ 0 
2j: + 1 


Reduciendo términos: 


jt 2 - 3jc - 4 
2x + l 


<S0 
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Factorizando: 


Í£lifci)<o 

2x + l 


Estudiamos la función 


Gráñca: 


Segunda inecuación : 


Factorizando: 


Estudiamos la función 


Gráfica: 


Gráfica común: 


(x-4X-t + l) 
2x +1 



2x + l 

x(x + 5) 

v = —- - 

2x + l 

•% 



Solución: 


(-5,-l]U(0,4] 


Eiemplo 52 

„ , 2 

Resolver: - 

ig^ 

Para trabajar con más como- 
didad haremos el siguiente 
cambio de variable: 

Tendrenios entonces: 


Trasponiendo términos: 


Sacando común denomina- 
dor: 


3 lg^x-2 

lg ix = a 

a +3 a-2 

— _ í —>0 

a +3 a-2 

2MHo + 3)^ 

(a + 3)(a-2) 
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Reduciendo términos: 


.f-7. 

(a + 3Xa-2) 


Deshaciendo el cambio de 
variable: 


Condición básica para que la 
expresión anierior sea real es 
que x sea una cantidad 


Igi X-1 




>0 


positiva: 

x>0 


(I) 

Calculamos las raíces de los 
factores del numerador y del 
dertominador: 



t 

• 

lg |» = 7 

Ig¿* = -3 

lg, x = 2 


Hg 

II 

H 


*-(if 

La inecuación original tiene 
la misma solución que el 

X ~ 128 

x = 8 

H 

II 

«M— 

sistcma: 

x > 0 


(i) 


x — 


128 




£0 


(II) 


Obsérvese que hemos cam- 
biado el sentido en la ine- 
cuación (II). La explicación 
es idéntica a la que dábamos 
en el Ejempio 47 (pág. 621). 


La inecuación (I) ya está en 
su mínima expresión. 


Para resolver la segunda, 
estudiamos la función 




X 128 


Gráfica: 


Gráfica común: 



? T 9-9 

— 0 r4 í 8 


(I) 

(111 

oo 


Solución: 


(0, i2g]U(¿.8) 
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Eiemplo 53 

Resolver: lg 2jc _i 

Condición básica para que 
los logaritmos de la inecua- 
ción sean reales es que la 
variable tome valores que sa- 
tisfagan el siguicnte sistema: 


De donde: 


.Gráfica: 


Resolvemos ahora la inecua- 
ción. 

Potenciando el miembro de 
la izquierda: 

La inecuación es, mediante 
(15 1 ), equivalente a la si- 
guiente agrupación: 


SISTEMA (A) 
Primera inccuación : 

Segunda inecuación : 


Gráfica común: 


Solución dei sistema.(Aí: 


(x + 3)+ lg 2A _i(5-.x)> 1 


ri+ 3 >° 

[5 - > 0 

íx>-3 

l *< 5 

_ 9-9 _ 

-3 5 °° (I) 


l S2.v-l (-^ + 3 X 5 — S 1 


Í2x~]>\ 

{(a + 3X5-a-)>2x-1 

ÍO < 2jc-1 < 1 

|o < (jc + 3^5 — jc) < 2jc — l 


(A) 

(B) 


2jc — 1 > 1 

2jc > 2 <¡>-► 

jc>I l 

(;c + 3)(5 - x) > 2x - 1 
—x 2 + 2x +15 > 2x — 1 
-jc 2 >-16 
jc 2 <16 
|jc|< 4 

_ T 1 _ 

— oo 4 CO 




9— 


-► 


T. 


T 


— oo 

-4 

i 

4 

oo 


(1.4] 


(II) 
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SISTEMA (B) 


Ei segundo sistema es egui- 
valente al siguiente: 


Eomsiajoc^üwiftn: 


SggundaiagcuaciQfl; 

Desarroiiando y llevando 
luego a la mínima expresión: 


Tercera inecuación : 

Cambiando signo: 
Estudiamos ia función 


Gráñca: 


Gráfica común para las ine- 
cuaciones del sistema (B): 


E1 sistema (B) no tiene 
solución. 

La solución definitiva dei 
sistema son los valores que 
satisfacen las condiciones (I) 

y (II). 

Gráfica común: 


Solución: 


0 < 2jc — 1 < 1 
• ( x + 3^5 - jc) S 2x -1 
(jt + 3)(5 - jc) > 0 

0 < 2* -1 < 1 
1 < 2jc < 2 

y < Jt < 1 

(^ + 3X5-Jt)á2x-1 


(jc + 3X5-jc)>0 
(x + 3X* - 5) < 0 
;y = (jc + 3X-*-5) 



-4 -3 j I 4 5 “ 


c 

¡) < 

> (ID 

2 




(1.4] 
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( Ejercicio 148 


Resolver las siguientes inecuaciones: 

1) lg 2 (x-l)<l 

2) lg^(2x + l)<2 


x +5jt + 4 

8) lg^r—--<0 

a: +5jt + 6 

9) lg(jr 2 -Jt + 98)>2 


20 ) 

21 ) 


lg 4 (3x-2)<{ 

10) 

_ x 2 + 4 x _ 

' 8 i 2,-3 '' 

Ig ,, (jc 2 -6*+ 13)^ -1 

11) 

lg 2 V7 jc-20 >3 

x — 5 

12) 

l gi V5^16>-i 

4 

lg-->0 


X + 1 

13) 

lg 4 -Jx 3 - IOjc 2 + 3 Ijc —14 > 2 

x~ + 1 Ojc 4-16 

A 

; T 

1 H 

op 

14) 

lgl3(* + 5 ) + lg|3(*-7)<l 

lg, (jt + 4) + lg^ (jc + 5) > -1 

lg(jc + 5) + lg(jc + 7)- lg(2.v +11) < 0 


Ig^ (-« + 5) + lg^(jc + 3) + lg^(jc — 2) - 

lg,( 

jc 2 + 3jc — 2) > — 1 

lg 2 ;c-lgJc-2<0 

30) 

lg^-i(^ 2 +3 jc)<1 

lg; v-lg 2 x-6>0 

31) 

lS *x-\ >l 

2 + 1 -1 


•gl-t-l lg3 ^ - 2 

32) 

\g x .,(2x-3)>2 

lgÍjc + lg,x-6 ^ 3 
*gs * 

33) 

l&x+2( x - 1)^-1 

34) 

IgrHKS^^ 1 +8 jc 2 + 19jc + 12)^3 

lgÍ(x + 2)-lg,(jc + 2)-2>0 

35) 

/lg 2 jc — 3 > t/ 2lg 2 v-8 

Igi jc - lg 2 x < 0 

36) 

lg 3 x -1 > ^/7 - Igj x 


24) lgl(8jc) + lgi(2jc) + lgi jc>38 

25) Ig 2 * + lg 4 x + lg, A jr>^ 

26) l gj (2jc-3)> 1 

27) lg t+ i (3 aj - 2) < 1 

28) lg 4 _*(2jc + 7)> I 

29) lg >(jc + 2)<1 


37) lg 2 X +1 < y¡\g 2 x + 3 

38) lg^jc + 21gijc-51g, jc-6<0 

39) lg., (jc - 1) + Ig r (2or + 2) > 2 

40) lg t i_ l (* + 2)+lg t 2_,(7-.c)<l 

4,) 

IgJt 4 
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INECUACIONES TRIGONOMETRICAS 

Para resolver las inecuaciones trigonométricas nos valdremos de los 
principios utilizados hasta el momento en la resolución de inecuaciones y de todas 
las relaciones y fórmulas que rigen la trigonometría, teniendo presente el campo de 
variahilidad de cada una de las funciones trigonométricas. 

Suponemos, en consecuencia, que el estudiante domina la demostración de 
identidades y las técnicas de resolución de ecuaciones trigonométricas, en especial 
las que se refieten a la forma de expresar el valor principal de una determinada 
función trigonométrica (VP). T 

Comenzaremos estudiando las inecuaciones trigonométricas elerpentales: 

1) Inecuaciones de coseno: 

• cos x > a y cos x < a (| a \ < l) 

E1 valor del cosenp de un ángulo va creciendo al 
acercarse a cero el valor del ángulo. 

La solución, por tanto, de la ineouación cos x > a 
podemos expresarla de la siguiente forma: 

-VP A + 2kn < jc < VP v + 2kn 

o mediante el intervalo 

[-VP, + 2 kn. VP A + 2kn) 



Por el contrario, el valor del coseno decrece a 
medida que el valor del ángulo se acerca a k. 

La solución de la inecuación cosjc<« podemos 
expresarla, entonces, así: 

VP v + 2kn <x<2 n- VP v + 2 kn 

o mediante e! intervalo 

[VP v + 2kn, 2n - VP t + 2 kn) 



2) Inecuaciones de seno 

sen.r>a y senjc<a [|a|<l) 

E1 valor del seno crece al acercarse a 4 el valor 
del ángulo, en el sentido horario o en el sentido 
contrario, y decrece al acercarse a y- (en cualquiera de 
los dos sentidos). 

Podemos, pues, expresar las soluciones de las i- 



Ver Selección de Temas de Matemática 4, pág. 185 y ss. 
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necuaciones elementales de seno de la siguiente forma: 

sen x > a —> VP X -»- 2 kn £x<x- VP^ + 2 kn 

sen x <> a -> n - VP X + 2 kn <x<>2n + VP X + 2 kn 

o con los respectivos intervaJos. 


3) Inecuaciones de tangente 

tg x~¿a y tgjc £a 



ctg x < a —> VP t +kn < x <n + kn 

La solución se puede expresar también por intervalos. 


INECUACIONES TRIGONOMETRICAS - Resumen 


cos x'ta 


-VP, + 2kn<,x<.VP x + 2kn 

Í\ y. I ^ 1 ^ 

(16') 

cos x < a 


VP X + 2kn S jc < 2n - VP X + 2kn 


(17 1 ) 

sen x £ a 

-> 

VP^ + 2kn <x<n- VP X + 2kn 


(18' ) 

sen x<a 

—> 

n - VP X + 2 kn <,x<2n + VP, + 2kn 


(19') 

tg xZa 

-> 

VP t + kn < x < y + kn 

(a e 91) 

(20 1 ) 

tg x£a 

—> 

-£ + kn< jc < VP X + kn 

(21*) 

ctg x'ta 

—> 

kn<x<, VP X + kn 

(aeX) 

(22') 

A 

VP X +kn<x<n + kn 

ctgx<a 

—> 

(23') 
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E1 cuadro anterior se simplifica en las inecuaciones de valor absoluto, tal como 
puede apreciarse a continuación: 


(24') 


(25 1 ) 


Eiemplo 54 

Resolver: senjc>--y- » 

E1 valor principal de x es: y p = __ 2L 


|C0SJC|>¿2 


|sen x]<a 



~+ -VP^ + kn < x < VP X + kn 

¡tg x\<a 


|ctg x\>a 


|cos x\<a 


. |sen x\>a 



> -+ VP, + kn < x < n - VP r + kn 

|tg .r| > a 


|ctg x\-¿a 



Utilizando (18 1 ): 


-f+ 2 kn < x <n-{-j) + 2kn 


Reduciendo términos: 


- j + 2kn < x < y + 2kn 


En forma de intervalo: 


[-f + 2kn,l£- + 2kn] 


Eiemplo 55 


Resolver: cos x < - y 


E1 valor principal es: 
Utilizando (17'): 
Reduciendo términos: 

En forma de intervalo: 


VP - IZL 
vr jt “ 3 


2 /r 


'f + 2 kn <x<2 n-2f + 2 kn 


+ 2kn < x < + 2 kn 


iff + 2kn,^f + 2kn) 


EiemEÍsJá 

Resolver: tgxá-y- 
* 

E1 valor principal es: 


vp =- 


6 
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Utilizando (21 1 ): 


Solución: 


EimnkLSZ 

Resolver: 

EI valor principal es: 


-f + kn< x<-f + kn 
(-f + kn,-j + kn\ 


cos(x + f)>^- 


VP = — 

vr x+f 6 


Upüzando (16 1 ): 


- f + 2kn ú x + f < f + 2kn 


Restando f a cada miem 
bro: 

Reduciendo términos: 


-f -f + 2kn < x < f - f + 2kn 
-^■ + 2kn<x£--¡¿ + 2kn 


Solución: 


[- -jf + 2kx, --j + 2 kn\ 


Eiemolo 58 

Resolver: ctg 2x £ 1 

El valor principal es: yp = 2L 

2x 4 

Utilizando(22 1 ): kn <2x<j + kn 


Dividiendo por 2 cada uno **-<*.** 
de los miembros: 2 x - 8 ' r 2 


Solución: 

/ kn n , */rl 


l 2 * 8 ■*" 2 


Eiemplo 59 _ ; _ 

Resolver: |ctgjc|< 2-1-V3 


E1 valor principal es: 
Utilizando (25 1 ): 

Reduciendo términos: 

* 

Solución: 


VP = 
yr r 12 

f¿+kn£x£n--fe + kn 
■¡j + kn<x<jf + kn 


[l k+kn.ft+kx¡ 
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Eiemplo 60 _ 

Resolver: tg 2 5jc - 25 > 0 

Despejando: t g 2 > 25 

La expresión anterior es 

jtg5x|>5 

VP 5jt =78° 41' 

78° 41' +k ■ 180° < 5* < 180°-78° 41' +k ■ 180° 

/ 

78° 4 f +k ■ 180° < 5* < 101° 1 9 +k • 180° 

15° 44’ +k ■ 36° < ;c < 20° 16' +k • 36° 

(15° 44' +)t • 36°, 20° 16' +Jt • 36°) 


equivalentc a ésta otra: 
E1 valor principal es: 
Utilizando (25 1 ): 
Reduciendo términos: 
Dividiendo por 5: 
Solución: 


Eiemplo 61 

Resolver: 2 cos 2 2 jc + 5 cos 2 jc + 2 < 0 
Factorizando: ( cos 2 jc + 2^2 COS 2 JC + 1) < 0 

Como el mínimo valor que 
puedc tomar el coseno es -1, 
el primer faclor es siempre 
positivo, cualquiera sea el 
valor de la variablc. 


En consecuencia, para que el 
producto sea negativo, tienc 
que serlo el segundo factor: 

Dcspejando: 

E1 valor principa! es: 

Utilizando (17 1 ): 

Dividiendo por 2: 

Solución: 


2cos2jc-I-1 <0 
cos2jc<~j 

VP. = — 

yr 2x 3 

If- -i- 2 kn < 2jc < -y- + 2kn 
j + kK<x<lf- + kn 

{j + kn^ + kn) 


Eiemplo 62 


Resolver: 


1 


1 


2sen;c-l 2senjc-fl 


>0 
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Sacando cojnún dcnomina- 
dor: 

Reduciendo términos: 

Simplificando: 

Si haccmos cl cambio de 
variable 

podemos estudiar la función 

Gráfica: 


La variable sen.v debe tomar 
valores quc satisfagan la si- 
guiente agrupación: 


Inecuación (I); 

Es equivalcnte al siguientc 
sistema: 

Pnmera inecuación : 

E1 seno es negativo en el 3° y 
4° cuadrantes. Por tanto: 

Segunda inecuación : 

E1 valor principal es: 

Utilizando (18 1 ): 

Llevamos a un mismo gráfi- 
co las condiciones (a) y (b). 


2 sen x +1 + 2 sen x -1 
(2‘senjc- l)(2sen* +1) 

4sen x 

(2 sen x -1)(2 sen * +1) 
senx 

(2sen*- lX2senx + l) 

sen x = k 
k 

•V = 


>0 


>0 


>0 



< sen x < 0 

(i) 

sen x > j 

(ii) 

ísen x < 0 


[sen x > 



n + 2 kn < x < 2n + 2kn (a) 

VP =--2- 

V r V 6 

-f + 2kn <x<^- + 2kn (b) 
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Los ángulós que satisfacen 
las dos condiciones son los 
que pertenecen a los 
intervalos 

(k + 2 kn, + 2 fc/r) U + 2kx, 2 n + 2 kn] 

lnecuación (II): 


sen x > j 

Valor principal: 


< 

y 

ii 

Utilizando (18 1 ): 


j + 2kn <x<^- + 2kn 

Solución: 


(f + 2kn,% + 2kn) 

*La solución definitiva dc la 
ipccuación original son los 
intcrvalos de valores que 
satisfacen la agrupación: 



(f- + 2kn, + 2 kn) U \rc + 2 kn, + 2kn)\J (^- + 2 kn, 2 n + 2kn\ 


Eiemplo 63 

Resolver: cos x + sen x < 0 


Transformamos el segundo 
término en el coseno del 
complemcnto para poder 
factorizar la expresión: 

COSJC + COS^y-x)<0 


Factorizando: 

2 COS y cos(jc - f ) < 0 


Simplificando: 

cos(jc - -|) < 0 


E1 coseno es negativo en el 

2° y 3 cr cuadrante. Por tanto: 

y + 2 kn <x-f<2f + 2 kn 

Sumando y a cada uno de 
los miembros: 

j- + 2kn <x<lf- + 2kn 

Solución: 

(x + 2kn, -j- + 2kn) 


Eiemvlo 64 



ResQlver: cos 3x cos x > cos 4x cos 2x 

Deshacemos los productos 
utilizando las fórmulas dc 

Wemer: 1 [ CO s 4x + COS 2x\ > y 

[cosójc 
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Simplificando y reduciendo 
términos sémejantes: 

Trasponiendo términos: . 
Factorizando: 

de donde, después de simpli- 
ficar: 

Para que el producto sea 
positivo la variable debe to- 
mar valorcs que satisfagan la 
siguiente agrupación: 


Sistema (a) 

Como el seno es positivo en 
los dos primeros cuadrantes, 
el sistema (a) equivale a: 


cos4jc > cosójc 
cos4jc-cos6jc > 0 
-2 sen 5jc sen(-2jc) > 0 

sen 5jc sen 2jc > 0 

{ sen 5jc > 0 
sen 2jc > 0 

Í sen 5jc < 0 
sen 2jc < 0 


2 kn < 5jc < k + 2 kn 
2 kn < 2jc <n + 2kn 


(a) ^ 

(b) 


Dividiendo por 5 ia primera 
inecuación y por 2 la segun- 
da, tenemos: 


Gráfica común: en el círculo 
extemo están señalados los 
intervalos que satisfaccn la 
condición (I); en el interno, 
los que satisfacen la condi- 
ción (II): 


Solución del sistema (A): 


( 2 kn v ^ n_ , 2kn 
5 5 

kíi<x<j + kK 


(I) 

(II) 



(ikn, f + 2kn)(j(f- + 2 kn, f + 2kn){j(ff + 2kn, f- + 2kn) = A 

Sistema (b) 

Como el seno es negativo en 
el 3° y 4° cuadrantes, el sis- 

tema (b) equivale a jn + 2kn < 5x < 2n + 2kn 

{tt + 2 kn <2x<2 n + 2 kn 

dc donde: [n_ , 2kn . y ^ 2n_ , 2 kn 

> I 5 + 5 < JC < 5 + 5 

)j + kn<x<n + kn 


(III) 

(IV) 
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Gráfica común: 




Solución del sistema (b): 


(f + 2 kn, f + 2kn) U (4f + 2 kn, f + 


fca solución de la agrupación 
yvpor tanto. de la inecuación 
original son los inlervalos de 
solución de cada uno de los 
sistemas que componen la 
agrupación: 


A[}B 


( Ejercicio149 

Resolver las siguientes inecuaciones: 


1) 

COS* > -J 

16) 

2) 

2 sen jc +1 < 0 . 


3) 

2 sen Jt + 1 > 0 

17) 

4) 

v3 tg Jt + 1 > 0 

18) 


19) 

5) 

COs(x + |)< y 

20) 

6) 

sen(*-f)á4 

21) 

7) 

tg(jc + f ) > \ ; 3 

22) 

8) 

ctg3jt-1 < 0 

23) 

9) 

|sen Jt| > 

24) 

10) 

|cOS Jt| < 

25) 

11) 

|tg.x|>1 

• 26) 

12) 

4cos 2 Jt > 3 

27) 

13) 

2cos 2 2x + 13cos2*^7 <0 

28) 

14) 

'2 • . , r* í *V£tt 

sen Jt + cos Jt + 1 > 0 

29) 

15) 

sen x + a/ 3 cosjt > 1 

30) 



2kn)[) + Ikn'ln + lkn)=B 


cos x + 3 
sen 2x cos 2 x > 0 
sen x - cos x > 0 
cosx-senjt >0 
2 sen 2 x - sen x > 0 
2cos 2 jt-3senjt > 0 
cos2jc-cos-| > 0 

2sen 2 A -senx-1 <0 
cos 2 5jtcos 3 > 0 

tg 2 Jt-\/3tgJt£0 
cos 2jt + 5 sen jt + 2 > 0 
3tg 2 jt -1 < 0 
tg 2 x - 3 > 0 

sen 2 jt-3cos 2 x<0 
2 sen j - sen jt > 0 
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31) . 

32) 

33) 

34) 

35) 

36) 

37) 

38) 

39) 

40) 

41) 

42) 

43) 

44) 

45) 

46) 

47) 

48) 

49) 

50) 

51) 

52) 

53) 

54) 

55) 

56) 

57) 

58) 

59) 


cos4x-2sen 2 2* + 2£0 
(2-V3)tgx-lSO 

4sen3jr-V5 S1 

cos 2 2jt-cos2jr >0 
2sen 2 jí + V2 sen x < 0 
4 sen 2 jr + 2 V3 sen jr cos ;r - 2 cot 2 jr < I 
4sen 2 jt - (2V3 + 2V2 )se« jt + V6 < 0 

cos x < sec x 
cscjt >senjr 
senjrXgjr 
cosjr + secjr<0 
sen x + csc jr > 1 
cosjr + secjr S 2 
tgjr + ctgjrá2 

2-sen 2 jr - 2 cosjt > 0 
tg 2 jt + tg jt +1S y sec 2 x 


sen 2jr>tgjt 

sen 2jt - 2 sen x > cos x - 1 


sen2jr <ctgjr 
cosjt- V3senjr¿0 
sen 2x k 2V3 cos 2 jr - V3 

V2sen 2 jr 2 

-> tg ¿ jt 

cosjt 


cos 2 jt 


•>cosjt 


2cosjt-1 
sen 7jr - 2 sen 5jt + sen 3jt < 0 
cos 3jt - cos 2 jr+cos 4T S 0 
sen 5x + sen 3x < cos jr 


tg 2 jr-tgjr-6 
tg 2 jr + tgjr-6 


>0 


l - sen jr l + sen jt 

•<• 


l-?senjr l-4sen 2 jr 
2sen2jr-l 


cos2jr-3cosjr + 2 


>0 


60) 

61) 


1-2co»jt> Vl+cosjr 


sen4jr-l 
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INECUACIONES CON DOS VARIABLES 

E1 conjunto de soluciones de una desigualdad con dos variables f (x y) > 0 ó 
f v) <0 es un conjunto de pares ordenados de números reales (x> y). Puede como 
tal ser representado mediante un conjunto de puntos del plano. 

INECUACIONES LINEALES 

Si en la inecuación, f K v) es una expresión de primer grado, tenemos una 
inecuación lineal con dos variables. 

/ (JC?v) = 0 es entonces la ecuación de una recta que divide el plano en dos 
semiplanos. / 

Si las coordenadas de un punto P de uno de los semiplanos satisface la 
Inecuación, todos los puntos del semiplano que contiene a P son solución de la 
inecuación. Si, por el contrario, las coordenadas de P no satisfacen la inecuación, la 
solución de la misma son los puntos del semiplano que no contiene a P. 

Lo anterior nos'permite resolver las inecuaciones / (JC V) >0 ó / (t y) < 0 
siguiendo estos pasos: 

■» 

a) Se traza la recta cuya ecuación es / (jc v) = 0 

b) Se toman las coordenadas de un punto P que no pertenezca a la recta (el 
punto más conveniente es el origen, siempre que no pertenezca a la recta) y se 
sustituyen en la inecuación: si el resultado es una desigualdad cierta, todos los 
puntos del semiplano que contiene a P son solución; en caso contrario, los del 
semiplano que no lo contiene. 


Ejemplo 65 

Resolver: 2x - y - 7 > 0 

Representamos gráficamente 
la recta 2 x - y -7=0. 

Elegimos las coordenadas 
del origen y comprobamos 
que. al sustituirlas en la ine- 
cuación, obtenemos la desi- 
gualdad -7 > 0 que es obvia- 
inente falsa. 

El scmiplano solución es, . 
por tanto, el que no contiene 
al origen O (área sombrcada) 



Eiemplo 66 

' í3jc + y + 2>0 

Resolver el sistema < 

(2jc - 5y — 4 < 0 
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La solución del sistema será 
el conjunto'dc puntos que sa- 
tisfagan simultáneamente las 
dos inecuaciones. 

Primera jnecuadán 

Representamos gráficamente 
la recta 3-v + y + 2 = 0 y 
comprobamos que, al susti- 
tuir las variabies por las 
coordenadas del origen, la 
desigualdad resultante 2 > 0 
es cierta. E1 scmiplano del 
origen es, pues, solución de 
la priinera inecuación (seña- 
lamos esta circunstancia con 
una flecha en Ja parte infe- 
Vior de la recta). 

Se gunda inecuación 

Reprcscntamos en el mismo 
gráfico la recta 2v -5 y - 4 =Ó 
y comprobamos que, al sus- 
tituir las variabies por las 
coordenadas del origcn, la 
desigualdad rcsuitante -4 < 0 
cs igualmente cicrta. E1 se- 
miplano del origen es, enton- 
ces, solución de la segunda 
inecuación (señalamos csto 
con una tlecha en ei extremo 
dc la recta). 




La solución del sistema será 
la porción del plano que se 
encuentra a la derecha dc la 
primera recta y por encima 
de ia scgunda. 


Nota: En el sistema que acabamos de resolver, el símbolo de la primera 
inecuación es Significa esto que los puntos pertenecientes a la recta 
forman parte del conjunto solución. Por eso dibujamos la recta con una 
línea continua. 

Por el contrario, el símbolo de la segunda inecuación es "<" y los 
puntos pertenecientes a la segunda recta no forman parte del conjunto 
solución, por lo que dibujamos la recta con una línea a trazos. 

En nuestro estudio evitaremos la complicación anterior trabajando 
exclusivamente con los símbolos ">" y "<". 



INECUACIONES 645 













INECUACIONES LINEALES DE VALOR ABSOLUTO 


Se puede comprobar fácilmente que la solución de una inecuación de la 

forma 

\ax + by + c\ > k 

es el espacro extemo al par de rectas 

ax + by + c = k y ax + by + c - -k 

La solución de una inecuación de la forma 
\ax + by + c\< k 

es, en cambio, el espacio comprendido entre las dos rectas. ' 


Ejemplo 67 __ 

í|2x + yj>3 
Resolver el sistema: < 

[|4jc - y + 5| < 6 


Primera ingguación 

Señalamos en el gráfico la 
recta 2x + y = 3 y la recta 
2x + y = -3. Solución de esta 
inecuación es el espacio ex- 
temo a este par de rectas. 

Sggunda in rcu a ción 

Señalamos en el mismo grá- 
fico las rectas 4x - y 5 = 6 
y 4jc - y + 5 = - 6 . Solución 
de la segunda inecuación es 
el espacio comprendido en- 
tre estas dos rectas. 



E1 espacio sombreado es el de los puntos que están simultáneamente por fucra dc las dos primeras rcctas 
y por dentro de las otras dos y es, por tanto, solución del sistema. 


INECUACIONES CUADRATICAS 

Las inecuaciones cuadráticas que veremos corresponden a las funciones 
cuadráticas estudiadas en el capítulo de cónicas. 

a) Inecuaciones relacionadas con circunferencias 

Si (oc-jc 0 )‘ + (>’ - y ( , ) 2 - R 2 es la condición geométrica que satisfacen los 
puntos del plano que están a una distancia R del punto (oc 0 ,>’o). las expresiones 

(-«-•« ü ) 2 +{y-yof > r2 

* 

y (x-x 0 ) 2 +(y-y 0 ) 2 </f 2 
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son, respectivamente, las de los puntos que están a una distancia mayor (es decir, los 
puntos extemos a la circunferencia) y la de los que están a una distancia menor (es 
decir, los puntos intemos): 


(* - * 0 f + (y - yo ) 2 > r2 i x ~ x o f +{y-yof < r2 



b) Inecuaciones relacionadas con elipses 

(*-* 0 ) 2 , ( y - y 0 ) 2 ' 

a 2 b 2 

es la ecuación de los puntos cuya suma de distancias a los focos es 2 a (una elipse). 
Si la suma de distancias es mayor, el punto se encuentra fuera de la elipse; si es 
menor, dentro de ella: 



c) Inecuaciones relacionadas con hipérbolas 

(*-*o) 2 (y-y 0 ) 2 _. 

2 i 2 ~ 1 

a b 

es la ecuación de los puntoS cuya diferencia de distancias a los focos es 2 a (una 
hipérbola). Si l§i diferencia de distancias es mayor, el punto se encuentra fuera de las 
hojas de la hipérbola (las porciones del plano a las que pertenecen los focos de la 
hipérbola); si la diferencia de distancias es menor, el punto se encuentra entre las 
hojas de la hipérbola (la porción del plano que contiene el centro de la misma): 


INECUACIONES 647 























* Lo dicho en los puntos b) y c) es válido también para el caso de la eJipse y la 
hípérbola de eje mayor y eje real, respectivamente, paralelos al eje de ordenadas. 


d) Inecuaciones relacionadas con parábolas 

(jí-%) 2 =M- v ^o) 

es la ecuación de los puntos cuya distancia a un punto (foco) y a una recta (directriz) 
es constante. 

Si la distancia al foco es mayor que la distancia a la directriz, el punto se 
encuentra fuera de la parábola; si es menor, se encuentra dentro de ella (es decir, en 
el semiplano que contiene al foco): 



Lo anterior es válido para el caso de la parábola de eje paralelo al de abscisas. 


Eiemplo 68 

Íjc 2 +V-10x-32> + 73<0 

Resolver el sistema: < 

[x 2 -y 2 -8jc + 8y + l <0 


Las expresiones anteriores 
eorresponden, la primera a 
una elipse y la segunda, a 
una hipérbola. 
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Llcvamos ambas cxpresiones 
a la forma canónica. 

PriiiKiji inecuafión: 



lOx 


)+4(y 2 -Sy )s-73 


2hx = — 1 Ojc 2kx = -Sx 

h = -5 k = - 4 

h 1 = 25 Jfe 2 = 16 

(jc 2 — IOjc + 25) + 4(y 2 - 8y + ló) < -73 + 25 + 4 16 

(x-5) 2 +4(>-4 ) 2 < 16 

(s-5) 2 ^ (y-4) 2 
16 4 


La gráfica conrcsponde a una 
elipse con las siguientcs ca- 
racterísticas: 

a-4 
b = 2 

Orientación horizontal 
Solución: área intema de la elipse 

St e unda i necuarióo : (x 2 -8a: )-(y 2 -8y )<-l 


C(5.4) 


2hx = -8x 2 kx = —8x 

h = -4 k = -4 

h 2 = 16 k 2 =16 


(jc 2 -8jc + 16)-(y 2 -8y +16)<-1 + 16-16 
(jc- 4) 2 -(y-4) 2 <-l 
-(*-4) 2 +(y-4) 2 £ 1 


(A1 dividir todos los térmi- 
nos por -1 cambió el scntido 
de la inecuación). 

La gráfica corresponde a una 
hipérbola equilátcra con las 
siguicntes características: 


C(4,4) 
a = 1 
b = 1 

Orientación vertical 

Solución: área fuera de las hojas de la hipérbola 
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Hacemos lina gráfica común 
para las dos inecuaciones (cs 
conveniente que las líneas de 
construcción se. hagan con 
trazos muy suaves para que 
puedan ser después fácil- 
mente borradas). 

Los puntos que satisfacen 
ambas inecuaciones son los 
que están simultáneamente 
dentro de la elipse y fuera de 
las hojas de la hipérbola y 
son las del área sombreada 
dela ftgura. 



Eiemplo 69 


Resolver el sistema: 


x 2 + y 2 + 4jc -\2y +15 < 0 
< x 2 +y 2 +2jc-10j + 17>0 
x 2 + 8jc - 4y + 24 < 0 


Llevando a la forma canóni- 
ca cada una dc las tres 
expresioncs, sc obtiene el 
siguiente sistema: 


(x + 2) 2 + (>’ - 6) 2 < 25 

(I) 

(a: + 1) 2 +(y-5) 2 >9 

(II) 

(x + 4) 2 <4(y-2) 

(III) 


Las cxpresiones anteriorcs 
corresponden a las siguientes 
curvas: 

(I) Circunferencia 

C(- 2,6) 

R = 5 

Solución: el círculo 

(II) Circunferencia 

C(-1.5) 

R = 3 

Solución: área exterior a la circunferencia 

(III) Parábola 

VH,2) 

' . p=1 

Orientación: vertical, abierta hacia arriba 
Solución: área intema de la parábola 
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Gráfica comün y solución: el 
área sombreada es ei área in- 
terna a la primera circun- 
ferencia (la de radio mayor) 
y a la parábola y extema a la 
segunda ciccunferencia (la 
de radio menor): 


( E)ercicio150 



ejercicios: 
1 ) 


2 ) 


4) 


[jc — < 0 

[5jc + 4y-14<0 

Íjc 2 + y 2 +6jt + 2y-6>0 
[5 jc + 9y + 40 > 0 
3) |4 jc - 3y| > 6 

4jc 2 +9y 2 -16jc + 54y + 61£0 
Jjc — 4y — 16j > 4 

jc 2 - y 2 - 8jc + 4v +11 > 0 
y 2 -4y-Jc + 5<0 


5) 

6 ) 


7) 


8 ) 


9) 


10 ) 


jc 2 -y 2 -1 >0 

;C 2 _4y 2 -4:£0 

4jc 2 +9y 2 -36^0 

jc 2 + y 2 - 2jc + 4y - 20 < 0 

'jc 2 + 16y 2 - 8jc - 128y + 256 > 0 

16jc 2 +y 2 -128x-8y + 256>0 

jc 2 +y 2 - 8 jc- 8 y + 16^0 

4jc 2 - 9y 2 - 16jc + 72y - 92 S 0 
25 jc 2 + 9y 2 - 250jc - 90y + 625 < 0 
y 2 - 8 y - 2jc + 28 > 0 

c 2 + y 2 + 4x + 2y -12| < 8 
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11 ) 


x 2 +3» 2 -8y-9áO 
4x 2 + 9y 2 - 12y +108 > 0 
jc 2 -y 2 +8y —17>0 


12 ) 


>-y|<4 

4a: 2 + 9y 2 - 24x - 36 v + 36 > 0 
Jt 2 + y 2 - 36 < 0 


13) 
' 14) 

15) 


A 2 +y 2 +6y-7 ^ Q 
|2 a — 5y — 15) — 5 

f|^| + |.v|<5 

{jt 2 + y 2 - 9 > 0 

Ijc 2 + 6jt — 2 y + 11E — 2 

-—¡- ', 1 - <0 

|jt-3v + 15|-3 


16) (|jc 2 + y 2 - 2y - 4| - 4jt)(|2jt + 3y - 3| - 9) > 0 

17) M-M>3 

18) |jt| + |x-l| + |>|>3 

19) (|2jt 2 +2y 2 - 16 jc-20 y +107| - 7)(|* + 4y - 24| - 4) < 0 

20 ) (|jt 2 +> ,z — 2jy +18| — 8^(2 |jc — _y —1 | — jc — jy —1)<0 


/ 


( Ejercicio 151 

Ejercicios de recapitulación 

Resolver las inecuaciones que se proponen a continuación: 

1) |5jc +1 + |2jc — 2| | > jc +11 

2) lgi x < lg 2 x . 

4 2 

3) lg i jc > Ig, (3jc) 

3 9 




5) lg 2 _^(jc + 3)> —1 


1|3UM<o 

Iga i ;lg3 x 

1) V4-V1-JC -V2-JC >0 
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8) 

9) 

10 ) 

11 ) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 
19) 


lg*(2jc)< ^lg T (2x 3 ) 

cos 2 jr(tg jc + l)> 1 
Igi í«2 !g3 (■» +1)> 0 
ny«2 >83(* a -2-») > j 

Ig 2 (3'-5)-lg,,_ s (4*-8)>3 

U 2 +2x\-3x -6 

\1 - ~\ - 

U + 4jc - 3| - x - 7 

'gcos <( sen x + cosx ) > 1 
1 gcost( senjc - cos *) < l 

1 g.g.t( 2sec2 - í-5 ) >2 
2 tg 2x < 3 tg x 


/ 


20) ¿Entre qué valores numéricos debe estar comprendido el parámetro k para 
que la inecuación 

— ir r -+ i 

<3 


jc" -kx +1 
2 


‘ + JC + 1 


se verifique para cualquier valor de jc? 

21) Determinar el intervalo numérico al que debe pertenecer x para que 3, 2 - x 
y yjx 2 + 8jc + 7 sean las medidas de los tres lados de un triángulo. 


22) Determinar para qué valores de a el siguiente sistema tiene solución única: 
íx 2 +y 2 -2x-6y + 2<0 
\x-y + a = 0 


23) Se compra un número par de naranjas; si se vende la cuarta parte, quedan 
menos de 118 por vender y, si se vendiera la sexta parte, quedarían más de 
120 por vender. ¿Cuántas naranjas hay? 


INECUACIONES 653 
















VECTORES EN EL ESPACIO 


E1 presente estudio presupone el dominio del concepto de vector y del 
álgebra vectorial referida a vectores del plano. Nos limitaremos en él a extender a 
los vectores del espacio los conceptos, características y propiedades ya estudiados 
para los vectores del plano. ' 


Coordenadas en el espacio 


Para señalar puntos y vectores en el espacio 
se utiliza un sistema de tres ejes coordenados de 
origen común O y perpendicular cada uno de ellos 
a los otros dos. 

* 

Para dar mejor la sensación de tridimen- 
sionalidad, se señalan los semiejes positivos y sólo 
en caso de necesidad las prolongaciones negativas. 

Se entiende, entonces, que, a partir del 
origen, en cada uno de los ejes se van obteniendo 
valores positivos cada vez mayores a medida que 
nos alejamos del origen en las direcciones que 
indican las flechas. 



Cada par de ejes coordenados genera un 
plano. Los planos jcy, yz, xz son planos coor- 
denados 

Si establecemos la comparación con la 
esquina de una habitación, el plano xy sería el piso 
y los planos yz y xz dos de las paredes. 

Cada uno de los ejes es la intersección de 
dos de los planos y el origen es la intersección de 
los tres ejes y de los tres planos. 



Representación de puntos 

Para representar puntos en el espacio, por ejemplo 
el punto P(2,5,4), procederemos de la siguiente forma: 

1) Señalaremos su proyección sobre el plano xy: 
para esto trazaremos una paralela al eje v por x = 2, y una 
paralela al eje x por y = 5, obteniendo así el punto F. 
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2) Alzamos sobre F una paralela al eje z. Sobre 
esta recta y a 4 unidades de F se encuentra el punto P. 



En las figuras de abajo están gráficamente representados puntos que tienen 


una o más coordenadas negativas: 



Si tomamos nuevamente la representación del punto P( 2,5,4) y completamos 
un cubo, tal como se muestra en la siguiente fígura, podemos observar 

1) los puntos P,, P 2 y P 3 , que son las 
proyecciones ortogonales de P sobre los ejes x, y 
y z, respectivamente. 

Para hallar las coordenadas de la 
proyección ortogonal de un punto sobre uno de 
los ejes basta anular todas las coordenadas 
excepto la del eje sobre el que se proyecta el 
punto. 

2) los puntos P 4 , P 5 y P b que son las 
proyecciones ortogonales de P sobre los planos 
xy, yz y xz, respectivamente. 

Para hallar las coordenadas de la proyección ortogonal de un punto sobre uno 
de los planos, se anula la coordenada correspondiente al eje perpendicular al plano. 

( Ejercicio152 

1) Representar gráficamente los. puntos A(2,3,6); B(5,l,3); C(4,l,9); 

Z>(1,7,-3); E(- 1,4,2); F(3,~2,3); G(l,~3,~4); H(-4- 2,2); /(-1,-5,-3): 

hacer un gráfíco para cada punto. 

2) Representar gráficamente el triángulo de vértices A(2,6,l); /?(1,2,5) y 

C(4,l, 4). 

3) Representar gráficamente el triángulo de vértices A(4,4,l); /1(1,3,6) y 

C(2,0,2). 


ft (2,0,4)|^-= =- 

hwi 


fi(0, 0,4) Ps(0, 5,4) 

^(2,5,4) 
fi(0,5,0) 


' Pi (2,0,0) P 4 (2,5,0) 
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4) Un paralelepípedo de dimensiones 2 x 4.x 6 está colocado en un sistema de 
ejes de tal forma que una de las aristas menores coincide con el eje a y una de 
las mayores con el eje z. Determinar las coordenadas de sus vértices. 

5) Los puntos 0(0,0,0); A(0,6,0); Z?(3,6,0) y C(3,0,0) son los vértices de la 
base de un prisma (señálelos y trace los segmentos Afí y fíC). Los puntos 
D(0,0,7); £(0,6,2); F( 3,6,2) y G(3,0,7) son los vértices superiores 
(señálelos; trace los segmentos DE, EF, FG, GD y trace por último los 
segmentos CG, fíF y AE). Calcule el área total de los lados del prisma y cl 
volumen del mismo. 


Componentes de un vector, 

Dado un sistema de ejes coordenados y en él un vector de origen en el punto 
i4(jtj,y,,z,) y extremo en el punto J9(jc 2 ,y 2 »^2)’ se denominan componentes del 

vector AB a las coordenadas 


AB='(x 2 - x^y^-yt.z^-Zt) 


(l') 


Fjmpb l 

Dados los puntos A(3,-2,5) y £(-4,6,-3), hallar las componentes de los 
vectores AB y BA ; representar gráficamente los vectores. 


Las componentes dc los 
vectores son: 


AB = (-4 - 3,6 + 2, -3 - 5) 


ÁB = (-7,8, -8) 


BA = (3 + 4, -2 - 6,5 + 3) 


BA = (7,-8,8) 


Representación gráfica de 
los vectores: 



( Ejercicio 153 

Dados los puntos A(3,-5,4); 5(-2,3,5); C(5,-^,-3) y 0(1.-5,3), determinar las 
componentes de cada uno de los siguientes vectores. Representar gráficamente los 
vectores de los ejercicios pares: 

1) ÁB 4 ) BC 7) CA 9) DÁ 

2) Ád 5) BD 8) DB 10) CB 

3) ÁD 6) CD 
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Multiplicación de un escalar por un vector 

Dado un escalar a y el vector a = Uamamos producto escalar de 

a por el vector a a otro vector cuyas componentes se obtienen multiplicando las de 
a por el escalar a:. 


aa = (oüj , aa 2 , aa } ) 


( 2 V ) 


Suma algebraica de vectores 


Dados los vectores a = (a^a 2 ,a 2 ) y b = (b ]y b 2 ,by) y la suma de a + b es un 
vector cuyas componentes se obtienen sumando algebraicamente las 
correspondientes de a y b : 


a + b = (flj + b ¡, a 2 + b 2 ,a-\ + b 2 ) 


(3 V ) 


Eienwlo 2 

Dados los vectores a = (2,-3,5); í = (7,0,-3); c = (5,2,-6)y d = (3,2, -5) 
determinar: 1) a + b- lc + 2 

2) 2a -3b + 4c -d 

1) Cálculo de a + b -2 c + d : 

Sumamos las componentes 

de a, b, d y C, éstas 
últimas multiplicadas previa- 

mentcpor-2: a = ( 2,-3, 5) 

b = ( 7, 0,-3) 

-2c = (-10,-4,12) 

_ d = ( 3, 2,-5) 

a + b-2c + d = ( 2.-5,-9) 


2) 2 a-?> h+4 c ~d 
Antes de sumar, multiplica^ 
mos por 2 las componentes 

de a, por -3 las de b, por 4 
las de C y por -1 las de d : 


2 a = ( 4,-6, 10) 
-3b = (-21, 0, 9) 
4c = ( 20, 8.-24) 
-5 = (-3,-2. 5) 
2a-3b + 4c-d = ( 0, 0. 0) 
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( Ejercicio 154 

Dados los vectores 


a = (1,1,4); fc = (-3,5,-1); c = (5, -1, 2); d = (-4, -4, 9); é = ({,i,-l); 

/ = (-|.- 6 » 4 )> calcular: 


1) a + 2b + 2c 

2) 2 a + c-2d 

3) 3b-5c + d 


4) b + e- f 

5) 3a + 4e + 6J 

6) 4a-5fc + 3é-5/ 


Módulo o norma de un vector 


Dado el vector a = (a,,a 2 ,a 3 ), se denomina módulo o norma a su longitud y 
se determina por la relación: 


^ | = ) 2 + ( ÍI 2) 2 + K ) 2 


(4 V ) 


Eiemplo 3 - 

Dados los vectores a = (11,-13,-4); ¿? = (5,-6,2) y c = (3,-4,2), determi- 

nar: 

1} |a| 

2) \íb-lc\ 


l)Cálculode |¿i 


a I = J(ll) 2 +(-13) 2 +(-4) 2 = VÍ21 +169 +16 = v'3Ó6 



2) Cálculo de 3 b - 7c 


Hallamos primero las coor- 
denadas del vector resultante 

de la operación 3b-lc: 


3b = ( 15,-18, 6) 
-7c = (-21, 28,-14) 
3b-lc = ( -6, 10, -8) 


Hallamos ahora el módulo: 


\3b - 7c| = |(-6, 10, -8)j = J(-6) 2 + 10 2 + (-8) 2 = /200 


3b-lc 


= 10/2 
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( Ejercicio 155 

Calcular la longitud de cada uno de los siguientes vectores: 


1) a = (3,4,5) 

2) 5 = (-4,5,-7) 

3) c = (2,1,-2) 

4) d = (-4,1,1) 

5) e = (-9,-3,2) 

. • 6) / = (V7,-3,-4) 

7) g = (-4,-4,2) 

8) * = (-v'2,l,l) 


9) /" = (-9,-3V7,5) 

1 °) = 

11) n = (7, -6 vT5, ó) 

12) p = (24.13,36/5) 

13) q = (-10-VÍ0/-15,12) 

14) r = (l7,17,-7V2) 

15) s = (l70,-19-10V35) 


16) Dados los vectores a = (f-l,jf) y b = (-¡j.-^.-y), calcular |a-2>|. 

17) Dados los vectores a=( 2,3,-5); b = (3,5,-4) y c = (2.^,l), calcular 
\la -3 b + 4c|. 

Producto escalar de vectores por componentes 

Dados los vectores a = y ^ producto escalar de 

ellos (que se designa así: a b) se define como Ia suma de los productos de sus 
coordenadas correspondientes: 

(5 V ) 


ab = U\b x + a 2 b 2 + a^b } 


Definición trigonométrica dei producto escalar 

E1 producto escalar de dos vectores a y b es igual a! producto de sus 
módulos por el coseno del ángulo a que los vectores forman entre sí: 



• _* 


_* 


ab- 

a 


b 

cos a 


( 6 V ) 


Angulo que forman dos vectores 


La fórmula trigonométrica del producto escalar permite calcular el ángulo 
que forman dos vectores, si se conocen sus componentes. Despejando cosa 
tenemos: 


cosa = 


ab 


_* 


_* 

a 


b 


(7 V ) 
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Vectores ortogonales o perpendiculares 


Si dos vectores a y £ son ortogonales o perpendiculares entre sí, el ángulo 
que forman entre sí es recto. En tal caso: 

, a b s=|a|-|¿ |cos90° 

Como cos 90° = 0, el miembro de la derecha se anula y tenemos entonces que 
alb -> ab = 0 


E1 recfproco es cierto si ninguno de los vectores es nulo. En definitiva: 


aLb o ab -0 [a^Oyb^Ó] 


(8 V ) 


• Eiemplo 4 _ 

Determinar si los vectores a = (2,-3,5) y £ = (3,12,6) son ortogonales. 
Representar gráficamente ambos vectores. 

Dos vectores son ortogona- , 

les si su producto escalar es 

cero. 


Hallamos, pues, el producto 
escalar: 


ab = 2-3 + (-3) 12 + 5- 6 = 6-36 +30 = 0 


Conclusión: 


ab = 0 —> a±b 


Reprcsentación gráfica: 



Eiemplo 5 

Determinar el ángulo que forman entre sí los vectores « = (3,-2,5) y 

£ = (4,5,-3). 

Utilizando (7 V >: ^ . £ 

cosa = Tzrrrn 

«•£ = 34 + (-2) • 5 + 5 • (-3) = -13 
|a| = ^3 2 +(-2) 2 +5 2 = v 38 
|a|= v 4 2 +5 2 +(-3) 2 =v50 


Calculamos cada uno de los 
términos de la fracción: 
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Sustituyendo: 


De donde: 


cos a = - 7 = — j=r = -0,29824 
V38-V50 


a = 107°21’ 


• ( Ejercicio156 

En los ejercicios 1 al 5, determinar en cada caso si los vectores que se dan 
son ortogonales. Representar gráficamente cada par de vectores. 


1) 

a = (8,-3, -6); 

b = ( 3,4,2) 

2) 

c = (4,5,5); 

2 = (-5,3,1) 

3) 

e = (3,8,7); 

7 = (3, - 2 , 1 ) 

4) 

m = (2,4,-l);- 

n = (5,3,3) 

5) 

P = ( 4,-2,3>, 

2 = (-5,l„-4) 


En los ejercicios 6 al 10, hallar ias componentes faltantes sabiendo que en 
cada caso los vectores son ortogonales: 

6) a = (6,-2,2); b = (5,6,z) 


7) c = (3.7.5); d = (3,y,-2) 


8) e = (x,-l2,9); ? = ( 5V3,2,l) 

9) m = ('j,y.—g); ” = (A ,- "2 >t) 

10) p = ( 2 V 3 ) 


En los ejercicios 
vectores que se dan: 

11) a = (2,7,3); 

12) c = (-5,3,4); 

13) e = (-8,1,5); . 

14) m = (0,4,-3); 

15) p = ( 2,-5.4); 


11 al 15, determinar el ángulo que forman entre sí los 

b = (4,6,-2) 

2 = (2,7,-5) 

/ = (-7,-2,4) 
n = (-8,0,15) 

? = (7,2,-l) 


16) Determinar la componente faltante del vector b , sabiendo que los vectores 
a = (1,3,1) y b = (2, 4, z) forman entre sí un ángulo de 60°. 

17) Determinar la primera componente del vector a = (x, 3,-1) sabiendo que 
forma un ángulo de 45° con el vector b = (1,3,1). 
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Vector unitario 


Es todo vector cuya longitud es igual a la unidad. E1 vector unitario (paralelo 
y del misoio sentido) de un vector a = (a,,a 2 >tf 3 ) es: 





( 





\ 

— 

a 



a \ 

a 2 




a u 


— 



» 

— 

* 

— 



a 


< 

a 


a 


a 

/ 


Dadoque a u mide una unidad, tenemos que 


Kl =1 

Calculando el módulo: 


( \ 

2 

f 

2 

f \ 

a¡ . 


a 2 




+ 


+ 


\a\ 


\a\ 


a 

VI \) 


VI \) 


VI \J 


Elevando al cuadrado: 


( \ 2 f \ 2 ( V 



d« v ) 


Angulos directores de un 
vector 

Reciben el nombre de ángulos directores los 
ángulos que forma el vector con cada uno de los ejes 
coordenados. En la figura, a, /} y y son los ángulos 

directores del vector OP. 

Cosenos directores 

Los cosenos de los ángulos directores reciben 
el nombre de cosenos directores del vector. 



Sea el vector a = (a,,a 2 ,íí 3 ) de extremo P[a { ,a 2 ya 3 ). E1 triángulo OPP { es 
rectángulo en P { . En consecuencia, 

OP x 

cosa = — L 
OP 

Pero OP x = a x y OP = | a |. Sustituyendo en la expresión anterior, tenemos: 

cosa = p-r (11 v ) 

a 
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En forma análoga: 


cos /) = 

( 12 v ) 

‘ 1-1 


cos y = prr 

( 13 v ) 


a 


Relación entre los cosenos directores 


Los términos entre paréntesis en la ecuación (10 v ) que dejamos antes son 
iguales, respectivamente, a cosa, cos/J y cosy. Sustituyendo eii (10 v ) tenemos la 
relación entre los cosenos directores: 


cos 2 a + cos 2 P + cos 2 y = 1 


( 14 v ) 


Eiemphió 

Hallar el vector unitario del véctor a = (-2, -8,2). 


Calculamos ei módulo: 


a | = >/(- 2) 2 + (~ 8) 2 + 2 2 = 6 V 2 


UlilizaiKlo (9 V ): 


— _ a (-2,-8,2) 

a " ~ \a\~ 6V2 


\ 6 ’ 3 * 6 ) 


Eknmio-7. 

Dos de los ángulos directores de un vector son a = 52° 15' y y = 73°22'. 
Hailar el tercero. 

Sabemos por ( 14 v ) que: CQS 2 a + cos 2 q + cos 2 y = j 


Sustituyendo valores conoci- 
dos y resolviendo: 


cos 2 52° 15 + cos 2 P + cos 2 73° 22' = 1 
0,3748 + cos 2 /3 + 0,0819 = 1 
cos 2 p = 0,5433 
cos/? = ±0,7371 


De dondc: 


/j = 42°3r 


/) = 137°29 
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( Ejercicio157 

En los ejercicios 1 a 5, hallar las coordenadas de ios vectores unitarios de 
cada uno de los vectores que se dan. 


1) a = (-4,2,4) 

2) b = ( l.-V2,l) 

3) c = (-fj, 3V2, -VTT) 



4) 


5) e =(3,-12,-3) 


. En los ejercicios 6 al 10, hallar los ángulos directores de los vectores que se 
dan: 


6) ¿z = (3,4,5) 

7) b - (-2,5,7) 

8) c =(-1,-1,5) 

9) 3 = (6,-4,-3) 

10) e =(5,11,-5) 


En los ejercicios 11 al 15, calcular en cada caso el ángulo director faltante: 


11) a = 70°; /J = 110° 


12) a = 32° 25; j3 = 82°17 

13) a = 73°10 f ; y = 156°35 


14) P = 100°; y = 120° 

15) /? = 83°; y = 88° 30 


Vectores linealmente dependientes 


Un vector m es linealmente dependiente de otro vector a si existe un 
número real a tal que 


m-aa 


Dos vectores linealmente dependientes tienen la misma dirección. 


Eiemplo 8 


Determinar si m = 6, —-|,9) y n — (4,1,—6) son linealmente dependientes. 

Para que los vectojes dados 
sean linealmente dependien- 
tes debe cumplirse que: m — an 


VECTORES EN EL ESPACIO 665 








Sustituycndo coordenadas: 


(-6,-|,9) = «(4,l,-6) 


Multiplicando en el miembro 
de la derecha: 

Para que los dos vectorcs dc 
la igualdad scan cquivalcntcs 
dcbcn ser iguales las respec- 
tivas componentes: 


En las tres igualdades se 
'obtiene el mismo valor (% — — i. 

Concluimos, por tanto, quc 
los vectores son linealmenie 
dependientes, pues 


Si no hubiésemos encontrado un número real que satisficiera simultáneamen- 
te las tres igualdades del sistema, hubiéramos concluido que los vectores no eran 
linealmente dependientes. 

( Ejercicio158 

Determinar si son linealmente dependientes los vectores que se dan en cada 
uno de los siguientes ejercicios. En caso de serlo, expresar uno de ellos como 
producto del otro por un escalar: 


1 ) 

w = (6,-8,-10); 

ñ = (-9,12,15) 

2 ) 

/> = ({, 6,-3); 

^ = (|, 8,-4) 

3) 

a = (-12,-8,6); 

II 

to 

ls)|u» 

4) 

c =(v'6,-v r 15.-6); 

d = (-^l2,j5,2S) 

5) 

« =(-£’5-ií); 

II 

1 

vc|t-* 

6 ) 

c =(v6,vT5,v'2); 

d = ( 342,345,2) 


Combinación lineal de vectores 

Un vector m es combinación lineal de otros vectores a , b, c , etc., si existen 
números reales a, fi, y, ... tales que 

m = aa + pb + yc ... 



(-6, -1.9) = (4 a,a, -6 a) 


4a = -6 
a = -\ 

-6 a = 9 > 
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Eimek 2 - 

Determinar si el vector m = (—2,7, —5) es combinación lineal de los vectores 
a = (3,2, -1); ¿ = (5,6, -2) y c = (-3,1,-4). 

Fara que el primer vector sea 
combinación lineal de los 

otros tres debe cumplirse que m = CCa -f fib + y~C 
• Sustituyendo coordenadas: (-2, 7, -5) = a (3, 2, -1) + /J (5,6, -2) + y (-3,1, -4) 


Multiplicando en el miembro 
de la derecha: 


(-2,7, -5) = (3a, 2a. -a) + (5 0, 60, -20) + (-3y, y, -4y) 

/ 


Sumando los vectores del 

. miembro de la derecha: (-2,7, -5) = (3a + 50-3y,2a + 60 + y,-a - 20 - 4y) 


Igualando las respectivas 
componentes obtenemos ej 
siguientc sistema: 


La solución del sistema es: 


3a + 50-2y = -2 
■ 2oc + 60 + y = 7 
-oc -20-Ay --5 

a =-3 0 = 2 y = 1 


Podemos, en consecuencia, 
escribir el primer vector 
como combinación lineal de 
los otros tres: 


m = -3a + 2b + c 


Si el sistema de ecuaciones no hubiese tenido soluciones reales hubiéramos 
concluido que el vector m no era combinación lineal de los restantes vectores. 

( Ejerciclo 159 

Expresar, de ser posible, en cada uno de los siguientes ejercicios el primer 
vector como combinación lineal de los tres restantes: 

1) m = (2,1,7); á = (2,-l,3); ¿ = (5,1,2); c =(-1,-4,2) 

2) m = (0,4,-8); a = (2,-l,2); ¿ = (2,1,3); c =(2,-1,4) 

3) v = (2,3, -5); m = (1, -2,5); h = (-2,4,3); p = (3, -6,4) 

4) p = {-4,0,2}, ; = (3,-l,5>, 7 = (6,2,4); 1 = (5,3,3) 

5) m = (-3,-1,10); d = { 6,-3,9); e =(2,3,5); / = (4,1,-3) 

6 ) p = (-2/2,0,2/3); a = (2,VÍ0,/6); ¿ = (2V6,-VÍ5,5); c =(-2VÍÓ,l,-Vl5) 

a =(5,5,-2); t =(10,-15,1); Ü = (-6,9.1); v =(14,-21,3) 

Ü = (-4, -1,17); m = (5,3, 4} Ü = (4, -7, 3} p = (-5, -7,6) 


7) 

8 ) 
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Vectores unitaríos í, J, k 


Los vectores unitarios paralelos a los ejes 
coordenados se les designa con letras especiales 
que no se utilizan para designar otros vectores. 

Esos'Vectores son 

r = (1,0,0) 

7 = ( 0 , 1 , 0 ) 

k =(0,0,1) 

. Los vectores i , j , k forman una base 



pués todos los demás vectores del espacio pueden expresarse como combinación 
íineal de ellos tres: todo vector a = (a,,^»^) P ue( le n 

expresarse de la siguiente forma: z 


a = ü\i +‘a 2 j + a^k 
Por ejemplo 

a = (2,3,3) = 2Í + 3/ + 

En generai, tres vectores cualesquiera del 
espacio que no sean linealmente dependientes 
forman una base y todos los demás vectores del 
espacio son combinación lineal de ellos. 



y 


Producto vectorial de vectores 


Sean dos vectores a y b no paralelos que determinan un plano; sea a el 
ángulo que forman entre sí; sea, por último, un vector unitario n perpendicular al 
plano determinado por a y b de tal 


forma que los vectores a, b y n tengan 
entre sí la misma disposición que tienen 
los semiejes positivos jc, y y z, 
respectivamente. En estas condiciones, el 
producto vectorial de a y b (que se 

designa así: axb) s'e define por la 
siguiente ecuación: 





_* 


axb = n 

a 


b 

sena 



Si se invierte el orden de los vectores a y b, entonces a pasa a ser un 
ángulo negativo y tendremos que 
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por lo que podenios concluir que 
axb=-bxa 


(16 v ) 


La igualdad (16') hace obvio que el producto vectorial no goza de la 
propiedad conmutativa. 

En ía ecuación (15 v ) la expresión jaj-|/?|sena equivale al área del 
paralelogramo que definen los vectores a y b . 

En consecuencia, el resultado de multiplicar 
vectorialmente dos vectores es un tercer vector 
perpendicular al plano determinado por los dos 
prjmeros v cuya longitud es igual al área del 
paralelogramo definido por aquéllos. ú 

(Si los vectores a y b son paralelos, el área del paralelogramo se anula y, 
consecuentemente, el producto vectorial también). 



Aplicando la definición anterior a los vectores unitarios /, 7 , k , dado que 
el área del paralelogramo que definen dos cualesquiera de ellos es la unidad, 
tenemos, tomando en cuenta (15 v ) y (Í 6 V ), que: 


y también: 



(17 v ) 


(18 v ) 


En la figura están señalados los vectores coplanarios a , b , c y el vector 


suma (coplanario también) b + c . 

Es fácilmente demostrable por 
geometría, que el área del paralelogramo 
deñnido por el vector a y el vector suma 
b + c es igual a la suma de las áreas de los 
paralelogramos definidos por a y b y por 
a y c . 



Consecuencia de esto es que el producto vectorial cumple la propiedad 
distributiva de la multiplicación: 


a x[b +c^ = a xb + a xc 


(19 v ) 


Hallaremos ahora una fórmula que nos permita calcular el producto vectorial 
utilizando las coordenadas de los vectores que se multiplican. 

Sean las vectores a = [a j, a 2 ,03 ) y b = [b^b 2 ,b 3 ). Expresados como 
combinación lineal de /, j , k son: 
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a = a¡ i + a 2 j + a 3 k 

b = bJ + b 2 J + b 3 k 

Hallamos el producto a xb : 

a xb +a 2 j +a 3 k +b 2 j + b y k j 

Aplicando la propiedad distributiva: 

a xb =a x b^i xi +a ] b 2 i x j +a ] b 3 i xk 

+a 2 bj xí + a 2 b 2 J xj + a 2 bj xk 
+a 3 &,fc xi +a^b 2 k x j +a 3 b 3 k xlc 

Utilizando las equivalencias (17 v ) y (18 v ), la expresión anterior es igual a: 
a xb =aib 2 k -a,Z? 3 j -a 2 b x k + 0 ^^ +a^b ] j -a 2 b 2 i 

^ (20 v ) 


axb= (a 2 b 3 - a 3 b 2 )í + (a 3 b t -a t b 3 )J + (a,Z> 2 -a 2 fc, )k 



Y como el miembro de la derecha de la igualdad anterior es el desarrollo de 
nn determinante, podemos expresar la'igualdad (20 v ) de la siguiente forma: 


( 21 v ) 


Producto mixto 

E1 producto escalar de un vector m = (m,,m 2 ,m 3 ) por el producto vectorial 
de a = (a,,a 2 ,a 3 ) y b = (b ]9 b 2 ,b$) puede calcularse utilizando fórmulas ya conoci- 
das, pero resulta más fácil con la siguiente: 


( 22 v ) 


E1 producto mixto equivale al volumen del paralelepípedo deñnido por los 
vectores m, a y b. 

Eiemplo 10 

Dados los vectores a =(3,-2,l) .y b =(-1,3,5), determinar el producto 
vectorial axb. 

Lltilizando (21 v ): 



a xb = 


i j k 
3 -2 1 

-13 5 
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Desarrollandp el determinan- = _ 1Q • _ J + 9 ^ _ ( 2 fc + 15; + 3/ 

. =-l3Í-16j + 7¡r 

a xb =(-13,-16,7) 


Eiemplo 11 

Hallar el producto vectorial de los vectores a =(4,-1,2) y b =(3,7,-2) y 
multiplicarlo luego escalarmente por el vector m = (2,3,-l). Comprobar a 
continuación el resultado utilizando ( 22 v ). 


Cálculo del producto vecto- 
rfal: 



j 

-1 

7 


k 

2 

-2 


= 2i + 6./ + 28¡T - (-3F - 8j +147) 

= -12f + 14j + 3ir 
= (-12,14,31) 


Cálculo del producto escalar: (—12,14,31) • (2, 3, — 1) 

= -122 + 14 3 + 31-(—1) 

= -13~ 

2 3-1 
4-12 

3 7-2 

= 4 + 18 -28-(3-24 + 28) 
= -13 


Verificación del 
utilizando (22 v ): 


resultado 


i • (a x b )= 


( Ejercicio 160 

Dados los vectores a =(3,4,2); b =(-2,0,4); c =(4,-2,5); d =(3,3,7), 
calcular cada una de las siguientes expresiones: 

1 ) a x b 

2 ) c xb 

3) (tfxc)'-((b x5) 

4) c -[a x3) 
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9) Determinar la primera componente del vector a = (jc,2,-1) sabiendo que el 
resultado de multiplicarlo vectorialmente por b =(1,3,-2) es el vector 
(-1,3,4). 

10) Determinar el ángulo que forma con el eje jc el vector a x b , siendo éste el 
producto de los vectores a =(-1,3,4) y b =(-2,1,1). 

11) Determinar el ángulo que forman el vector m = (3,-2,4) y e! vector b xa, 
siendo a =(3,í,3)y b =(-l,-2,l). 

12) Dados los vectores a =(2,1,>2); b =(-2,1,3); c =(0,3,-l); d =(-1,4,1) 
y e = (-15,22,-7), determinar 


pxF) 

|x| 



e 



13) Dados los vectores a =(1,2,3); b =(2,3,4) y c = (3,4,5), comprobar que 
(axF)-(ib xc) = 0 

14) Con los vectores del ejercicio 13, calcular x b ) x c j + |a x {b x c jj 

15) Calcular el ángulo que forman los vectores {axb jxc y ax[b xc j del 
ejercicio anterior. 

16) Los vectores a =(2,3,2); =(5,1,4) y c =(1,2,-2) definen un 

paralelepípedo: determinar su volumen. 

17) Comprobar que [a xb^ c =(c xa} b . 



612 VECTORES EN EL ESPACIO 





RECTA Y PLANO EN EL ESPACIO 


Ecuación de la recta en el espacio 


Sea l una recta del espacio que pasa por el punto y es paralela al 

vector a = (a,, a 2 , a 3 ). 

En estas condiciones, / será el lugar 
geométrico de los puntos P(jc,y,z) del espa- 

cio tales que P { P sea paralelo al vector a . 

Si los vectores P¡ P y a son paralelos, 
son linealmente depéndientes. Debe cumplir- 
se, por tanto, que 

P y P = aa 

Las componentes del vector P^P son P^P = (x-x }J y-y\,Z~Z\)- Tenemos 
entonces, sustituyendo por las componentes que 

(x-x^y-y^z-z^^afa^as) 

Multiplicando en el miembro de la derecha: 

(x - x u y - y { ,z- Z\) = (aa^aa 2 ,a a 3 ) 



Comparando las respectivas componentes: 
\x — x { -aa x 
< y-y, =aa 2 
[z-z¡ =aa 3 


( 1 P ) 


Las ecuaciones obtenidas reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de 
la recta y, al variar a desde -«> hasta describen la recta infinita /. Despejando a 
en cada una de ellas e igualando, se obtienen las ecuaciones cartesianas: 

( 2 P ) 


Si alguno de los denominadores es nulo, por ejemplo ,, en la ecuación 
paramétrica correspondiente tendríamos 
X- x { = a 0 


x-x\ = y-y\ = Z"g| 

a \ a 2 a 3 


con lo que se anularía también el numerador. 

En consecuencia, al utilizar la ecuación (2 P ), si algún denominador es nulo 
debemos concluir que el numerador también lo es. 
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Eiemplo 1 

Hallar la ecuación de la recta paralela al vector m = (3, -2,4) y que pasa por 
el punto P(2,6,-3). 

Utilizando (2 P ): 


jc-2 _ y-6 _ z + 3 
3 ~ ~-2~ ~ 


Eiemplo 2 

Hallar la ecuación de la recta que pasa por jP(- 2,6,0) y es paralela al vector 
a =(-7,0,-5). 

Dado que a 2 = 0, tenemos y — 6 = 0 


A'demás: 


JC + 2 _ Z-6 


La recta queda determinada 
por las ecuaeioncs: 


" y-6 = 0 
" x + 2 _ z - 6 

~~T 


Eienwlo 3 

Verificar si los puntos A(3,1,2) y fl(8,—1.7) pertenecen a la recta de 

x + 2 y-3 z + 1 

ecuacion -=-=-. 

5-2 4 

Si el punto A pertencce a la 


recta. debe satisfacer su 
ecuación. Sustituimos las 
variables por las coordena- 
das respectivas de A: 

3+2 1-3 

2 + 1 


5 -2 

4 

Simplificando: 

II 

u 

.u|uj 


l-a igualdad no es cierta. por 
lo que concluimos que el 
punto A no pertenccc a la 
recla. 

Sustituimos por las coorde- 

8 + 2 _ -1-3 

7 + 1 

nadas dc fí: 

5 _ -2 

4 

Simplificando: 

2 = 2 = 2 


> 

La igualdad resultante es 
cierta. por lo que concluimos 
que B sí pertcnece a la recta. 
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Ecuación de la recta que pasa por dos puntos 

Conociendo dos piintos de una recta, pueden encontrarse las componentes del 
vector que une esos dos puntos y es, por tanto, paralelo a la recta y utilizar (2 1 *). 

EjemjzloJ- 

Hállar la ecuación de la recta que pasa por A( 4, -2,1) y B(5, 0, -3). 

Dcterminamos las compo- 

nentes dci vector AB: Afi = (5 - 4,0 + 2, -3 - 1) = (1,2, -4) 


Utilizando (2 P ) con las coor- 
denadas de A : 


, Si hubiésemos utilizado las 
, coordenadas de B, la expre- 
sión resultante habría sido: _ 

x-5_y _ z + 3 
"T"2" -4 

Aparentemente, el resultado es ^diferente. Sin embargo se puede constatar fácilmente, 
comparando, por ejemplo, los dos primeros miembros de la igualdad, que en ambos casos se 
obtiene la misma expresión 2x-y- 10 = 0. 

Téngase en cuenta lo anterior si, al comparar los resultados obtenidos con los de este 
libro, existe esa aparente divergencia. 


x-4 _ y + 2 __ z -1 
~T"" 2 " -4 


Distancia entre dos puntos 

La distancia entre dos puntos P¡(x\,y x ,Zi) y P 2 (x 2 ,y 2 ,Z 2 ) es igual a la 
longitud del vector P¡ P 2 : 


Vift) 


= P,P1 


Determinamos las componentes del vector P t P 2 : 

Pj{ = (x 2 -x x ,y 2 -y x ,z 2 -Z\) 

Calculamos ahora su módulo: 


| í í / 2| = V(^2“‘^i) +0v2-:yt) +{z 2 -z\ ) 

En conclusión: 


d ( P , p 2 ) = 'J(*2-*¡) 2 + (y2 -y¡) 2+ ( z 2 - zi ) 2 


( 3 P ) 


Punto medio de un segmento 

Un razonamiento similar al que nos permitió en la pág. 322 obtener las 
fórmulas de punto medio en el plano se utilizan para deducir las de punto medio en 
el espacio. Dada su sencillez, la obviaremos. 

Coordenadas de M(x m , y M >z M ) y punto medio del segmento de extremos 
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*i +* 2 y\+yi zi +z; 


l ) 


(4 P ) 


Puntos colineales 


Si tres puntos A, B y C son colineales, los vectores AB y BC pertenecen a la 
misma recta y son, en consecuencia, paralelos. 

En estas condiciones, el producto vectorial AB x BC debe anularse pues el 
área del paralelogramo definido por AB y BC es cero. 

De lo anterior se desprende que tres puntos A, B y C son colineales si el 
producto vectorial AB x BC es cero: 

(5 P ) 


AB x BC = 0 


A, By C son colineales 


Puede determinarse también que tres puntos A, B y C son colineales por el 
cálculo de distancias: 


d(A,B) “ d(A,C) 


A, B y C son colineales 


( 6 P ) 


Eiemplo 5 


Determinar si las rectas 


jc-3 

2 


y + 2 
-4 


z-1 

5 


y 


jc + 1 
-2 


y- 1 z + 3 

--=-se cortan 

-1 1 


Formamos un sistema dc 
ecuaciones igualando pares 
de miembros dc cada una de 
las ecuaciones (cada uno de 
los miembros de cada una de 
las triples igualdades debe 
figurar al menos una vez): 


jc-3 

y + 2 

2 

-4 

x-3 

z- 1 

2 

5 

x + l 

y-l 

-2 

-1 

x + l 

2 + 3 

. -2 

1 


Llevando las ecuaciones a su 
mínima expresión: 


2x + y-A 

(i) 

Sx-2 z = 13 

(D) 

jc - 2y = -3 

(III) 

x + 3z = ~7 

(IV) 
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Resolveremos primero el 
sistema formado por las tres 
primeras ecuaciones y 
verificaremos después sú la 
solución obtenida satisface 
la cuarta ecuación. 


Sumamos la-ecuación (I), 
multiplicada por 2, y la 
ecuación (III): 


Sustituycndo en (I): 
'Sustituyendo en (II): 
Solución del sistema: 


í4jc + 2>- = 8 
1 A:-2y = -3 
5x =5 

2(1) + y = 4 

5(1) - 2z = 13 

(1,2,-4) 


Sustituyendo en la ecuación 
(IV) constatamos que los 
Valores obtenidos satisfacen 
esa ecuación. Concluimos, 
por tanto, que las rectas se 
intersectan en el punto 


(1,2.-4) 


x = 1 

y = 2 


/ 


z = -4 


Eiemolo 6 _ 

Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto P(2,3,l) y es 
perpendicular a los vectores a = (5,1,3) y b = (1,4,5). 


Nccesitamos conocer un 
vector paralelo a la recta 
cuya ecuación buscamos. 


EI producto vectorial de dos 
vectores es un tercer vector 
perpendicular a los primeros. 
Efectuamos el producto 
vectorial para obtener dicho 
vector: 


a xb = 


1 

4 


k 

3 

5 


= 5í +3 j + 20k -{k +25 j + 12/) 


= -ll -22) + 19F 
= (-7,-22,19) 


Y la ecuación de la recta que 
pasa por P y es paralela al 
vector obtenido es:' 


x-2 _ y-3 _ z-1 
—7 “ -22 “ 19 
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( Ejercicio 161 

1) Hallar la ecuación de la recta que pasa por A(2, -1,5) y es paralela al vector 
a =(-2,4,6). 

2) Hallar la ecuación de la recta que pasa por 5(0,2,-3) y es paralela al 
vector b =(3,2,-5). 

3) Hallar la ecuación de la recta que pasa por C(3,-9,l) y es paralela al vector 
c = (2,0,-3). 

4) Hallar la ecuación de la recta que pasa por D(7,6,2) y es paralela al vector 
d = (0,-5,-2). 

5) Hallar la ecuación de la recta que pasa por £(-1,0,5) y es paralela al vector 
7 =(3,11,0). 

6 ) Verificar si los puntos A(-7,3,-2); 5(-5,-l,-9) y C(-l,-9,-23) son 
colineales. 

7) Dados los puntos A(3,-4,2); 5(7,0,0) y C(-3,-10,-3), determinar cuáles 

t x-5 y + 2 z -1 

de ellos pertenecen a la recta de ecuacion-= --=-. 

- 2-2 1 

Dados los puntos A(-3,-2,4); 5(1,5,-1) y C(6,3,5), determinar: 

8 ) E1 perímetro del triángulo. 

9) Las ecuaciones de sus lados. 

10) Las ecuaciones de las medianas. 

11) La longitud de las medianas. 

12) Los ángulos intemos del triángulo. 


Hallar el punto de intersección de las rectas que se dan en los siguientes 
ejercicios: 


13) 

14) 

15) 


-6 

2 

i 

1 

w i 

1 

5 -7 

x~4 

_>' + 2 _ 

2 + 3 

*+l 

+ 

1 

r-H 

1 

?N 

1 

1 

-2 

-1 y 

4 

1 -2 ' 

x-\ 

y - 4 

2-8 

* + 3 

y-2 z-5 

3 

í 

1 y 

1 

1 2 


Dados los vectores a =(2,-3,4); b =(3,0,-3); c = (7,2,-1) y 
d = (-2,1,6), Hallar la ecuación de la recta ... 

16) ... que pasa por 4(2,-1,5) y es perpendicular a los vectores a y b . 

17) ... qu&pasa por 5(3,1,-2) y es perpendicular a los vectores b y c . 

18) ... que pasa por C(-2,-3,0) y es perpendicular a los vectores b y d . 
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19) •... que pasa por el origen y es perpendicular a los vectores a y c . 

20) ... que pasa por el punto medio del segmento de extremos A/(4,-2,5) y 
N(-l,3,4)? 


21) que pasa por el punto de intersección se las rectas 


x-2 _ y-2 _ z -9 


-2 


-1 


x-4 v -1 z-1 


y es perpendicular a los vectores a y d . 


Ecuación del plano 

, / 

Sea ) un punto perteneciente a un plano y v = (A, B,C) un vector 

perpendicular al mismo plano. 

Para hallar la ecuación del plano, 
hagamos las siguientes consideraciones: si 
el vector v es perpeñdicular al plano, será 
también perpendicular a cualquier vector 
del mismo. En consecuencia, para'que un 
punto P(x,y,z) pertenezca al plano es 

suficiente que el vector P X P sea perpendi- 
cular al vector v . 



Por otra parte, como el producto escalar de dos vectores perpendiculares es 
cero, podemos plantear la siguiente igualdad: 

7 PJ> = 0 (I) 


Las coordenadas de v son conocidas y las de f, P son (jc - x,, y - y,, z - z,). 
Sustituyendo es (I) tenemos: 

(A , B y C ) • ( x - x ,, y - y j, z - z ,) = 0 


Efectuando el producto escalar: 

A(x - x,) + B(y - y,) + C(z - z,) = 0 


( 6 1 *) 


Hemos obtenido así la ecuación del plano que pasa por el punto P x y es 
perpendicular al vector v . Si desarrollamos esta ecuación obtenemos la igualdad 


Ax + By + Cz + (-Ajc, - fiy, - Cz\ ) = 0 

Sustituyendo la expresión que está entre paréntesis por D, obtenemos la 
forma general de la ecuación de un plano: 

Ajc + By + Cz + D - Q j (6a p ) 

Nota: toda recta o todo vector perpendicular a un plano se dice que es normal al 
plano. Cuando se habla, por tanto, de la normal de un plano, se refiere uno a 
la recta o al vector perpendicular al mismo. 
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Ecuación simétríca o segmentaría del plano 


Sean a, b y c Jas coordenadas en el origen, es 
decir, las longitudes de los segmentos que un plano 
determina sobre los ejes coordenados. 

Los'puntos (a,0,0); (0, b, 0) y (0,0, c) perte- 
necen al plano y satisfacen la ecuación (6a p ). 

Sustituyendo las coordenadas de cada uno de 
los tres puntos se obtienen las siguientes igualdades: 

Aa + D = 0 



(<i t 0 , 0 ) 


cje donde 


Bb + D = 0 
Cc + D = 0 

A - —R 




c= 


Sustituyendo estos valores en la ecuación (6a p ) se tiene: 

-f^-fy-fz + ^ 0 

expresión de la que, dividiendo todos los términos por D, se obtiene esta otra: 


£ + Z + £ =1 

a b c 


(7 P ) 


E1 uso de la ecuación simétrica se limita a los planos que no pasan por el 
origen. En caso contrario, las coordenadas en el origen se anulan y la ecuación (7 P ) 
deja de tener sentido. 


Ecuación del plano que pasa por tres puntos 

Para hallar la ecuación del plano que contiene tres puntos conocidos 


f¡, P 2 y /3 calcularemos las coordenadas 
de la normal v (producto vectorial de 
P\P 2 y P\P\) y aplicaremos ( 6 P ) con las 
coordenadas del punto . 

Calculamos las coordenadas de los 
vectores P { P 2 y P¡P 2 y efectuamos un 
cambio de variable para operar más cómo- 
damente con ellos: 

'Eñ = {x 2 -x i ,y 2 -y ] ,Z2-z 

^P3=(^3-x,,y3-y„Z3-z 



1 ) = (a,b,c) 
) = (m, n, p) 


Calculamos las coordenadas de v , producto vectorial de esos vectores: 


V — P^Py X. = 


i j k 
a b c 


m n p 
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= i (bp - cn) - j ( ap - cm) + k (an - bm) 
v = (hp - cn y cm - ap , an-bm) 

Hallamos, por último, utilizando ( 6 P ), la ecuación del plano que pasa por P { y 
es perpendicular al vector v : 

(bp-cn)(x-x } ) + (cm - ap)(y -) + (an -bm\z-Z\) = 0 
bp^x-x^-cn^x-x^ + cm^y-y^-ap^y-y^+an^z-z^-bm^z-z^^O 
Deshaciendo el cambio de variables: 

. . (3'2-yiX z 3-ziX- t_ -" c )) - ( z 2- z iX>'3-yiX x - ;t i)- K 

+( z 2 - Z, X*3 - ■*! )(>’ - >1) - (*2 - X l X Z 3 - Z l X- V - ) + 

+(-«2 - *\ )(>3 - >’l X z - Z l )- (>2 - y¡ X x 3 - X l X Z — Z l ) = 0 

La expresión anterior es el desarrollo del siguiente determinante: 


X 

-■* 1 

y-y\ 

Z-Zl 


x 2 

~ x \ 

yi -y\ 

z 2* — z l 

= 0 

*3 

~ X \ 

y* -y\ 

z 3 — z l 



o también de este otro determinante de cuarto orden: 



(8 P ) 


(8a p ) 


Distancia de un punto a un plano 


Sea d la distancia de un punto 
P\( x \,yi>Z\) al plano de ecuación 

Ax + By + Cz + D = 0; sea v = (A, B % C) 
un vector normal al plano; sea, por último, 

P un punto cualquiera del plano. 

Para mayor comodidad, elijamos 
como punto P la intersección del plano 

con el eje x. En el eje x las otras dos coordenadas se anulan. Haciendo, pues, 
y = z = 0 en la ecuación del plano, obtenemos para x el valor x = - . 



Las coordenadas de P son en ese caso 

En estas condiciones, las coordenadas de PP } son PP { = (jc, + -^,ypZi). 

Tal como puede observarse en la figura anterior, la distancia d desde P¡ al 
plano es igual a la longitud de la proyección del vector PP¡ sobre v . Por trigonome- 
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tría elemental podemos afimiar que 
d = Pf, • cosa 


siendo a el árigulo formado por los vectores PP\ y v . 

Si multiplicamos y dividimos por | v | el miembro de la derecha de la 
igualdad planteada, tendremos que 


d= ] 


1 v 



•cosa 


V 



. E1 numerador de la expresión así obtenida es equivalente al producto escalar 
dé los vectores v y PP { : 


Sustituyendo las coordenadas y calculando | v | tenemos: 


d = - 


Va 2 + b 2 + c 2 


Finalmente, efectuando el producto escalar: 
Ax j + Z)+ By¡ + Cz\ 


d = 


Va 2 + b 2 + c 2 


Ordenando: 

d = i +Cz, +d (9P) 

V A 2 + B 2 + C 2 

E1 signo del radical del denominador se determina en forma similar a la 
utilizada en Geometría Analítica, pág. 405, para determinar el signo en la fórmula de 
distancia punto-recta y la interpretación del significado es igual a la que se dio en la 
pág. 406. 


Otras fórmulas 


Damos a continuación una serie de fórmulas referentes a puntos, rectas y 
planos en el espacio sin detenernos en su deducción. La mayoría de ellas se 
demuestran fácilmente por métodos vectoriales como las estudiadas hasta ahora. 

Ecuación del plano que pasa por dos puntos P\ (jcj , y } , Z \) y P 2 (*2*^ 2 ** 2 ) y 
es paralelo al vector vv = (a, b, c) 



( 10 p ) 
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o también: 



(lOa^) 


Ecuación del plano que pasa por un punto (x,, y,, 
vectores h», =(a,,¿>,,c,)y w 2 = (a 2 ,b 2 ,c 2 ) 



' ( 11 P ) 


o también: 




X 

y 

z 

1 



x \ 


Z\ 

1 

= 0 


a \ 

b \ 

C\ 

1 



ü 2 

b 2 

Cl 

1 



(lla 1 *) 


Ecuación del plano que pasa por dos puntos (jc, , y,, Z¡) y P 2 (x 2 , >>2 - ^ 2 ) y 

es perpendicular al plano Ax + By + Cz + D = 0 



x-x } 

y-y\ 

Z-Z| 



X 2 -X\ 

y-í -y\ 

z 2 -z. 

= 0 


A 

B 

C 



( 12 p ) 


o también: 


x y z 1 

a:, y, z, 1 

x 2 y 2 z 2 1 

A B C 1 


= 0 


(12a p ) 


Ecuación del plano que pasa por P, (jc, , y, , z, ) y es perpendicular a cada 

uno de los planos A,jc + + C,z + D, = 0 y A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0 



X-X\ 

y-y\ 

z-z, 



A\ 

B\ 

c, 

= 0 


a 2 

b 2 

C 2 



( 13 p ) 


o también: 


x y z 1 

*\ y\ Zt 1 

A, fi, C, 1 

a 2 b^ C 2 1 


= 0 


(13a p ) 
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Ecuación del plano que pasa por la intersección de dos planos 

A x x + B x y + C x z + D x =0 y A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0 


A x x + B x y + C x z + D x + k(A 2 x + B^y + C 2 z + D 2 ) = 0 (14 1 *) 


Punto de intersección de tres planos no paralelos: es la solución del 
sistema formado por sus ecuaciones. 

Puntos coplanarios: los puntos Pi(jti,y|,Zi); P 2 {* 2 ^ 2 ^ 2 ); / 3 (^ 3 *> 3 *^ 3 ) y 
/ 4 (^ 4 ,j 4 ,z 4 ) son coplanarios si 



x 2 -x, 

y%-y 1 

z 2 -z, 



*3-*l 

js-yi 

Z 3 -Z 1 

= 0 


x 4 -x, 

J 4 -J 1 

Z 4 -ZI 



(15 p ) 


o también si 


yy z \ 


1 

x i yi z i 1 

*3 >3 ^3 1 

** y* z 4 1 


= 0 


(15a p ) 


Planos que pasan por un punto: cuatro planos A x x + B x y + C x z + D x =0; 
A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 =0; A 3 x + B 3 y + C 3 z + D 3 = 0 y A 4 x + B 4 y+ C 4 z + D 4 = 0 
se intersectan en un mismo punto si 



A \ 

B, 

c. 

D, 



a 2 

b 2 

C 2 

d 2 

= 0 


A 3 


C 3 

D, 


a 4 

B ,4 

Q 

d 4 



(16 p > 


X — x y — y ^ ^ 

Rectas concurrentes: dos rectas de ecuaciones -- = —— — =-y 

/, m , n, 


*-*2 _ y -^2 _ z~ z 2 

l 2 m 2 n 2 


son concurrentes si 


o también si 



x, -x 2 

y\ -y 2 

zi-z^ 



/1 

m \ 

«1 

=0 


h 

m 2 

«2 




(17 p ) 


(17a p ) 
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Dislancia raínima entre dos rectas: la distancia mfnima entre dos rectas 

£ZÍL = 2za = lZ£L y £Z£- = £ZZ1 = £ZÍ1 CS 
/, m, ' n, / 2 m 2 n 2 



(18 p ) 


/ 


Distancia entre los planos paralelos A { x + B¡y + C x z + D\ =0 

A-)X + B 2 y + C 2 z + D 2 — 0 


y 


d = 


Pi z£¡ 

4a 2 + b 2 +c 2 


(19 p ) 


Condiciones de paralelismo y de perpendicularidad: dos planos 
A¡x + B¡y + C x z + £>, = 0 y A 2 x + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0 


son paralelos si 



_c; _ k - 

A 2 B 2 c 2 


son perpendiculares si 



a } a 2 + b x b 2 + c,c 2 

= 0 


( 20 p ) 

( 21 p ) 


Angulo formado por dos planos: es igual al ángulo que forman sus 

normales. 


Volumen del tetraedro formado por los planos coordenados y el plano 

Ax + By + Cz + D = 0 


v-i 

£> 3 

1 

6 

ABC 



( 22 p ) 


Volumen del tetraedro de vértices ( jc ,); P2{x 2 h y 2 ,z 2 )\ P 2 {x 2 ,yj,Z 2 ) 
y P*{x A ,y 4 ,z 4 ) 


o también 


II 

ON | — 

x 2 — X\ y 2 -y x z 2 -zi 

x 3 -x t y 3 -y { Z 3 -Z| 

X 4 -X { y 4 - y, z 4 -z, 

v.i 

6 

*l >1 Zi 1 

x 2 y 2 z 2 1 

x 3 y 3 z 3 1 

* 4 y 4 z 4 1 



(23 p ) 


(23a>) 


RECTA Y PI.ANO EN EL ESPACIO 685 












































EiemnlíLl 

Hallar la ecuación del plano al que pertenecen los puntos A(2,-3,-l;) 
fi(-l,5,-2) y C(3,7,7). 

E1 problema puede ser re- 
suelto utilizaado (8 P ). Aquí 
utilizaremos otra forma. 

Sea la ecuación del plano: ^ + fíy q. + Z) = 0 


Si los puntos A, B y C 
pertenecen al plano, deben 
satisfacer su ecuación, lo que 
nos permite fabricar el si- 
guiente sistema: 


2A-3B-C+ D = 0 
■ -A + 5B-2C+ D = 0 
3A + 1B + 1C + D = 0 


Multiplicando la ecuación' 
(II) por 2 y sumándole (I): 


Multiplicando la ecuación 
(II) por 3 y sumándole (III): 


-2A + lOfi - 4C + 2D = 0 
2 A- 3 B- C+ D = 0 


1B-5C + 3D = 0 

\-3A + 15B- 6C + 3D = 0 
1B+1C+ D =0 


í-3 A + 
| 3A + 


22B+ C + 4D = 0 


(I) 

(H) 

(HI) 


(IV) 


(V) 


Sumando la ecuación (IV) y 
la (V) multiplicada por 5: 


7B-5C+ 3D = 0 
1101+ 5C + 20D = 0 
117B-f 23D = 0 


De donde: 


p 23 D 

b ~ 117 


Sustituyendo en (V) se r __ 3 g£> 
obtiene: ^ ~ 117 


Sustituyendo B y C en cual- 
quiera de las ecuaciones I, II 

o III, se obtiene: A = — 

* 117 


Sustituyendo en la ecuación 

delplano: _212 jr _212y + lSD z + £) = 0 


Dividiendo por, D, multipli- 
cando por 117 y cambiando 
signos obtenemos la ecua- 
ción del plano: 


74jc + 23y - 38z -117 = 0 
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Eiemvlo 8 

Hallar la ecuación del plano que pasa por la intersección de los planos 
3x-2y + 5z-l = 0 y 2x + 7y-6z + 11 = 0 y por el punto P(2,-3,5). 

La ecuación del plano que se 

pide es, utilizando (14^): 3x — 2y + 5z — 1 + k(2x + ly — 6z + 11) = 0 (I) 


Si. además, el plano pasa por 
el punto P, las coordenadas 
de éste deben satisfacer la 
ecuación (I). Sustituyendo, 
pues, las variables por las 
coordenadas de P: 


3 • 2 - 2(-3) +5*5 — 1 + k[2 ■ 2 + 7(-3) -/> • 5 +11] = 0 
6 + 6 + 25 -1 + k(4 — 21 — 30 +11) = 0 


• de donde 


/t = i 


Sustituyendo, por último w el 

valor de k en (I): 3* - 2y + 5z - 1 + 1 • (2x + 7y - ÓZ + 11) = 0 


La ecuación pedida es: 


5jc + 5y-z + 10 = 0 


EjemylQ 9 

Determinar a qué distancia del plano que contiene los puntos A(2,0 ? -3); 
5(-l,-l,5) y C(3,7,-l) se encuentra el punto P(9,9,-3). 


Hallamos primero, utilizan- 
do (8 P ). la ecuación dcl 
plano que conticnc los pun- 
tos A, B y C: 


x — 2 y 
-3 -1 

1 7 


z + 3 


8 

2 


= 0 


Desarrollando el determinan- 
te y reduciendo términos se- 
mcjantes se obtienc: 


29 jc - 7y + lOz - 28 = 0 


Utilizando I9 1 ’): 


_ 29(9) - 7(9) + 10(—3) — 28 _ 140 
+V29 2 +(-7) 2 +10 2 ^990 


d = 


14yl10 
33 


| Nota: Siendp D * 0, el radical se tomó con signo contrario a D. La distancia resultó ! 

ser una cantidad positiva. Esto quiere decir que el punto P y el origen del ¡ 
i sistema están a lados opuestos del plano en cuestión. 
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( Ejercicio 162 


1) Hallar la ecuación general del plano que pasa por P(5,-2,3) y es 
peipendicular al vector v = (-2,3,5). 

2) Haljar la ecuación general del plano que pasa por P(3,0,-7) y es 
perpendicular al vector v =(4,-2,11). 

3) Hallar la ecuación general del plano que pasa por P(-l,-2,-3) y es 
perpendicular al vector v = (4,2, -6). 

4) Un plano determina sobre los ejes coordenados segmentos, respectivamen- 

te, de 6, 2 y -12 unidades. Hallar su ecuación. ' 

5) Un plano determina sobre los ejes coordenados segmentos de -j, 3 y 18 
unidades. Hallar su ecuación. 

6) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(2,-5,4); #(3,5,0) y 
C(-2,1,-3). , 

7) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(3,3,-5); #(-1,7,3) y 
C(-4,-l,5). 

8) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(5,2,2); #(3,-1,6) y 
por el punto medio del segmento de extremos M( 5,3, -8) y N(~ 3,7,4). 

9) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(--j,3,-|) y #(4,-1,5) 
y es paralelo al vector m = (-2,1,5). 

10) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(7,11,9) y #(-6,2,-5) 
y es paralelo al vector m = (1,0,-3). 

11) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(-4,3,-2) y es paralelo 
alosvectores m =(3,11,-1) y « =(2,-l,10). 

12) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(0,0,3) y es paralelo a 
los vectores m = (4,5,6) y n =(3,2,1). 

13) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(4,2,-1) y #(7,7,-2) y 
es perpendicular al plano 3jc + 4y - 5z -f 11 = 0. 

14) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(5,7,3) y por el origen 
y es perpendicular al plano 3;c-y + 7z-12 = 0. 

15) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(—1,—1,—1) y es perpen- 
dicular a cada uno de los planos 5jc + >’-f3z-ll = Oy 2jc + 3>-z-15 = 0. 

16) Hallar la ecuación general del plano que pasa por 4(7,5,6) y es perpendi- 
cular a cada uno de los planos 5jc + > + 3z-ll = 0y 2jc + 3y-z-15 = 0. 

17) Hallar la ecuación general del plano que pasa por la intersección de los 

planos 5-v + 2>-z + 12 = 0 y 3x + >-5z + l = 0 y por 4(2,3,-2). 

* 

18) Hallar la ecuación general del plano que pasa por la intersección de los 
planos Ix -9> +1 lz + 3 = 0 y 5x +1 ly-13z- 2 = 0 y por 4(3,-5,-1). 
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19) 


20 ) 

21 ) 

22 ) 

23) 

24) 

25) 


26) 

27) 

28) 

29) 


30) 


Hallar la ecuación general del plano que pasa por /1(2,6,-1) y pasa, 
además, por la intersección del plano 3 jc + 2y + 3z -4 = 0 y el plano 
determinadQpor los puntos A(5,2,-3); #(l,l,-2)y C(~l,0,3). 

Hallar la distancia dirigida al plano 3jc - 5y + 2z + 27 = 0 desde el punto 
Ap y -2,9). 

Hallar la distancia dirigida al plano 6jc -H 6y-3z - 19 = 0 desde el punto 
/1(4,11,7). 

0(2,5,-1) es el único vértice del tetraedro ABCD que no pertenece al 
plano 4 jc + ly - 5z -18 = 0. Calcular la altura trazada a ese vértice. 

Lx)s puntos /1(3,2,-1); Z^(l,—6,9); C(-9,-4,5) y 0(10,8,fl) son los vérti- 
ces de un tetraedro. Determinar la longitud de la altura trazada al vértice D, 
la ecuación de dicha altura y el volumen del tetraedro. 

Hallar las coordenadas del punto en el que se intersectan los planos 
2jc + 5y-3z-43 = 0; 3jc-2y + 2z + l5 = 0 y Jc + 6y-7z-57 = 0. 

Hallar la ecuación de la recta perpendicular a los vectores v =(2,3, -7) y 
w =(-1,5,-3) y que pasa por el punto en el que se intersectan los planos 
2jc-5y + 7z - 17 = 0; 3jc + 8y - z + 17 = 0 y 5 jc + 7y - 3z + 17 = 0. 

Determinar el ángulo que forman entre sí los planos 3jc - 2y + 5z + 11 = 0 y 
5jc + 2y-2z-l = 0. 

Determinar el ángulo que forman entre sí los planos 4 jc — y +1 \z + 3 = 0 y 
2jc + 7y + 15z-23 = 0. 


Determinar la distancia entre los planos paralelos 3jc + 2y + 5z + 4 = 0 y 
6jc + 4y + 10z -11 = 0 


Determinar la distancia mínima entre las rectas 
jc-3_y + 3_z 


y-3 

1 


z + 2 
3 


y 


Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos /1(5,2,-3); 
£(7,11,-1); C(-4, -7,9) y D(0,0,5). 
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MATRICES Y DETERMINANTES 


Matrices - Generalidades 


Distribuciones rectangulares de números o funciones comoA, B, C, D, E, que 
aparecen a continuación, reciben el nombre de matrices. 




-n 


'3 



1 1 



O 

K) 


2 

^3x2 “ 

5 

i -> 

^2x4 ~ 


1 3 -1J 

^4x1 

-7 


,3 

-2; 

*> 

/ 


k 3 ; 


f 3 

-1 

-i 

2 

6^ 


^sen a sen/iA 

1 

7 

7 

5 

0 

&2x2 ~ 

^cosa cosjS; 


-2 

3 

1 

4; 



Las matrices, que generalmente se denotan con letras mayúsculas, se 
componen de filas y columnas. 

E1 número de cada una de éstas puede indicarse, si se desea, mediante un 
subíndice de la forma mxn, como en los ejemplos de arriba, en el que m es el 
número de fílas y n el de columnas de la matriz. 

La matriz A, por ejemplo, tiene 3 filas y 2 columnas, circunstancia que se 
señala mediante el subíndice 3x2; la matriz B tiene 2 filas y 4 columnas; etc. 

Se dice que una matriz es una matriz cuadrada si tiene igual número de filas 
que de columnas, es decir, si m = n. En los ejemplos anteriores sólo E es una matriz 
cuadrada. 

En caso contrario, si tn*n, se dice que es una matriz rectangular , vertical si 
m > n (ejemplos A y C), horizontal si m<n (ejemplos B y D). 

Una matriz que tiene una sola fila o una sola columna recibe el nombre de 
vector fila o vector columna , respectivamente. C es un ejemplo de vector columna. 

Cada uno de los números o funciones que componen la matriz recibe el 
nombre de elemento. Los elementos se denotan generalmente con una letra 
minúscula afectada por un par de subíndices que indican el primero en qué fila y el 
segundo en qué columna se encuentra el elemento. E1 elemento a 12 , por ejemplo, es 
el que esta en l^a séptima fila y en la segunda columna de la matriz. 

A continuación podemos apreciar una matriz de m filas y n columnas en la 
que se utilizan las notaciones antes descritas: 
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«11 

a \2 


«14 •• 

■■■■ «1«^ 


a 2\ 

a 22 

«23 

^24 

a 2 n 

* 

a M 

a 22 

«33 

a M •' * 

a 2n 

A — 

™mxn 

«4, 

a 42 

«43 

a 44 ’ 

a 4 n 


< a m\ 

a m2 

a m2 

a m4 

a mn J 


Semejanza e igualdad de matrices Dos matrices que tienen 
igual número de filas e igual número de columnas son semejanies. Si, siendo 
semejantes, sus elementos correspondientes coinciden, las matrices'son iguales. 

Relación entre líneas de una matriz Una íínea (ñia o coiumna) 
cs producto de otra si sus elementos son los de la otra muhiplicados por un mismo 
número. 


Es suma de otras líneas, si sus elementos se obtienen sumando los elementos 
correspondientes de ef;as líneas. 

Es combinación lineal de otras líneas si sus elementos de obtienen sumando 
los elementos correspondientes de esas líneas multiplicadas previamente cada una 
por un número: 

/ = a/, + pi 2 + 7/3 ... —» /escombinación linealde/, , / 2 , /3... 


r 1 
4 


^5x4 


-12 


5 

, 3 


2 

2 

-6 

4 

-6 


-3 

1 

5 

-3 

-15 

9 

2 

-2 

25 

-11 


En la matriz M los elementos de la tercera fila se obtienen multiplicando los 
de la segunda por -3: la tercera fila es, pues, producto de la segunda. 


La cuarta fila se obtiene sumando las dos primeras: es combinación lineal o 
simplemente suma de ellas. 


Los elementos de la quinta fila se obtienen sumando los de la primera 
multiplicados por -5 y los de la segunda multiplicados por 2: es, por tanto, 
combinación lineal de ellas. 

Submatriz La matriz que se obtiene suprimiendo cierto número de filas y 
cierto número de columnas de una matriz dada es una submatriz de ésta. Por ejemplo 
la matriz 


^4x2 “ 


2 

5 

—6 

-15 

4 

2 

-6 

25 


es una submatriz de M ya que se obtiene suprimiendo en ella la primera fila y la 
primera y cuarta columnas. 
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Matriz traspuesta o traspuesta de una matriz Es la que 

tiene como filas las columnas de la otra. La traspuesta de la matriz N que dejamos 
arriba se indica por. N r y es 


N r = 


'2 -6 

,5 -15 


4 -6'| 
2 25 


Si el orden de una matriz es mxn, el de la traspuesta es nxm. 

Particularidades de las matrices cuadradas Ya definimos 

anteriormente las matrices cuadradas como aquellas que tienen igual número de filas 
que de columnas, es decir, aquellas en las que m = n: 

Una matriz de n filas y n columnas es una matriz cuadrada de orden n: 


'«II 

a ]2 

«13 

a \4 

• «i„ ' 

«21 

a 22 

#23 

«24 

a 2n 

«31 

«32 

«33 

a 34 * ’ * 

• «3n 

«41 

a 42 

tí 43 

«44 •“ 

«4/i 

^«„1 

: ■» 

a n2 


«;;4 

• • «/,„ J 


Elementos principales de una matriz cuadrada son los que lienen los dos 
subindices iguales: « lh a 12 , a 33 , ...a nn . 

Diagonal principal es la que está formada por los elementos principales. 

Diagonal secundaria es la otra diagonal. Está formada por los elementos 
cuyos subíndices suman n + 1. 

Elementos conjugados son los que tienen los mismos subíndices pero en 
orden contrario: n 4 , y a l4 son elementos conjugados. Los elementos conjugados son 
simétricos con respecto a la diagonal principal. 

Líneas conjugadas son las que están formadas por elementos conjugados: la 
conjugada de una fila es la columna homónima. 


'2 

0 

0 

°1 


"3 

0 

0 

0 ' 


(\ 

0 

0 

0 " 

0 

-1 

0 

0 

/? = 

0 

3 

0 

0 

/ = 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

.7 

0 


0 

0 

3 

0 


0 

0 

1 

0 

,0 

0 

0 



,0 

0 

0 

3 , 


,0 

0 

0 

1 , 


Matriz diagonal es aquella en la que los únicos elementos diferentes de cero 
son los de la diagonal principal: las matrices A, B e / son matrices diagonales. 

Matriz escalar es la matriz diagonal cuyos elementos principales son iguales 
entre sí: B e / son, además, matrices escalares. 

Matriz unidad es la matriz escalar cuyos elcmentos principales son todos 
iguales a 1. Se acostumbra designarla con la letra /. 

Matriz nula es la que tiene todos sus elementos nulos. 
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Operaciones elementales con matrices 

Considerarenjos las siguientes operaciones con matrices: suma de matrices, 
multiplicación de un escalar por una matriz, diferencia y multiplicación de matríces. 


Suma de matrices 

Dos o más matrices pueden sumarse sólo si tienen el mismo orden, es decir, 
el mismo número de filas y el mismo número de columnas. 

La suma es una matriz del mismo orden cuyos elementos se obtienen 
sumando los elementos correspondientes de las matrices sumandos. 


Ejmnkü. 


Dadas las matrices A 2x4 = 
determinar A + É. 


(3 -1 2 7 ^ 

5 0 3 -4j 


y ^2x4 = 


2 3 

3 7 


Sumando los elementos 
correspondientes: 


3,+ 2 -1 + 3 2-4 7 — 4 \ 

5 + 3 0 + 7 3-4 —4 + 4j 


-4 - 4 ^| 
-4 4 J 


A + fi = í 5 

2 

-2 

3 ) 

1* 

7 

-1 

») 


Multiplicación de un escalar por una matriz 

E1 producto de un escalar por una matriz es la matriz que se obtiene 
multiplicando cada elemento de la matriz por el escalar. 


Eiemplo 2 

Con las matrices del ejemplo 1, determinar 2 A + 3 B. 


2A se obtiene multiplicando 
por 2 cada elemento de A y 
3 B y multiplicando por 3 cada 
elemento de B\ 


2 A = \ 

í 6 

-2 

4 

l4 l 

lw 

0 

6 

-») 

1 

% 

9 

-12 

-12 

3B = 

,9 

21 

-12 

12 


Para sumar las matrices su- 
mamos los elementos corres- 
pondientes: 


(12 

7 

CN 

OO 

1 

2A + 3B = 


l 19 

21 

-6 4) 
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Diferencia de matrices 

Para restar matrices, por ejemplo A- B, basta multiplicar por -1 la matriz fí y 
sumar algebraicamente: 

A- B = A + (-fí) 


Multiplicación de matrices 

Explicaremos la operación con ejemplos desde los más sencillos y generali- 
zaremos después. 

/ 

Eiemplo 3 


Sean las matrices A y B: 


A,x3=(2 3 -1) 





/ 


E1 producto AB se obtiene en * 

forma idéntica al producto — , v j* _ . v 

escalar de los vectores = (2,3, — 1 ) y D = (—4,5,3) 


es decir, se multiplica esca- 
larmente el vector fila A por 

cl vector columna B: AJ5 = (2[—4] + 3 5 + [-1 ] 3) 


AB = ( 4) 


E1 producio es, en este caso, 
una matriz de orden lxl. 


Ejmelo í 


Sean ahora las matrices / 2^ 

^ix 3 = (2 3 -l) y B ¡ x2 = 5 1 

3 l) 


Para obtener el producto AB 
se multiplica escalarmente el 
vector fila A por cada una de 
las columnas de B: 


AB = (2[—4] + 3 • 5 + [—1] • 3 


AB = (4 0) 


EI producto, esta vez, resultó 
ser una matriz d^orden 1x2 


2 - 2 + 3 -1 + [—Ij- 7) 
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Eiemplo 5 

Sean las mairices 


Ax3 ~ (2 3 -1) y B ix3 - 


r -4 2 

5 1 

k 3 7 


3^ 

0 

5 , 


Como en esta ocasión B tic- 
ne tres coiumnas. ai multi- 
plicar escalarmente el vector 
fiia A por cada una dc las 
columnas de B, obtendremos 
un elemento adicional: 

/ífi = (2[-4] + 3-5 + [-l]-3 2-2 + 31 + [-l]-7 2-3 + 3 0 + [-l]-5) 


AB = (4 0 1) 


El resultado es una matri/ de 
orden 1x3 


EjemBÍQ. 6 


Scan las matrices 

n 

3 

- | 'i 

f-4 

2 

3^ 



1 

3 j y = 

5 

1 

0 





< 3 

7 

5 ; 


En esta oportunidad, además 
de la fila obtenida en el 
ejemplo 5, obtendremos una 
segunda fiia resultante de 
multiplicar escaiarmentc la 
segunda fila dc A por cada 
una de las columnas dc B: 


AB = 


2[—4] + 3 - 5 + [—1] - 3 
5[~4] +1 - 5 + 3-3 


2-2 + 3-l + [-l]-7 
5-2 + 11 + 3-7 


2 3 + 3 0 + [-l]-5>| 
5-3 + 10 + 3-5 ) 


(4 

0 i 'i 


32 31J 


El resultado es una matriz de 
orden 2x3. 


Generalizando: para que dos matrices se puedan multiplicar es necesario 
que la primera sea de orden mxp y la segunda de orden pxn , es decir, la primera 
matriz debe tener tantas columnas como filas tiene la segunda: el producto 
A 3x7 ‘ B 5x1 , por ejemplo, no puede realizarse; en cambio, el producto A 3x7 ■ B lx2 y 
sí. 

E1 resultado es una matriz de orden mxn.es decir, tendrá tantas fílas como 
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la primefa matriz y tantas columnas como la segunda. Por ejemplo, el producto de 
dos matrices A 5xl • B-, x6 será de orden 5x6. 

Los element'os de cada fila del resultado se obtienen multiplicando 
escalarmente la correspondiente fila de la primera matriz por cada una de las 
columnas de la segunda. 

Si la multipücación AB es posible, no siempre lo es la multiplicación BA. por 
ejemplo, y \ 5x7 • B lx6 es posible, pero B lx6 • A 5x7 no está definida. 

Para que ambos productos estén deñnidos las matrices deben ser cuadradas o 
de orden mxn la primera y nxm la segunda: el producto A 2x5 B 5x2 es una 
matriz de orden 2x2 y el producto B 5x2 A 2x5 es una matriz de orden 5x5. 


Eiemplo 7 


Sean las matrices A¡ x2 = 


i.a matriz producto será de 
orden 3x5. 


r 2 

3' 

(\ 

4 

2 

3 r 

5 

J 

cn r- 

y ^2x5 3 

5 

6 

2 1, 


Hallar AB. 


Los elementos dc la primera 
fila sc obtienen mulliplican- 
do escalarmente la primera 
fila dc A por cada una de las 
columnas dc B: 


AB- 


2 1 + 3-3 2-4 + 3-5 2-2 + 3-Ó 2-2 + 3-2 2-I + 3-0 


La segunda fila se obtienc 
multiplicando escalarmente 
la segunda fila dc A por cada 
una de las columnas de B : 


AB- 


11 


23 


22 


12 


5 1 + 2-3 5-4 + 2 5 5-2 + 2 6 5-3 + 2 2 5-1 + 21 


La última fila se obtiene 
multiplicando cscalarmente 
la tercera fila dc A por cada 
una de las columnas de B: 


AB = 


11 


23 


22 


12 


11 30 22 19 7 

11 + 7-3 1-4 + 7-5 12 + 7-6 1-3 + 7-2 1-1 + 7 1 



fn 

23 

22 

12 

5^ 


AB = 

n 

30 

22 

19 

7 



,22 

39 

44 

17 

8, 
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Eiemplo S 


Resolver la ecuación: 5A -i- 


(2 3 2 

o 

1 

1 

22 

27 

-5 > 

(-3 -5 5 

3 -lj \-3 15 

-5 

18 

34, 


E1 tipo de operaciones a 
realizar nos permite trabajar 
con la ecuación dada cotno 
con cualquier ecuación alge- 
braica. 


Trasponiendo la matriz al 
miembro de la derecha: 


^Cambiando signo a la segun- 
da matriz: 


Sumando: 


Multiplicando ambos miem- 
bros por : 


5A = 


5A = 


5A = 


A = I 


A = 


'17 

-7 

-3 

15 

'17 

-7 

-3 

15 

'15 

-10 


20 

í 15 

-10 

U 

20 

"3 

-2 


4 - 




2 3 2 -3 

-3 -5 5 '3 

-2 -3 -2 3 

3 5-5-3 



Ejemplo 9 


Resolver el sistema: 


Multiplicamos la primera. 
ecuación por 2 y la segunda* 
por-3: 


Sumando miembro a miem- 
bro: 


3X+27 = 


2X-5 Y = \ 


6X + 47 = 

-6A: + 157 = 


11 5> 

5 8 ; 

-18 -41 


197 = 



35 

22 

10 1 

10 

lój 

' 54 

123A 

-105 

3 J 

76 

133A 

-95 

19 J 


Dividicndo ambos miembros 
por 19: 



7 " 

K 
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Sustituyendo en Ia primera 
ecuación del sistema: 


i-c; 3 

Multiplicando: 

( 8 14 

3X + 1-10 2 

w;:) 

Trasponicndo al miembro de 
la derecha (y cambiando 
signos): 

3X= (" 

^ r 

O oo 

V_X 

Sumando: 

M -(.5 tj 

1 

Dividiendo por 3: 

*-G t) 



( Ejerclcio 163 




\ 

r 1 0 

2 

-3" 

(7 2 

8 1 l\ 

(3 

2 

1 4^ 

£= 

2 -4 

1 

5 

C = 







l-l 3 

3 5 —2 J 

12 

4 

1 3 J 

/ 

-1 -1 

1 

3, 

V 

/ 

\ 


/ 


E = 


Dadas las matrices 

(2 -0 

5 2 

1 1 


2 

1 

3 

(-1 


i 



"2 

1 

p 

n 2 

) C~2 -2 0' 


1 

3 

i 

F = 

G = 

// = 




l-l 3 

J U 3 5, 


1 

1 

4 

/ 




1 

1, 


/r = (3 2 -3 -1 2) 


calcular cada una de las siguientes expresiones: 

7) BH 

8>) c-/: r 


d)a t +g 

2) fi r + W 

3) )C£ 

4) KE 

5) FG 

6) F 2 


H G t + D t 
(10)/ (GB+D) H 

ÍU)) F 3 - F 4 



Demóstrar que 


cos a 
seca 


sena 

-csca 


tga^j 

ctg aj 


'seca 

csca 

^ctga 


cosa' 

sena 

ctga, 


3 2 \ 

tg 2 a ctg 2 aj 
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Resolver las siguientes ecuaciones: 

-i 3 wa ?) 

5 -2 r 9 2 


13 y 2A + 



7 

-2\ 

(2 1 

-in 



-3 B = 


u 

2 

5 ; 

^-6 -4 

2 J 


14) 

4C+ 

Resolver los siguientes sistemas: 


9 0 

-4 2 

v 6 1, 


5 12 

12 -6 
26 1 


16) 



Í4 

12 ' 

3X-5Y = 

13 

-3 


v2 Q 

23, 


'5 

16' 

4X-1Y= 

17 

-4 


v39 

30, 


(31 


3 X + Y = 


5X-3y = 


15 -12 1 
7-5 6 

11 -20 11 


18) 




7 -13 52 

2 0 6 0 


4X-2V= 


0 14 0 10 
2 12 6 24 

48 14 36 10 


Dadas las matrices A = 



' 2 

-3 

-5' 



f 2 -2 - 4 ' 

A = 

-l 

4 

5 

y 

B = 

-13 4 


u -3 

-4, 



U -2 -3, 


^19 )JAB = A 

20) BA = B 

21) A~ = A 

22) B 1 = B 


, demostrar que: 


Método de eliminación de Gauss 

Una primera aplicación del concepto de matriz y de las operaciones hechas 
con matrices es la resolución de sistemas de ecuaciones lineales. 

Sea el sistema de ecuaciones 
2*-y + 3z = 10 
< 3* + 2y - 5z = -5 
x + 3y + 4z = -3 



'2 .-1 

3 ^ 


( 2 -1 3 10 N 

y sean las rtiatrices M = 

3 2 

j 3 

-5 

4 ) 

y M' = 

3 2-5-5 

J 3 4 -3, 


La matriz M está formada por los coeficientes de las incógnitas del sistema y 
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la llamaremos matriz de las incógnitas . La matriz M' incluye una cuarta columna 
formada por los términos independientes: llamaremos a M' matriz ampliada. En esta 
aplicación trabajaremos exclusivamente con la matriz ampliada. 

Sabemos por áigebra elemental que, al resolver ecuaciones y sistemas, 
podemos hacer una serie de operaciones que no alteran el valor de las expresiones. 
Las operacicmes más comunes son 

- intercambiar el orden de las ecuaciones 

- multiplicarlas por algún número positivo o negativo 

* simplificarlas dividiéndolas por alguna cantidad 

- sumai' ecuaciones multiplicadas previamente por un número 
* - etc. 

Si efectuamos algunas de estas operaciones en el sistema dado anteriormente, 
eLsistema que se obtiene es totalmente equivalente al sistema primitivo. 

Es lógico concluir entonces que la matriz ampliada que se obtiene del sistema 
transformado es tambiért equivalente a la matriz ampliada original y que en las filas 
de la matriz ampliada podemos realizar las mismas operaciones que son válidas para 
las ecuaciones. » 


Observemos ahora la siguiente matriz: 


N = 


^ 1 0 0 

0 1 0 

,0 0 1 


k y 

l 


Si la malriz N corresponde a un sistema de ecuaciones de variables Cr.>’,z), el 
sistema debe ser el siguiente: 

x = k 

< >=/ 
z = m 


Obviamente, si la matriz del sistema es semejante a la matriz N, la última 
columna tiene ias soluciones del sistema. 

El méiodo de eiiminación de Gauss consiste, precisamente, en esto: en trans- 
formar la matriz original del sistema hasta obtener una matriz igual a ia matriz N. 

La forma práctica para conseguirlo la mostramos con ejempios concretos. 


Eienwlo 10 

Resolver ei sistema dado anteriormenle: 


2 x - y + 3z = 10 
- 3x -l- 2 y - 5z = -5 
x 4- 3y + 4z = -3 


Construimos ia matri/ ain* 
pliada dcl sistema: , 


f 2 -I 3 10' 

3 2-5-5 

J 3 4 -3, 
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Llevamos la te'rcera fila al 
puesto de la primera para 
que el elementoa n sea 1: 


(\ 

2 

3 


3 

-1 

2 


4 

3 

-5 


-3W (-2)- 


10 

-5 




(-3) 


Para obtener qué se anulen 
los elementos a ?i y multi- 
plicamos la l a fila por -2 y 
se la sumamos a la 2 a y, a 
continuación. multiplicamos 
la l a fila por -3 y se la suma- 
mos a la 3 a . 


Para que el elemento a Z2 séa 
J. dividimos la 2“ fila por -7. 


Para anular el elemento a }2 
multiplicamos la 2“ lila por 7 
.y se la sumamos a la 3 a . 


Dividimos Ja 3* fila 
para que a,, sea 1. 


por 12 


'l 

3 

4 - 

0 

~7 

-5 1 

,0 

-7 

-17 < 

(\ 

3 

4 

0 

1 

’ 5 

7 

,0 

-7 

-17 

(\ 

3 

4 

0 

1 

5 1 

7 

,0 

0 

-12 -1 

f l 

3 

4 -3 ' 

0 

1 

5 16 

7 ■ 7 

,0 

0 

í 1 J 


-+(-7) 


-3^ 




(7) 


-■+(- 12 ) 


1 


(- 4 )' 


(-4) 


Iniciamos ahora el proceso 
en sentido contrario: debe- 
mos anular los elementos a v . 
y a. Para conseguirlo, 
multiplicamos la 3 a fíla por 
— 4 y se la sumamos a la 2 a 

v luego mulliplicamos la 3 a 
fila por -4 y se la surnamos a 
• la ! a . 


i 

; 3; 

0 

-7 

0 

í 

0 

-3 

0 

0 

1 

1 




(-3) 


Para nnularel elementoa. 
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multiplicamos la 2 a ñla por 

-3 y se la sumamos a la V. / ^ q q ^ > 

0 10-3 
^O 0 1 1 , 


La matriz ohtenida corres- 
ponde al sistema 


x = 2 

■y = - 3 

z = 1 


La’ solución del sistcma 
original es, en consecueneia: 


(2-3,1) 


/ 


Eiemplo 11 


Resolver por Gauss el siguiente sistema: 


2x - y + 2z + 3v = 22 
3* + ;y + 4v = 15 
jc + 3;y-2z-2v = -15 
2 jc + 5y - z = -8 


Construimos la inatriz am- 
pliada colocando de una vez 
la tercera ñla de primera pa- 
ra que el elemento a n sea 1: 


(\ 3 

2 -1 

3 1 

2 : 5 


-2 -2 - 15 ^ 

2 3 22 

0 4 15 

-10 -8 , 



Para anular los elementos 
encerrados en la línea a tra- 
zos, multiplicamos la primc- 
ra fila por -2 y se la suma- 
mos a la segunda; luego por 
-3 y se la sumamos a la 
tercera y. por último. nue- 
vamente por -2 y se la suma- 
mos a !a cuarta. 


(\ 

3 

-2 

-2 

" 15 1 


0 

-7 

6 

7 

52 


0 

-8 

6 

10 

60 

<— *H2) 

,0 

-1 

3 

4 

22 , 

x(-l) 


Colocamos la cuarta ecua- 
ción (cambiada dc ^igno) de 
segunda para que cl elcmcn- 
to a 22 sea 1. Simplificamos, 
además la tercera fila. 
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r l 3 -2 -2 -15 

0 1 -3-4 -22 

0 -7: 6 7 52 

v 0 i -4; 3 5 30 ; 

Para anular los elementos 
señalados multiplicamos la 
scgunda fila primero por 7 y 
luego por 4 antes de sumarla, 
rcspcctivamcnte, a las filas 
tercera y cuarta. 


r \ 

3 

-2 

-2 

_,5 1 

/ 

0 

1 

-3 

-4 

-22 


0 

0 

-15 

-21 

-102 

< -5-(-I5) 

,0 

0 

-9 

-11 

-58 , 




Dividimos la tcrccra fila por 
-15 para quc cl clcmcnto a 33 
sea 1. 


Para anular cl elcmento 
multiplicamos por 9 la ter- 
cera fila y se la sumamos a 
la cuarta. 


Multiplicamos la cuarta fila 
por g- para que a u sea l. 


f \ 

3 

-2 

-2 

-15 

0 

1 

-3 

-4 

-22 

0 

0 

1 

7 

5 

34 

5 


0 

(-9) 

-11 

-58 


(\ 

3 

-2 -2 

-15> 

0 

1 

-3 -4 

-22 

0 

0 

1 1 

34 

5 

1° 

0 

0 ! 

16 

5 ) 


'1 

3 

-2 

-2: 

-15> 

0 

1 

-3 

-4Í 

-22 

0 

0 

1 

7 í 
5 / 

34 

5 

,0 

0 

0 

1 

2 ) 





Iniciamos el proccso en sen- 
tido contrario. Prcscindimos 
de las explicaciones pues las 
opcraciones a realizarse cada 
vez para anular los clcmcn- 
tos señalados están indicadas 
al lado de cada matriz. 
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Solución del sistema: 


'\ 3 

0 1 
0 0 
,0 0 


-2] 0 -lP 
-3' 0 -14 
1 0 4 

0 1 2 j 




(2) 


r l ( 3) 0 0 -3' 

0 10 0-2 

0 0 10 4 

0 0 1 2 ; 



r l 0 0 0 3 ^ 

0 10 0-2 
0 0 10 4 

,0 0 0 1 2 j 


/ 


(3,-2,4,2) 


( Ejercicio 164 

Resolver por el método de eliminación de Gauss cada uno de los siguientes 
sistemas: 


1 ) 


Jt-2y = 13 
jc-7}> = 38 


2 ) 


2>x + 7y = —33 
x - 2y = 2 


3) 


\x-y = -2 
[3:t - 2y = 6 


4) 


jc-4y + 3z = 13 
• 2x + 3y + z = 5 t 

3x + 2y-4z = -4 



2x - 3y - 3z = -32 
- 4x - 2y + z = -11 
x + 2y + 3z = 1 


6 ) 


'3x-2y+ z = -14 
x +>z = — 4 
[4x - 3y + 5z = -23 


x - 3y + 6z = 3 


7) 


<5y-2z = 2 
3x-3y + 4z = 23 


2x + 3y + 2z + 4v = 11 
3x — y — 2z + 2v = — 21 
4x - 2y + z + v = -10 
x — 2y + z + v = —4 


9) 


2jc + y + z + v = 4 
3jt-y-z + v = -l 

< 

4jc-j + z + 2v = 3 
5x + z + v = 6 


3* + 2;y + £ = -ll 


10 ) < 


2x - 2y + v = -6 
*->’ + 3z + 2v = -12 


4x + z + v = -12 
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x + ;y + z + v + w = 3 
jc->’ + v- w = -3 


x-> + z- v + w = 12 
3 jc + 3z +v + 2w = 17 


11) < 21 + > - z - w = 0 


12) < 2jc + 3> - z - 2w = -6 
2jc + 3> + 2z - v + w = 12 
2jc -2z + 2v- w = -6 


2jc + 2> + z-v = 8 
x - 2z - v - w = -2 


Inversiones de una permutación' 


Un conjunto de elementos puede ordenarse de muchas formas. E1 número de 


formas distintas de ordenar n elementos es 
P - n \ 

1 n 


Si tomamos n elementos y los ordenamos según cierto criterio, a ese 
ordenamiento lo llamaremos permutación pñncipal. 

Dos elementos de otra permutación forman sucesión si, prescindiendo de los 
restantes, están en el mismo orden que en la permutación principal y forman 
inversión en caso contrario. 

Por ejemplo, si la permutación principal es 1234567 y una de las 
permutaciones es 5213647, tenemos que en ésta 

el 5 y el 2 forman inversión 
el 5 y el 1 forman inversión 
el 5 y el 3 forman inversión 
el 5 y el 6 forman sucesión 
el 5 y el 4 forman inversión 

y el 5 y el 7 forman sucesión. 

Para hallar el número total de inversiones que forman los elementos de una 
permutación, se suman las inversiones que forma cada elemento con los que le 
siguen. 

En nuestro ejemplo 

el 5 forma 4 inversiones 
el 2 forma 1 inversión 
el 1 no forma inversiones 
el 3 no forma inversiones 
el 6 forma 1 inversión 
el 4 no forma inversiones 

E1 total de inversiones es 4 + 1 + 1 = 6. 
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Clase de una permutación 


Si el total delnversiones es par diremos que la permutación es de clase par; 
diremos que es de clase impar en caso contrario. En el ejemplo anterior teníamos 
una permutación de clase par. 

Eiemplo 12 


Si SECADOR es la permutación principal, determinar de qué clase es la 
permutación DECORAS. 

D forma inversiones con E, C, A y S 

= 4 

E forma inversión con S 

= 1 

C forma inversión con S 

= 1 

O forma inversiones con A y S 

= 2 

R forma inversiones con A y S 

= 2 

A forma inversión con S 

= 1 


El total de inversiones es 9: bECORAS es, por tanto, una permutación de 
clase impar. 


DETERMINANTES 


A cada matriz cuadrada se le hace corresponder un número que recibe el 
nombre de determinante de la matriz. 


E1 determinante de una matriz cuadrada es la suma de todos los productos 
que pueden formarse de tal forma que en cada producto haya un elemento (y sólo 
uno) de cada fila y un elemento (y sólo uno) de cada columna. 

Estos productos serán positivos o negativos según que sean de clase par o 
impar las permutaciones de los subíndices que indican las filas y las columnas. 


En un determinante de segundo orden (un determinante de dos filas y dos 
columnas) 


a u a ¡2 

a 2l . a 22 


sólo pueden obtenerse dos productos distintos que satisfagan las condiciones 
descritas: a {¡ a 22 y a ]2 • a 2] . 


E1 primer producto será positivo pues los subindices 11 y 22 no forman 
inversión y son una permutación de clase par. 

En el segundo producto, en cambio, el subíndice 12 no forma inversión, pero 
sí forma inversión el subíndice 21. Se trata de una permutación de clase impar y el 
producto llevará signo negativo. 

Tenemos entonces que 

A = a \\ a 22 ~ a \2 a 2 \ 
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En 'un determinante de tercer orden 


a Ll 

a \2 

a \3 

a 2¡ 

a 22 

a 23 

a 3i 

a 32 

a 33 


pueden formarse los siguientes productos: 

a \ 1 * a 22 ‘ a 33 * a \2‘ a 23 a 3\* a \3 * a 2\ ' 

a \3 ' a 22 ' a 3\* a \2 ‘ a 2\ ' a 33 * a \ \ ' a 23 ' a 32 

los tres últimos negativos por tratarse de permutaciones de clase impar. 

Tenemos, entonces, que para un determinante de tercer orden ' 

& = a \\ a 22 ‘ a 33 + í7 I2 ‘ a 23 a 3 \ + a \3 ‘ a 2\ ‘ a 32 ~ a \3 a 22 a 3\~ a \2‘ a 2\ ‘ a 33 ~ a \\ a 23‘ a 32 

En un determinante de orden n, el número de productos distintos que pueden 
formarse es 

N = C nA : C n _| , -C n _ 2 '\ . C,, 

= n(n-l)(n-2) •••••, 1 
= n\ 

de los cuales la mitad serán positivos y la mitad negativos. 

Así en un determinante de cuarto orden, pueden formarse 4! = 24 productos 
distintos. En uno de quinto orden 5! = 120 productos distintos. 

Si en los determinantes de segundo y de tercer orden se hace fácil construir 
todos los productos distintos, con los de cuarto orden o de orden superior al cuarto 
se hace del todo imposible. 

Ulteriormente estudiaremos una serie de propiedades de los determinantes 
cuya aplicación nos permitirá calcular con relativa facilidad determinantes de orden 
superior al tercero. 


Desarrollo de determinantes de segundo orden 


Ya bemos visto que el valor de un determinante de segundo orden es 


a \\ 

a 2\ 


a \2 


a 22 


~ a \\ ‘ a 22 ” tí 12 a 2 ) 


En palabras llanas, podemos decir que es igual al producto de los elementos 
de la diagonal principal menos el producto de los elementos de la diagonal 
secundaria. 


Eiemplo 13 

Calcular el valor de A: 



5 

3 
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A = 3 • 3 - 5 • (-2) 
= 9 + 10 


A = 19 


Eiemplo 14. 


Resolver la siguiente ecuación: 


x 

x 


5 

2x 


= 42 


Desairollando el determinan- 
te del miembro de la izquier- 

da: Jt • 2x - 5 * X = 42 


Multiplicando y trasponien- 

do términos: 2x — 5x — 42 — 0 


De donde: 



/ 


( Ejerciclo 165 


i. 


Calcular los siguientes determinantes: 


1) 


3 -2 

-5 4 



sena -cosa 
cosa sena 


4) 


3 V 2 V7 

2^21 2V6 



sen p sen a 
cos /J cosa 


lg 3 lg4 
— lg 3 lg25 


7) 


Resolver las siguientes ecuaciones: 
2 3x 


-1 


= 15 



jc +1 jc - 2 

2jt +1 Jt - 3 


8 ) 


3jt 2 
3 Jt 


lljt + 14 



11 ) 


cos3jt 
sen 3jt 


2sen x 
2cosjt 


= -l 



2cosjt 

1 


-1 

2sen Jt 



Resolver los siguientes sistemas: 
2x 3 y 


0- 


-1.2 
5.2 

2y x 


= 0 


= 31 


14) 


x 

y 

5 

3 



-y 

X 


= 11 
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Desarrollo de determinantes de tercer orden 

Ya hemos visto también que ei valor de un determinante de tercer orden es 


a \\ a \2 a \3> 


- «21 a 22 a 22 ~ 
a M a 22 a 33 

- | Cl 2 2 -033 +«12 ' a 23 ' a 3l + fl 13 ‘ a 21 ' a 32 ~ a l3 ' a 22 ' a 31 ~ a l2 ‘ a 21 ' a 33 ~ a l! ' a 23 ' a 32 

Un esquema que puede ayudar a desarrollar el determinante de tercer orden 
sin tener que recurrir a la memorización de una fórmula es el siguiente: 



Veámoslo con un ejemplo: 

Ejemplo 15 


1 3 2 


Calcular el valor del determinante A = 4 5 7 

8 6 9 


Los tres productos que se 
pueden obtener con la parie 
izquierda deJ esquema son: 



1-5*9, 4*6*2, 7*3*8 


Los que sc obtiencn eon la 
parte dereeha son: 



2-5-8, 7-6-1, -4-3-9 


El valor del determinante es: A = 45 + 48 + 168 - (80 + 42 + 108) 

= 261-230 


A = 31 
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Ejemplojó 


Resolver: 


x 2x 
2* 5 
x 4 



Desarrollamos el determi 
nante: 

Rcduciendo términos: 
Simplificando: 


5x + 2x 2 — 24 — (—1 + 4j: -h 4jc) = 4x 

2x 2 + 8jt - 24 = 0 
x 2 +4x-12 = 0 


De donde: 


X, = -6 



Eiemplo 17 


Resolver: 


x -2 x 


-3 x 
5 2x 


3 


< lx\-51x 


X 


Desarrollamos e! determi- 
nante: 

Reduciendo términos: 
Factorizando: 

Estudiamos la función 


X 3 - 6x 2 - 30 - (5x 2 + 6x + 6x 2 ) < 7x 2 - 37x 

x 3 - 10x 2 +31x-30< 0 
(x - 2X-V - 3X-V - 5) < 0 
y = (x-2X.*-3X*-5) 


GráFica: 


Solución: 



( Ejercicio 166 




Calcular los siguientes determinantes: 



2 2-1 


2 4-1 

1) 

-2 0 1 

3) 

7 7-3 


0 -1 1 


9 1 -4 


-6 »6 0 


1 2 0 

2) 

-4 3 1 

4) 

1 0 3 


2 0-4 


0-2 3 


MATRICES Y DETERMINANTES 711 


























5) 


6 ) 


7) 


s 


-3 -2 1 

1 2 3 

2 0-2 

11 -13 15 

-10 9 12 

17 -19 14 

1 2 3 
4 5 6 
7 8 9 


j 2 3 

i 1 _i 

3 2 1 


9) 



11 ) 


12 ) 


-2 3 6 

Resolver las ecuaciones e ineeuaciones siguientes: 


13) 


14) 


3jc 

2jc 

JC 



1 

2 

3 

= 

64 

-1 

2 

-3 



5 

-JC 

2jc 


1 

1 

jc + 2 

= 17jc 

-3 

2 

1 




15)) 


16) 


jc + 1 1 1 

2 x + 2 2 

3 3 jt + 3 


= 10-3x 


3 3" -1 

2 -2 3' 
3’ 1 -1 


3-3' 

2 


7 3 ‘ - 5 
2-3* 



x 1 2 


2x -x 1 

17) 

-1 A' 0 

= 

-2 

A 4 


2 x 1 


2 

-1 1 


2 

A 

-i 


1 2 3 


.r 

JC 1 

JC 

0 

1 

+ 

x x 2 

= 

-2 

3 -1 

2jc 

1 

1 


-1x2 


2 

l X 


19) 


jc -*-2 

2 x 

5 2 


3 

-1 

JC 


> 8jc - 14.C + 8 


V2 

V'3 

1 

-V6 

2^6 

-2 

V3 

-V2 

V6 

V21 

\44 

V7 

V7 

2^3 

-V2 

V2l 

-3\/7 

VÍ4 

lg2 

lg2 

1 

-1 

lg5 ' 

lg5 

lg25 

1 

lg 4 


a b c 
b c a 
c a b 
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20 ) 


jc' -1 2x 
2 x -4 
5 -1 x 


-x } + lx 2 


-x 


Propiedades de los determinantes 

1) Si todos los elemetitos de una li'nea (fila o columna) son nulos, el 
determinante es nulo. 

En efecto, por definición, en todos los productos que pueden formarse al 
desarrollar el determinante debe haber un elemento de cada fila y uno de cada 
columna. Si todos los elementos de una fila o columna son íiulos, todos los 
productos lo serán pues en cada uno de ellos debe haber un elemento de dicha línea. 

2) El determinante de una matriz cuadrada y el de su traspuesta son iguales. 

Si en un determinante se escriben, conservando el mismo orden. las filas 
como columnas, el valor del determinante no varía. 


a 

b 

c 


a 

d 

g 

d 

e 

f 

= 

b 

e 

'h 

g 

h 

i 


c 

f 

i 


En efecto el desarrollo de ambos determinantes es 
aei + bfg+ cdh - (ceg + bdi + afh) 

3) Si se intercambian dos filas o dos columnas, el valor absoluto del 
determinante no varia, pero cambia de signo. 


a 

b 

c 


a 

c 

b 

d 

e 

f 

= - 

d 

f 

e 

g 

h 

i 


g 

i 

h 


4) Si dos filas o dos columnas de un determinante son idénticos, el 
determinante es nulo. 


Sea el determinante 


a b c 


A = 


d e 


tí- h 


f 

c 


Si intercambiamos la primera y tercera filas, el delerminante, por la 
propiedad anterior, cambiará de signo y obtendremos -A: 


-A = 


a b 
d e 
a b 


c 

f 

c 


Y conp dos cantidadcs iguales a una tercera son iguales entre sí, tenemos que 


A = -A 
2A = 0 
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y A = 0 

5) Si se multiplican todos los elementos de una línea por un mismo número, 
el valor del determrnante queda multiplicado por dicho número. 


Nuevamente recurrimos a la definición de determinante: dado que en cada 
uno de los productos que se forman al desarrollar el determinante debe aparecer un 
elemento de la línea en cuestión, estando los elementos de esa línea multiplicados 
por un número, cada uno de los productos quedará multiplicado por dicho número. 


ka kh kc 
d e f 
8 h i 


= kaei + kbfg + kcdh - (kceg + kbdi + kafh) 

/ 


Sacando factor común: 

= k[aei + bfg + cdh - (ceg + bdi + afh)] 
a b c 


= k 


d e f 
g h i 


Esta propiedad nos permite sacar factor común en una fila o en una columna. 
Sea, por ejemplo, el determinante 


2 14 -6 
7-19 
2 0 3 


Si sacamos factor común 2 en la primera fila y luego factor común 3 en la 
tercera columna, obtendremos: 


= 2-3 


1 7 -1 

7-13 

2 0 1 


6) Si se cambia el signo de los elementos de una línea, el determinante 
cambia de signo. 

Esta propiedad es corolario de la anterior. 

7) Si se cambia el signo de los elementos de un número par de líneas, el 
determinante no vari'a. Si se hace, en cambio, con un número impar de Kneas, el 
determinante cambia de signo. 

Corolario también de la propiedad 5. 

8) Si los elementos de una línea son proporcionales a los de otra línea 
paralela, el determinante es nulo. 

Sea el determinante 


A = 


ka kb kc 
d e f 


a b c 
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en el qüe los elementos de la primera fíla son proporcionales a los de la tercera. 
Sacando factor común (própiedad 5): 


a b c 


A-k 


d e 


a b 


f 


E1 determinante del miembro de la derecha es nulo por tener dos ñlas iguales 
(propiedad 4). Por tanto 

A = k-0 
A = 0 

9) Un determinante se puede descomponer en una sutrui de determinantes 
que tienen todas las líneas iguales a las del primero menos una, si al sumar los 
elementos correspondientes de esta línea se obtiene la línea del primer 
determinante. 


«1 +*l 

a 2 + ^2 

a } +b 3 


a i 

a 2 

«3 


b t 

b 2 

b } 

k 

l 

m 

- 

k 

l 

m 

+ 

k 

l 

m 

P 

<? 

r 


P 

q 

r 


P 

<7 

r 


En efecto el desarrollo del determinante de la izquierda es: 

(a j + b { )lr + (a 2 + b 2 )mp + [a 3 + b 3 )kq - (íí 3 + b 3 )lp - (a 2 + b 2 )kr - (a , + )mq (I) 

E1 desarrollo de los determinantes de la derecha es: 

[a { lr + a 2 mp + a 3 kq - a 3 lp -a 2 kr- a^mq] + [b¡Ir + b 2 mp + b 3 kq - b 3 lp -b 2 kr- b } mq\ 

Sacando factor común en los primeros términos de cada corchete, luego en 
los segundos, y así sucesivamente, se obtiene la expresión (1). 

10) Si se suman a fos elementos de una línea los correspondientes a otras 
líneas paralelas, multiplicadas previamente por núrneros cualesquiera, el valor del 
determinante no varía. 

Sea el determinante 


a b c 


A = 


d 

% 


e 

h 


f 


Sumémosle a los elementos de la primera fila los de la segunda multiplicados 
por k y los de la tercera multiplicados por m\ 


a + kd + mg 


A = 


d 

g 


b + ke + mh 
e 
h 


c + kf + mi 

f 


Por la propiedad 9 podemos descomponer el determinante así: 


b 

a 

b 

c 


kd 

ke 

kf 


mg 

mh 

mi 

A — 

d 

e 

/ 

+ 

d 

e 

f 

+ 

d 

e 

f 


g 

h 

i 


g 

h 

i 


g 

h 

i 


MATRICES Y DETERMINANTES 715 





















Los dos últimos determinantes son nulos por tener líneas proporcionales 
(propiedad 8). En consecuencia 


A = 


A = 


b 

e 

h 

b 

e 

h 


+ 0 + 0 / 



11) Si una línea de un determinante es combinación lineal de otras líneas 
paralelas a ella, el determinante es nulo. 

Sea el determinaníe 

a b c 

A = d e f 

ka + md kb + me kc + mf 


en el que la tercera fila es la suma dedas dos primeras multiplicadas previamente por 
números cualesquiera y, en consecuencia, combinación lineal de ellas. 

Por la propiedad 9 lo podemos descomponer así: 



a 

b 

c 


a 

b 

c 

A = 

d 

e 

f 

+ 

d 

e 

f 


ka 

kb 

kc 


md 

me 

mf 


Como por la propiedad 8 los dos determinantes son nulos, tenemos que 
A = 0 

Menor complementario de un elemento 

(\ Es el determinante que resulta de suprimir la fila y la columna del elemento. 

Obviamente, si el determinante al que pertenece el elemento es de orden n, el 
menor complementario, al suprimirle una fila y una columna, será de orden n - 1. 

En el determinante 

3 5 -|2 4 

7 6' ( 8 )—3- 

-2 0 4 -1 

5 3 10 

el menor complementario del elemento a 2 , es 
3 5 4 

• -2 0 -1 
*5 3 0 
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Adjunto de un elemento 


Si al menor complementario de un elemento le anteponemos un signo 
positivo o un signó negativo, según sea par o impar, respectivamente, la suma de los 
subíndices del elemento, obtenemos el adjunto de ese elemento. 

En el ejemplo anterior el adjunto del elemento a 2 3 , que se designa por or 2 3 » es 



3 5 4 

-2 0 -1 
5 3 0 


Signo de ios adjuntos por ia posición del élemento 

Los signos de los adjuntos se van altemando a lo largo de una fila o de una 
. columna tal como se muestra en el cuadro que sigue. 

Signos 


«II 

a\2 

«13 

a \A 


+ 

- 

+ 

- 

«21 

a 22 

«23 

a 2$ 


- 

+ 

- 

+ 

«31 

«32 

«33 

«34 


+ 


+ 

- 

«41 

«42 

«43 

«44 


- 

+ 


+ 


Desarrollo de un determinante por los elementos 

de una línea 


El valor de un determinante es igual a la suma de los productos de los 
elementos de una fila o columna cualquiera por sus correspondientes adjuntos. 

Por ejemplo, si en el determinante 


4 13 


a 2 1 a 22 a 21 
a M a 32 fl 33 

elegimos la primera fila para efectuar el desarrollo por adjuntos, tendremos: 


= a i 


a 22 a 21 
a 32 a 33 


-a 


12 


#21 a 23 

a 3\ a 33 


+ «13 


4 2\ 


J 22 


u 32 


(E1 segundo término es negativo porque el adjunto del elemento a l2 lo es).Si 
elegimos, en cambio, la segunda columna para efectuar el desarrollo, el mismo 
determinante será igual a la expresión que sigue: 


= —a 


12 


a 2 \ a 23 

a 3\ 


Á 33 


+ a 


22 


u \\ u \3 

a 3\ a 33 


” fl 32 


a 2\ 


Á \3 


Á 23 


(Nuevamente, los términos negativos deben su signo al hecho de ser 
negativos los adjuntos de los respectivos elementos). 
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Utilidad del desarrollo por adjuntos 


Es desarrollo por adjuntos facilita el cálculo de los determinantes de tercer 
orden y puede ser efectuado mentalmente sin necesidad de escribir los menores 
complementarios de los elementos. 

Trate el lector de seguir y entender el siguiente desarrolio: 


3 

-3 

4 


2 4 
5 3 
1 7 


= 3(35 - 3) - 2(-21-12) + 4(-3 - 20) 


= 96 + 66-92 
= 70 

Pero la ventaja del desarrollo por adjuntos se hace más evidente en casos 
como el que sigue: 

3 0 2 

7 -2 / 5 
1 0 4 


Si desarrollamos por los elementos de la segunda columna, tenemos: 
3 2 


- 0a !2 +(-2) 


1 4 


+ 0 a 32 = -20 


Obviamente, la elección de una línea con la mayor cantidad de elementos 
nulos hace mucho más breve el cálculo. 

Sin embargo, si el método de los adjuntos es útil en el caso de los 
determinantes de tercer orden, en el caso de los determinantes de orden superior al 
tercero se hace imprescindible para evitar el cálculo engorroso de n\ productos, 
como vimos con anterioridad. 

Con el fin de tener la ventaja adicional de la presencia de ceros entre los 
elementos de una línea, nos valdremos de las propiedades de los determinantes para 
hacer convenientes transformaciones. 

Las explicaciones las damos a continuación con ejemplos concretos. 


DesarroUo de determinantes de orden superior 

al tercero 


Eiemplo 18 


Calcular: 



5 

-1 

5 

2 

4 


4 

2 

3 

0 

8 


-2 

-2 

0 

-3 

3 


2 

7 

2 

1 

2 
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Lo primero que debemos 
hacer es elegir un eiemento 
igual a 1 y que pertcnczca a 
una línea que tenga la mayor 
cantidad de ccros. En este 
determinante, cl primcr cle- 
mcnto y d último de la cuar- 
ta fila satisfacen esta condi- 
ción. Trabajaremos con el 
primer elemento. 


Haciendo uso de la T pro- 
piedad, para obtener que se 
anulen los restantes elemen- 
tos de la cuarta fila, mullipli- 
caremos la printera columna 
por -2 y se la sumaremos a 
ia segunda; luego multiplica- 
remos la primera columna 
por 3 y se la sumaremos a la 
cuarta; por último, la multi- 
plicaremos por -l y se la 
sumaremos a la quinta co- 
lumna. 


1 5 4-22 

4 -12-2 7 

-4 5 3 0 2 

(lT 2 0 -3 1 

2 4 8 3 2 





(-0 


E1 proceso ya es en cierla forma conocido pues lo utilizamos al aplicar el método de Gauss, sólo que allá 
sólo sumábamos filas. nunca columnas. 

Con determinantes, en cambio, podemos sumar columnas; cuando .ve quieren obtener ceros en una fila se 
suman columnas. 


1 3 4 1 1 

4 -9 2 10 3 

-4 13 3 -12 6 

1 0 0 0 0 

2 0 8 9 0 


Desarrollando el determinan- 


te por los adjuntos de los ele- 
mcntos de la cuarta fila. ten- 


3 

4 

1 

1 

dremos; 


-9 

2 

10 

3 

(Dado que los restantes ele- 

= (-i) 

13 

3 

-12 

6 

mentos de la cuarta fila son 


0 

8 

9 

0 


ceros. sus productos por sus 
respectivos adjuntos se 
anulan). 
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Nuevamente* para seguir el 
cálculo, elegimos un elemen- 
to igual a 1 y que pertenezca 
a una línea con ia may<5r 
cantidad de ceros: trabajare- 
mos con el primer elemento 
dc la cuarta columna. 


•Para que se anuien los res- 
tantes elementos de la cuarta 
columna, multiplicaremos la 
primera fila por -3 y se la 
sumaremos a la segunda; a 
continuación, multiplicare- 
mos. la primera fila por -6 y 
se la sumaremos a la tercera. 

(Ctuindo se quieren obtener 
ceros en una columna se 
suman filas) 


3 

-9 

13 

0 


4 1 0 

2 10 3 

3 -12 6 

8 9 | 0 




(-6) 


/ 


3 

4 

í 

0 

-18 

-10 

7 

0 

-5 

-ai 

-18 

0 

0 

8 

9 

0 


Desarroilando por la cuarta 
columna: 


-18 -10 7 


=-(-•) 


-5 

0 


-21 -18 
8 9 


E1 signo quc precede al de- 
terminante pasó a ser positi- 
vo. Dado que tiene muchos 
elementos negativos, cam- 
biaremos el signo de las dos 
primeras filas, con lo que el 
valor del determinante no 
variará (propiedad 7): 


18 10 -7 
5 21 18 

0 8 9 


A este punto, ya que no tene- 
mos ningún elemento igual a 
1 y tratar de obtenerlo no fa- 
cilita el cálculo, desarrolla- 
mos por los elementos de la 
tercera ftia: 


- 8 ( 324 + 35 )+ 9 ( 378 - 50 ) 
-2872 + 2952 


80 
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Eiemplo 19 

Calcular el valor del siguiente determinante: 



5 

1 

2 

2 

-2 


Elegimos para el desarrollo 
el tereer elemento de la cuar- 
ta columna: 


Procederemos a anular los 
restantes elcmentos de la 
cuarta columna. Las opera- 
ciones a realizarse están irf- 
dicadas al lado del determi- 
nante anterior. (Nótese que 
para obtener ceros en una 
columna estamos sumando 
filas): 


-2 

0 

3 


2 

3 

-5 


7 

1 

2 


0 

-4 

7 


-3 

-1 

3 


10 

5 

-2 

[ 0 

3 

1 

2 

3 

-1 

2 

7 

:® 

-3 

2 

0 

-4 

1 

-2 

-3 

i -1 


10 

5 

-2 

0 

6 

-5 

-19 

! o 

-1 

2 

7 

® 

-7 

10 

28 

0 

0 

0 

4 

0 



3 

-11 

2 

15 

5 





Desarrollando por la cuarta 
columna: 


Sacamos factor común en ia 
2* columna (propiedad 5): 


Para continuar elegimos el 
primer elemento de la 
scgunda columna (sumare- 
mos filas). Las operacioncs 
están indicadas. 


10 5 -2 3 

6 -5 -19 -11 

-7 10 28 15 


0 

0 

4 

5 

10 


-2 

3 

6 

-lí 

-19 

-11 

-7 

2 : 

28 

15 

0 

0 | 

4 

5 

10 


-2 

3 

16 

0 : 

-21 

-8 

-27 

0 i 

32 

9 

0 

[ o ] 

4 

5 




(- 2 ) 


(D 
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Desarrollando por la segun- 
da columna: 


= -5(-l) 


16 -21 -8 
-27 32 9 

0 4 5 


Desarrollando por la tcrcera 
fila: 


= 5 [- 4(144 — 216 ) + 5(512 - 567 )] 
= 5 [288 - 275 ] 

513 


65 


( Ejercicio 167 


Calcular el valór de los siguientes determinantes: 

3022 . 0232 

2 11-3 110-2 

-2 2 -3 1 6 ) 2 0 0 

5 0 3 5 -112 


1) 


2 ) 


16 3 4 

5 6 7 7 

7 11 11 12 
2 3 2 1 



15 

-4 3-5 


3 ) 

0 

1 5 4 


7 

-2 4 6 



5 

0 7 2 



8 

3 9 

1 

' í ) 

-13 

0 

15 -21 

23 -2 

8 

4 


6 

-10 -3 

13 


1 

2 1 1 

-2 


2 

I -1 0 

2 

5 ) 

-2 

2-10 

' 2 


2 

*1 1 1 

-3 


-1 

-1 -2 -1 

1 


0 

-2 


7 ) 


£ 


-2 

2 

1 

2 


01 - 21-1 

12 3 4 5 
6 5 4 3 2 
0 0 0 2 1 
1112 2 
10 111 


2 -20 3 5 

4 -1 11-2 


2 2 
1 0 
2 5 


2 -3 

6 3 

0 -3 


4 

8 

4 

-I 

2 


( 9 f ) 


1-110 1-1 
2 0 0 1 0 -1 
1 1 12-21 
2 12 10 1 
1 - 201-20 
10 10 1 0 
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10 ) 


11 ) 


12 ) 


13) 


14 ) 


11-1-11 0 2 
1 0 2 2 . 1 0 0 
01.1 02-21 
2 10 110 1 
1 -2 -1 - 1-10 3 

0-12 1 0 0 1 
1-2 1 0 2 10 

0 sena ctga 
sena 0 sena 
ctg a sen a 0 

1 1 1 

1 1 +a 1 

1 1 1 + b 

1+a 1 1 1» 

1 1 + b 1 1 

1 1 1+c 1 

1 1 1 1 + d 

1+x 1 1 1 

1 1 —jc 1 1 

1 1 1+y 1 

1 1 


1 l-y 

Resolver las siguientes ecuaciones (Ejercicios 15 al 25): 


15) 


16) 


17) 


jc 1 1 -1 

-lxll 
11x2 
1 -1 1 x 

2 3 x 1 
1 x -1 -1 

1 0 x -1 

1x02 

-1x02 
-x 1 1 1 

2x11 
10x1 


= 0 


= 0 



X 

-1 

2 

= 

11 

1 

1 


3 

0 

X 


+ 3 


MATRICES Y DETERMINANTES 723 





















18) 


25) 


19) 


20 ) 


21 ) 


22 ) 


23) 


24) 


X 

i 

1 


X 

-2 

0 


X 

X 


■x 


X 

1 


-1 


, 1 

1 

1 

i 

-1 

1 


1 

X 

2 

0 

X 

c 

0 

1 

X 

0 

X 

1 

0 

X 

: 

1 

X 

a 

b 



a 

X 

b 

= 

0 

1 

0 

1 




= 0 


x 

0 

1 

-1 

1 


4x 0 x 
1x0 
3x 1 1 


a 

a 


b 
b 

1 0 x 

0 1 0 


b 

a 

x 


-a 

-a 

1 

1 

a 

b 

a 


= 0 


10 0 1 

x 3 a 2 +1 
a 3 x 2 + l 


= 0 


1 


x 2 +a 2 


= 0 


a 

b 

c 

X 

b 

a 

X 

c 

c 

X 

a 

b 

X 

c 

b 

a 

X 

a 

b 

c 

c 

X 

a 

b 

b 

c 

X 

a 

a 

b 

c 

X 


= 0 


= 0 


K*') 


26) 


Demostrar las siguientes igualdades (Ejercicios 26 al 52) 
a a a a 

I b t b b 

II c c 

III d 


= a(¿>-lXc-lXd-l) 
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27) 


28) 


b 

c 

a 

d 

b 

c 

a 


1 1 


d 

a 

c 

b 

1 

-1 

1 

0 


= (a + b + c + d)(a + b-c-d)(a — b + c — d)(a-b — c + d) 



a 

0 

-b 

- 

0 

c 

3 


1 

b 

1 



a-b-c 

2 a 

2 a 

29) 

2 b 

b-c- 

a 2 b 


2 c 

2 c 

c-a-i 

b 


(b + c) 2 

b 2 

c 2 


30) 

a 2 (c + a) 2 

c 2 

= 


a 2 

b 2 

(a + b) 2 



a 2 b 2 

2 ab 


31) 

2 ab a 2 

b 2 

= (a 3 +í> 3 ] 



b 2 2 ab 

a 2 



0 a b 

d 



= (a-b-c) 2 


= (a + b + c ) 3 


= 2 abc(a + b + cf 


32) 


33) 


34) 


35) 


-a 0 c e 
b c 0 0 
d e 0 0 

b + c c 
c a + c 

b a 


= (be-cd)' 


b 

a 

a + b 


= 4abc 


4 a +1 
a +1 (a + 2) 2 
a + 1 1 


a +1 
1 

(a + 2f 


= 2(a + 3) 3 (a + l) 


a b 
a a 
a b 
b b 


b b 
b a 
a a 
b a 


= (a~ b) 


36) 


a 2 -l 


a -1 
2a-4 
3a-9 a 2 -9 a 3 -27 


a 2 -4 


a 3 — 1 
a 3 -8 


= -2 a(a - l)(a - 2^a - 3) 
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37) 


38) 


39) 


40) 


41) 


42) 


43) 


44) 


a 

0 

0 

0 

0 

0 0 

b 

0 

a 

0 

0 

0 

0 b 

0 

0 

0 

a 

0 

0 

b 0 

0 

0 

0 

0 

a 

b 

0 0 

0 

T) 

0 

0 

b 

a 

0 0 

0 

0 

0 

b 

0 

0 

a 0 

0 

0 

b 

0 

0 

0 

0 a 

0 

b 

0 

0 

0 

0 

0 0 

a 

1 


a 

a 2 

a 3 


a 3 


a 2 


a 

1 


1 


2 a 

3a 2 

4a 3 

= a' 

4a 

3 

3 a 2 

2 a 

1 


sen a 

cosa 

2cos (P 

-r) 

ser 

•0 

cos/3 

2cos (a 

-r) 

seny 

cosy 

2cos(a 

-P) 




= sen(2a - 2)3) + sen(2/) -2 y) +sen(2y - 2a) 


sen 2 a cos 2 a cos2a 
sen 2 /3 cos 2 P cos2/3 
sen 2 y cos 2 y cos2y 


= 0 


sen 2 a 
cos 2 a 


sen 2 /3 
cos 2 P 

cos 2 6 l-sen 2 é> cos 2 6 


sen 2 y 
cos 2 y 


= 0 


cos(a - P) cos(P - y) cos(y - a) 
cos(a + P) cos(p + y) cos(y + a) 
sen(a + )3) sen(/J + y) sen(y + a) 


1 1 1 
tga tg/3 tgy 

sen 2a sen 2/3 sen 2y 


= 0 


= -2sen(a - /3)sen(/3 - y)sen(y - a) 
(Si a + p + y = n ) 


1 cosy cos P 
cosy’ 1 cosa 
cos/3 cosa 1 


= 4cosacos/3cosy 


(Si a + /3 + y = n) 
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45) 


46) 


.47) 


48) 


49) 


50) 


1 

cosa 

cosjS 

1 


cosa 

1 

cosy 

1 

1 


cos/J 

cosy 

1 

1 


1 1 1 

cos a cos p cos y 
cos2a cos2j3 cos2y 

cos a cos P cos y 
cos2a cos2j3 cos2y 
cos3a cos3j3 cos3y 


= -lósen 2 ^sen 2 y sen 2 j 


= 2(cos p - cos y)(cos y - cos a)(cos a - cos j3) 


51) 


sen a sen a 
senj3 sen^j3 
seny sen'y 

sen2a cosa 
2 tg a sec a 
2sena 1 

cosa 1 
1 2cosa 
0 1 
0 0 

2cosa 

1 


cosa 

cosj3 

cosy 


= 4(cos a - cos /?)( c os j3 - cos y^cos y - cosa) • 

• (cos a + cos P -f cos y + 2 cos a cos p cos y) 

= sen(a + P + y)sen(a - j3)sen(j3 - y)sen(y - a) 


= 0 


1 


0 

0 


2cosa 

1 

0 


0 

1 

2cosa 

1 

0 

1 

2cosa 

1 


0 

0 

1 

2 cos a 

0 

0 

1 

2cosa 


= cos4a 


sen 5 a 


sena 


lg 2 3 lg 3 4 lg 4 5 

52) lg 2 3 lg,4 lg 2 5 = 1 - lg 2 3 
lg 5 3 lg 5 4 lg 4 2 

53) Demostrar que, si ab + bc + ca = 0, una raiz de la ecuación 

x + a bc 
x + b ca =0 


x 2 +a 2 
x 2 +b 2 


x 1 +c 2 x + c ab 


es x = 0 y buscar la otra raíz. 
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Calcular los siguientes determinantes: 


54) 


55) 


56) 


1 

1 

1 

1 

1 


1 

Q.l 

Q,i 

Q.i 

Q.i 


1 

Q.2 

Q.2 

C 5,2 

Q.2 


í 

Q,3 

Q.3 

C 6,3 

Q.3 


1 

Q.4 

Q,4 

C 7,4 

Q.4 



1 

1 

1 


1 

c 


Q+1,1 

Q+2,1 Q+3.1 

Q+1,2 

Q+2,2 

Q+3,2 Q+4,2 

Q+2.3 

Q+3.3 

Q+4,3 Q+5,3 

í 

i 

0 

0 

0 

0 

í 

c 2>1 

Q,2 

0 

0 

0 

í 

C 3.1 

Q.2 

Q.3 

0 

> 

0 

í 

Q.i 

Q.2 

Q,3 

C 4,4 

0 

í 

C 5.1 

Q.2 

Q.3 

C 5,4 

C 5,5 

í 

C 6,l 

Q.2 

Q.3 

Q.4 

C 6,5 


/ 



1 

0 

0 

0 

1 


1 

Q,i 

0 

0 

JC 

57) 

1 

Q.i 

C 2.2 

0 

X 2 


1 

Q,i 

C 3,2 

C 3,3 

X 3 


1 

Q.i 

C 4,2 

C 4,3 

* 4 


58) Demostrar que 


c + a 

a + b 

b + c 


a 

b 

c 

f + d 

d + e 

e + f 

=2 

d 

e 

f 

i + 8 

g + h 

h + i 


8 

h 

i 


59) Demostrar que 


1 

a~ 

(a + 1) 2 

(a + 2)* 

(a + 3) 2 

(a + l) 2 

(« + 2) 2 

(a + 3) 2 

(a + 4) 2 

(a + 2) 1 

(a + 3) 2 

(a + 4) 2 

(a + 5) 2 

(« + 3 ) 2 

(a + 4) 2 

(a + 5) 2 

(a + 6) 2 
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Determinante de Vandermonde 


Obsérvese e^siguiente determinante: 

1111 . 1 1 

, a b c d . p q 


a b c d . p q 



_n-1 l«-I jn- 1 / „n-l 

úf ¿7 C d . p q 

La primera fila está compuesta por n elementos elevados cada uno al 
exponente cero. 

La segunda fila corresponde a los mismos elementos elevados al exponente 
uno. -i 

La tercera, a los mismos elementos elevados al cuadrado. 

Y así sucesivamente hasta’la última fila que corresponde a los mismos 
elementos elevados al exponente n - 1. 

Un determinante de este tipo es un determinante de Vandermonde y se puede 
calcular mediante un procedimiento sencillo que deduciremos a continuación. 

Sumando a cada fila la anterior multiplicada por -a y sacando factor común. 


se obtiene: 

11 1 1 . 1 1 

0 b-a c-a d-a p-a q-a 

0 b(b-a) c(c-a) d(d-a) . p{p~a) <7(<?-a) 

A= 0 b 2 (b-a) c 2 (c-a) d 2 (d-a) p 2 {p~ a ) <] 2 (<?- a ) 


0 b n 2 (b-a) c n ~ 2 (c-a) d n 2 (d-a) . p n 2 (p-a) q n 2 (q~a) 

Desarrollando por los elementos de la primera columna y sacando factor 
común ( b-a ), (c-a), etc. en cada columna del determinante obtenido, tenemos: 


A = (b-a\c-a\d-a\-(p-a\q-a) 


E1 determinante que resultó de este proceso es de orden n - 1 y también es de 
Vandermonde. Si volvemos a efectuar en él un proceso análogo, multiplicando ahora 
por -b cada fila antes de sumársela a la siguiente, obtendremos esta expresión: 


1 1 1 . 1 1 

b c d . p q 


b c d . p q 



. n-2 n-2 írt-2 n n-2 n-2 

b c d . p q 
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A ^{(b-a)(c-a\d-a)-(p-a\q-a)\(c-b)(d-b)-- 

1 1 


( p-a\q-a )] 


c 

2 


c"' 3 í/" -3 


p q 

2 2 

p q 

3 3 


„«-3 _m-3 

P 4 


en la que el determinante de orden n - 2 es de Vandermonde. 

■ Continuando en forma análoga con cada determinante que resulte, llegaremos 
necesariamente a un determinante de segundo orden 


cuyovalores ( q-p ). 

P 9 

E1 valor de A será, entonces, igual al producto de todos los factores comunes 
que hemos ido sacando durante el proceso: 

A = {b-a\c-a){d-á)- \p-a\q-a)- 

{c-b\d-b)-(p-b\q-b)- 

•( d-c)-(p-c\q-c )• 


(p-kXq-k)- 

(q-p) 

El valor del determinante de Vandermonde se calcula t en definitiva, 
multiplicando todas las diferencias que se obtienen restando cada elemento a, b, c, 
etc. de todos los que le siguen. 

Eiemplo 20 

Calcular el valor del siguiente determinante: 



1 

i 

1 

1 

1 


2 

3 

-2 

5 

-3 

A = 

4 

9 

4 

25 

9 


8 

27 

-8 

125 

-27 


16 

81 

16 

625 

81 


Sc trata de un determinante 
de Vandermonde, por tanto: 

A = (3 - 2)(-2- 2)(5 - 2)(-3 - 2) • (-2 - 3)(5 - 3)(-3 - 3) • (5 + 2)(-3 + 2) • (-3 - 5) 
A = 201600 
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Eiemplo 21 


Calcular A = 


a 

2 



-a 



a 


4 


Sacando factor común a en 
la primera columna, b en la 
segunda, -c en la terccra y 
-a en la cuarta: 



í 

b 



E1 determinante que queda 
es de Vandermonde. Lo de- 
sarrollamos como tal: 


= a 2 bc(b - a)(-c - a)(-a - a)(-c - b\-a - b\-a+c) 


Cambiando el signo a los 
seis últimos factores: 


= a 2 bc (a - b\c + a) • 2a (c + b)(a + b\a - c) 


A = 2 a*bc(a + b\a - b)(b + c)(a + c\a - c) 


( Ejercicio 168 

Calcular los siguientes determinantes: 



1 

1 

1 


1 

3 

1 

2 

1) 

2 

4 

7 

5) 

-2 

6 

3 

-10 


4 

16 

49 

4 

12 

9 

50 






-8 

24 

27 

-250 


1 1 1 


1 

2 5 1 

—3 a -a 

6) 

3 

1 -10 -1 

9 a 2 a 2 

9 

2 20 1 



27 

4 -40 -1 



1 

a 2 a 5 


a 2 

3 

1 

1 

3) 

2 

-,a 3 a 6 

7) 

a 4 

12 

2 

1 


4 

a 4 a 1 

0 6 

48 

4 

1 





a 8 

192 

8 

1 



1 

1 

1 1 


1 

1 

1 

1 

4) 

• 7 

3 

2 1 

8) 

V2 

-V3 

-V2 

V3 

49* 

9 

4 1 

2 

3 

2 

3 


343 

27 

8 1 


2^/2 

-3V3 

-2V2 

3V3 
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9) Üemostrar que 


1 


. sec a 


sen 2 a 1 -cos 2 a 


sen 4 a cos 2 a 


10) Demostrarque 


1 


cos 4 a 


1 


= 2cos2a 


1 


1 


*) 0 O 00 oo 

cos asen (5 sen acos /? -sen asen (5 -cos acos /? 
cos 4 asen 4 [í sen 4 a cos 4 /3 sen 4 asen 4 /3 cos 4 fx cos 4 /3 
cos 6 asen 6 y3 sen 6 acos 6 /? -sen 6 asen 6 /3 -cos 6 acos 6 /3 

= -¿sen(2a + 2j3)sen(2a-2/J)sen 2 2asen 2 2j8 


Resolución de sistemas de ecuaciones por 
determinantes - Método de Cramer 

Dado un sistema ordenado de n ecuaciones lineales con n incógnitas 


a x x + b x y + c,z+ . 

a 2 x + b 2 y + c 2 z+ . =k 2 


< a$x + b 3 y + c 3 z + . =k$ 


llamaremos A al determinante que se forma con los coeñcientes de las incógnitas: 


a \ b x 
a 2 b 2 


c \ 

c 2 

c 3 


Llamaremos, además, A x , A v , A 2 ... a los determinantes que se obtienen 
sustituyendo en A la columna de los coeficientes de la respectiva incógnita por la de 
los términos independientes: 


k\ b { Cj 


a \ k x c x 


t>\ k \ . 

k 2 b 2 c 2 . 


a 2 k 2 c 2 . 


a 2 b 2 k 2 . 

*3 h c } . 

; A y - 

«3 *3 c 3 . 

; a,= 

a 3 b 2 k 2 . 


En estas cpndiciones, los valores de las incógnitas son: 
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Eiemplo. 22 

Resolver por d método de Cramer el siguiente sistema de ecuaciones: 
x - z + 2v = 5 
' x-y-z+v=0 

* + >’-2z + v = -l 
2jr-;y + z- v = 8 


Construimos el determinante 
del sistema, A, con los coe~ 
ficientes de las incógnitas y 
resolvemos: 


1 

í 0 

-1 

2 

1 

1-1 

-1 

1 

1 

1® 

-2 

1 

2 

i-1 

1 

-1 


1 

0 

: -1 

2 

2 

0 

| -3 

2 

1 

® 

i -2 

1 

3 

0 

1 -1 

0 


1 

-1 

2 

(-1) 

2 

-3 

2 


(3 

0 

0} 


M 

(3) 




-2 -1 2 
-7 -3 2 

(0 @ 0 } 

-2 2 
-7 2 


A = -10 


Constmimos A* sustituyendo 
en A la primera columna por 
la dc los términos indepen- 


5 

0 

-1 

2 

dientes y resolvemos: 

í 

A —' 

0 

-1 

-1 



- 

-1 

1 

-2 

í 



8 

-1 

1 

-í 
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5 

2 

1 

2 


0 

0 

0 



-1 

2 

-1 

í 


8 

-2 

0 

-í 


5 

1 

i® 

K 

2 

-1 

1 

j -1 

i V 


8 

-1 

lo. 



5 

1 

© 


2 

4 

2 

i-lj 



8 

-1 

ioj 



4 

2 



2 

8 

-1 




A =-40 


Obtenemos el valor de la pri- 
mera incógnita: 


Construimos A z sustituyendo 
en A la tercera columna por 
la de los términos indepen- 
dientes y resolvemos: 


A -10 I-1 



1 1 5 

1 


Q 

o 

o 

0 


1 2 -1 

0 


2 1 8 

-3 


1 5 j 

®i 

\ 

- 

2 -1 i 

0 j 

\ 


1 8 ; 

-3; 



-(3) 


1 5 j®¡ 


2 -1 
4 23 
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2 -1 

4 23 


A. = -50 


Con cste resulxado podemos 
obtencr el valor de z: 

Intencionalmentc nos abstu- 
vimos dc calcular A v dado 
que la incógnita v no figura 
en la primera ecuación. Esto 
pcrmile que. tenicndo los va- 
lores de x y de c. calculemos 
v pór simplc sustitución. 

Snstituyendo valores conoci- 
dos en la primera ecuación: 


Sustituyendo, por último. en 
cualquiera de las otras tres 
ecuaciones. obtenemos el 
valor de v: 

La solución del sistema es. 
en definitiva: 


A -10 LJ 


4-5 + 2v = 5 


v = 3 


y = 2 


(4,2,5,3) 


( Ejercicio 169 

Resolver por el método de Cramer los siguientes sistemas de ecuaciones: 



2 ) 

3) 

4) 

5) 


3jf-2y = 13 


x+y+z+v=5 

5x + 4v = 7 


x - y + 2z + 3v = 2 


6) - 

\ 2 x + \ 3v = 5 

3jc + 2^ + 5v = 4 

V3.v - \ 2y = 0 


jc + 2z + 4v = 3 

ax + by = 2 ah 


jc + 2y + 5z + v = 8 

(a + b)x + (a- b)y = a 2 + b~ 

ÍT)' ' 

\ J 

2jc-y + 2z = 13 

x + 2y + z = 6 

jc + 2y+ 3z - v = 10 

3x-2z = -5 


x + 2z = l 

5x - 3y — 3¿ = 0 


2jv + y + z + 4v = 3 

2.v - 3y + z = 2 

8) • 

2jc - y + 5v = -11 

* 

y-2z = -5 

jc + 3y + 3z + 6v = 7 

4x-5y-z = -2 


jc + y + z = 11 
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9) 


11 ) 


10 ) 


x + z- i-4v = -15 


X + V = 8 

x - y + 5v = -22 


x-2w = 1 

x + y + z~+ 6v = -26 

12) - 

y + 2v = 2 

x + z-5 


x + z = 6 

- 


z. + v = 0 

x + y + z + v = 2 
x+y+z+w=l 
< x + y + v + w = 3 

13) • 

x+y+z+v-w=3 
x+y+z-v+w=3 
x+y-z+v+w=3 

x+z+v+w=4 

y+z+v+w= 4 


x — y + z + v + w = 3/ 


-x + y + z + v + w = 3 

x + z + v = 5 


Ix + lly + 14z + 17v- 19w = 252 

x + y + 2w= 2 


25jc + 37y + 19z - 16v + 21 w = 330 

< x + y + 3v =* 9 

14) • 

1- 9y + 21 z - 36v + 31w = 953 

x + z + w = 2 


\3x-\2y + 29z + 23v - 37w = 946 

y+z+v= 9 

> 

-1 5x + \6y + 4\z + 43v - 21w = 424 


Característica de una matriz rectangular 


Menor de una matriz 

es cualquier matriz cuadrada de orden k formada con elementos de k fílas y k 
columnas de una matriz rectangular. 

Por ejemplo, en la matriz 


M = 


algunos de los menores de segundo orden que pueden formarse (con los elementos 
de las líneas que se señalan) son: 

15 6 ^ 

(2 a y 4 a fílas; 2 a y 5 a columnas) 


'13 

2 

-11 

3 

0 

-14' 

-2 

15 

7 

-3 

6 

-2 

-4 

9 

-5 

8 

11 

-9 

1 

10 

-1 

—6 

14 

-7 

v-8 

5 

-13 

-10 

0 

4 > 


10 14 


'-11 

3 

v-1 

-6 

f 10 

-1 

u 

-13 


(l a y 4 a filas; 3 a y 4 a columnas) 


(4° y 5 a fílas; 2 a y 3 a coiumnas) 


Algunos de los menores de tercer orden pudieran ser: 
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(13 -11 3 ^ 

-4 -5 8 

O 

05 6 - 2^1 

10 14 -7 
5 0 4 


(1\ 3 a y 4 a fílas; 1\ 3 a y 4 a columnas) 


(2\ 4 a y 5 a fílas; 2 a , 5 a y 6 a columnas) 


y así sucesivamente. 

Menor orlado 

Orlar un menor de orden k consiste en añadirle los elementos correspondien- 
, tes de otra fila y de otra columna, transformándolo en una matriz cuadrada de orden 
k -f 1. 

Algunas de las formas de orlar el menor 
'15 6 

10 14 

(señalando entre paréntesis las líneas cuyos elementos se añaden) podrían ser: 


(5 a fila y 3 a columna) 


(15) 

7 

6 

10 

-1 

(14 

'5' 

-13 

0 

f 2 

3 

o^ 

15 

-3 

6 

(10 

-6 


(15) 

(6) 

-2 > 

9 

11 

-9 

(10 

14 ) 

-T 


(l a fíla y 4 a columna) 


(3 a fila y 6 a columna) 


Y en forma análoga para menores de orden superior. 

Es obvio, en nuestro ejemplo, que los menores de quinto orden que pueden 
construirse no pueden ser orlados, pues se necesitaría una sexta fíla para tal fin. 


Propiedad 

Si una fila de una matriz es producto de otra o combinación lineal de otras, 
los determinantes de los menores que contengan los elementos de todas esas filas 
son nulos. 

Recíprocamente, si los determinantes de todos los menores que se obtienen 
orlando un cierto menor de filas linealmente independientes son nulos, la fila que se 
utilizó para orlar el menor es combinación lineal de las filas que lo integran. 
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Característica de una matriz 

Es el orden del mayor determinante no nulo que puede formarse con las filas 
y las columnas de la matriz. 

Cálculo de la característica de una matriz 

Para caleular la característica de una matriz procederemos de la siguiente 

forma: 

Eliminamos, en primer lugar, todas aquellas filas que, por simple inspección, 
sean producto de otra o combinación lineal de otras. 

A continuación pasamos a estudiar la matriz resultante de esta eliminación. 
Tomámos como referencia la primera fíla y la consideramos como fila independien- 
te, con lo que la característica de la matriz es, como mínimo, 1. 

Tratamos entonces de localizar un menor de segundo orden no nulo con los 
elementos de las dos primeras filas. Apenas localizamos uno, concluimos que la 
segunda fíla es también independiente, que la característica de la matriz es, al 
menos, 2 y pasamos á estudiar la tercera fila. (Si, en cambio, todos los menores 
resultan nulos, concluimos que la segunda fila es producto de la primera, la 
eliminamos y pasamos a estudiar la fila siguiente como hicimos con la segunda). 

Orlando un menor no nulo de segundo orden con elementos pertenecientes a 
la fila siguiente, tratamos de localizar un menor de tercer orden no nulo. Apenas 
localizamos uno, concluimos que la fila estudiada es independiente, que la 
característica es, al menos, 3 y pasamos a estudiar la cuarta fila orlando un menor no 
nulo de tercer orden. (En caso contrario, es decir, si no localizamos ninguno, 
concluimos que la fila estudiada es combinación lineal de las anteriores, la 
eliminamos y repetimos con la fila siguiente lo que hicimos con la recién eliminada). 

Siguiendo de esta forma estudiamos todas las filas restantes eliminándolas u 
obteniendo menores no nulos de orden cada vez mayor hasta llegar a uno que no 
podamos orlar por no existir más filas. E1 orden de este último menor no nulo nos 
dará la característica de la matriz. 

Eiemplo 23 

Calcular la característica de la siguiente matriz: 


2 

-1 

. 5 

3 

1 -2 

6 

4 

-2 

10 

6 

3 

1 

2 

6 

-3 

15 

9 

4 -1 

8 

3 

-4 

13 

5 

2 -3 

1 

0 

10 

-22 

-2 

1 15 

2 

1 

0 

-1 

2 

1 

0 

1 

2 

2 

0 

-1 

3 

1 

4 

1 

-2 

13 

0 

-11 

0 

4 
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1) Inspeccionando la matriz 
salta a Ia vista que !a tercera 
ñla es la suma de las dos 
primeras: sicndo combina- 
ción lineal de ellas, podemos 


eliminarla. Si existen otras 

(2 

-1 

5 

3 

1 

-2 

6' 

-► IND 

filas que sean combinación 
lineal no es fácilmente detec- 

4 

-2 

10 

6 

3 

1 

2 


table, por lo que pasamos a 
estudiar la matriz. 

3 

-4 

13 

5 

2 

-3 

1 



0 

10 

-22 

-2 

1 

15 

2 



1 

0 

-1 

2 

1 

0 

1 



2 

2 

0 

-1 

3 

1 

4 

/ 



-2 

13 

0 

-11 

0 

4 ) 



• 2) Tomamos la primera fila 
como referencia y tratamos 
de localizar con los elemen- 
tos de )a segunda un menpr 
no nulo: 


2 

4 

2 

4 

2 

4 

2 

4 


-1 

-2 

5 

10 

3 

6 
1 
3 


= 0 

* 

= 0 

= 0 

= 2*0 


Hemos localizado un menor 
de segundo orden no nulo, 
por lo que concluimos que la 
característica es, por lo me- 
nos, 2 y que la fila estudiada 
es independiente: 


3) Tomamos el menor nb 
nulo de segundo orden obte- 
nido y lo orlamos con los 
elementos de la tercera fila 
y, sucesivamente, de las res- 
tantes columnas tratando de 
localizar un menor no nulo 
de tercer orden: 


f 2 

-1 

5 

3 

1 -2 

6^ 

4 

-2 

10 

6 

3 

1 

2 

3 

-4 

13 

5 

2 -3 

1 

0 

10 

-22 

-2 

1 15 

2 

1 

0 

-1 

2 

1 

0 

1 

2 

2 

0 

-1 

3 

1 

4 

,1 

-2 

13 

0 

-11 

0 

4 J 


2 

-1 

1 


4 

-2 

3 

= 5*0 

3 

-4 

2 
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Habiendo lócaiizado un me- 
nor de tercer orden no nulo, 
conciuimos que la caracxe- 
rística de la matriz es, como 
mínimo, 3 y que la fila estu- 
diada es independiente. 


4) Tomamos el menor de ter- 
cer orden y Io orlamos con 
los elementos de la cuarta fi- 
la y, sücesivamente, las res- 
tantcs columnas tratando de 
hocalizar un menor no nulo 
do cuarto orden: 


Í 2 

-1 

5 

3 

1 

-2 

6 ^ 

- ► IND 

4 

-2 

10 

6 

3 

1 

2 

- ► IND 

3 

-4 

13 

5 

2 

-3 

1 

-► IND 

0 

10 

-22 

-2 

1 

15 

2 


1 

0 

-1 

2 

1 

0 

1 


2 

2 

0 

-1 

3 

1 

4 

/ 

d 

-2 

13 

0 

-11 

0 

4 , 



Completamos el estudio de 
la cuarta fila con todas )as 
columnas disponibles y no 
localizamos ningún menor 
de cuarto orden distinto de 
céro. Concluimos que la 
cuarta fila es combinación 
lineal de las anteriores y la 
eliminamos. 


2-151 
4 -2 10 3 

3 -4 13 2 

0 10 -22 1 

2 - 131 
4-263 

3 - 452 
0 10 -2 1 
2 - 11-2 

4 - 231 

3 - 4 2-3 

0 10 1 15 

2-116 

4 - 232 
3 -4 2 1 
0 10 1 2 



-1 

5 

3 

1 

4 

-2 

10 

6 

3 

3 

-4 

13 

5 

2 

1 

0 

-1 

2 

1 

2 

2 

0 

-1 

3 

d 

-2 

13 

0 

-11 


-2 6 ^ 
1 2 
-3 1 
0 1 
1 4 
0 4 


IND 

IND 

IND 
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Repetimos el paso 4 con ia 
siguiente fiia: 

2 -1 5 1 

4 -2 10 3 

3 -4 13 2 

1 0-11 


12 


¿0 


La característica de la tnatriz 
es, al mcnus. 4 y la cuarta 
fila es independientc. 


'2 -1 
4 -2 
3 -4 

1 0 
1 2 


5 3 

10 6 
13 5 

~ 1 2 
0 -1 
i 3 0 


3 

-11 


_2 

1 

3 

0 

1 

0 


6\ 

2 

1 

1 

4 

4, 


-► IND 

-► JND 

-► IND 

-> IND 


6) Estudiamos Ia fila si- 
'guiente orlando cl menur de 
cuano ordcn con ella 


2 -1 5 3 

4 -2 10 6 

3 ~4 13 5 

1 0-12 
2 2 0 -1 


- 36 * 0 


La caractcrísuca cs, al me- 
nos. 5 \ la fiia estudiada es 
indcpendiente 


(2 - 1 
4 -2 
3 -4 

1 0 

2 2 


U “2 


5 3 ! 

10 6 3 

13 5 2 

-12 1 

0 -1 3 

13 0 -11 


1 

-3 

0 

1 

0 



IND 

IND 

IND 

IND 

IND 


7) Lstudiamos la úllima flla 
orlando el menor de quinlo 
orden: 


i 2 

-1 

5 

3 

1 

_2 


4 

-2 

10 

ó 

3 

i 


3 

-4 

13 

5 

2 

-3 

= 1944*0 

1 

0 

-1 

7 

[ 

0 


i 2 

2 

0 

~1 

3 

1 


i 1 

-2 

13 

0 

-11 

o ! 

! 
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La última fila es también in- 
dependiente y la caracte- 
rística de la matnz es 6. Este 
resultado es deñnitivo. pues 
no hay más filas para poder 
obtener un menor dc séptimo 
orden. 


Característica = 6 


( Ejercicio 170 


Calcular la característica de las siguientes matrices: 

1 'V 



2 

1 -3 2 

1 ) 

1 

0 0 3 - 

3 

1 -3 5 



2-6 7 


5 

4 -2 1 

2 ) 

1 

13 1 - 


,6 

5 12 - 


' 3 

-9 12 > 


-2 

6 -8 

3 ) 

1 

-3 4 


-5 

15 -20 


,4 

-12 16 , 


í ° 

1 -1 2 


2 

-1 -1 0 

4 ) 

4 

-3 -1 -2 


0 

1 1 -1 


,2 

0 0-1 


( 2 

-4 0 ( 


1 

0 1 - 

5 ) 

2 

-2 i : 


-3 

2 -2 - 



2 2 - 


'l 

2 3 - 3 ! 

6 ) 

2 

4 i o : 


,3 

6 o i : 


- 2^1 

3 

2 


(A 

3 

4 


7 2 N 
4 2 

11 4 , 
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f -\ 

2 

0 

i 

3 

-4 

2 

\ 

2 

-3 

0 

-2 

-1 

5 

-3 

5 

-6 

0 

-5 

5 

8 

-6 

—7 

9 

0 

7 

-4 

-13 

9 

1 

1 

0 

1 

2 

1 

-2 

-1 

-2 

1 

2 

3 

-1 

5 

0 

3 

0 

2 

5 

-3 

0 


1 

2 

1 

-3 

2 

0 

7 

(4 

-3 

2 

5 

1 

-2 

0 N 


1 

3 

-4 

-3 

0 

0 

1 


5 

0 

-2 

2 

1 

-2 

1 


2 

-9 

10 

11 

1 

-2 

-2 


1 

0 

r 

0 

-1 

-1 

1 


6 

0 

-i 

2 

0 

-3 

2 


,2 

0 

i 

0 

0 

f 

1, 



Discusión de sistemas de ecuaciones lineales 

Los sistemas de ecuaciones lineales con los que hemos trabajado hasta el 
presente han sido sistemas con un número igual de incógnitas que de ecuaciones y 
con una solución única. 

Sin embargo no siempre es así. Ya en alguna rara oportunidad nos hemos 
encontrado con sistemas que no tenían solución (Ejercicio 159, N os 3 y 7). En lo 
sucesivo esta circunstancia será mucho más frecuente. 

La única forma que tenemos hasta este momento para saber que un sistema 
no tiene solución es ponemos a resolverlo y constatar, a cierto punto, que no hay 
salida o que se origina una situación absurda. 

Esta parte de nuestro estudio tiene como finalidad la de dotamos de herra- 
mientas que nos permitan conocer previamente si el sistema tiene o no solución y, en 
caso de tenerla, si ésta es única o hay un número infinito de soluciones. 

Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si tiene solución e 
incompatible en caso contrario. 

Un sistema compatible es determinado si tiene una única solución e 
indeterminado si tiene infinitas soluciones. 

Tal como hicimos al estudiar el método de Gauss (pág. 700 y ss.), a la matriz 
construida con los coeficientes de las incógnitas la llamaremos matriz de las 
incógnitas y a la matriz que tiene una columna adicional compuesta por los términos 
independíente,s, matriz ampliada. Designaremos la primera por M y la segunda, por 

M'. 

Si el sistema a estudiar es, por ejemplo, 
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• \2x-y + z~\ 

x + 3y — 2z = 1 
Sx-\-3y-z-5 
2x + y — z = 3 

señalaremos la matriz de las incógnitas y la matriz ampliada en un solo esquema de 
la siguiente forma: 


'2 

~1 

i > 

n 

1 

3 

-2 

i 

8 

3 

-1 

5 

.2 

1 

- 1 , 

3, 


donde la matriz M está formada por las tres primeras columnas y la matriz Af por las 
cuatro columnas. Llamaremos h a la característica de la matriz de las incógnitas y h' 
a la característica de la matriz ampliada. 

Teorema de Rouché-Frobenius 

* 

La condición necesaria y suficiente para que un sistema de ecuaciones 
lineales sea compatible es que la característica h de la matriz de las incógnitas y la 
caracterxstica h’ de la matriz ampliada sean iguales. En tal caso, si la característica 
es igual al número de incógnitas, el sistema es determinado y admite una única 
solución; si es menor que el número de incógnitas, el sistema es indeterminado y 
admite infinitas soluciones. 

En resumen: 


1) Si h<h! —> el sistemaes incompatible (no hay solución) 

2) Si h = h' —> el sistema es compatible 


En tal caso: 



r si h- número de incógnitas 

—> E1 sistema es determinado 



(solución única) 


si h < número de incógnitas 

—> E1 sistema es indeterminado 



(infmitas soluciones) 


No puede darse el caso de que h sea mayor que h' pues todo menor no nulo 
de M pertenece también a M'. 

Eiemplo 24 

Discutir y, si es posible, resolver el siguiente sistema: 

2x-y + z = l 
x + 3y r 2z = l 
Sx + 3y-z = 5 
2x + y-z = 3 
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Construimos la matriz de las 
incógnitas y la ampliada: 


'2 

-1 

1 > 

r 

1 

3 

-2 

i 

8 

3 

-1 

5 

,2 

1 

~h 



Tomamos la primera fila co- 
mo independiente y estudia- 
mos la scgunda tratando de 
localizar un menor no nulo 
de segundo ordcn: 


2 

1 


-1 

3 


= 7*0 


La segunda fila es indepen- 
diente y Ia característica, al 
menos, 2. 


Pasamos a cstudiar la tercora 
tratando dc localizar un mc- 
nor no nulo dc tcrcer orden: 


2 

I 

8 



No podemos en M y con 
estas filas obtener un menor 
no nulo de tercer orden. 
Verificamos si es posiblc en 

M': 


2 

1 

8 


-1 

3 

3 



La tercera fila es combina- 
ción lineal de las dos 
primeras. La eliminamos y 
pasamos a cstudiar la última 
fila, que pasa a ser la terccra: 


Af = 


(i -i n 
1 3 -2 


3—3—=t 

2 1 -1 


= M' 


C. L. 


2 

1 

2 


-1 

3 

1 


1 

-2 

-1 


= -16*0 


La característica’ es. en defi- 
nitiva: 


h = h' = 3 
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E1 sistema’, eliminando la 
tercera ecuación que es com- 
binación lineal de las prime- 
ras, queda reducido al si- 
guiente: 


2x-y + z = l 
< x + 3y-2z = l 
2x + y - z = 3 


y, dado que la característica 
es igual al número de incóg- 
nitas, el sistema es deter- 
minado. 


Resuelto por cualquicra de 
tos métodos conocidos, se 
obtiene la solución única: 


(1.-2.-3) 


/ 


Eiemplo 25 


Diseutir y, si es posible, resolver el siguiente sistema: 
x + 2y - z + 4v = 1 
3x + 2y + z-v = 2 
x + 2y + 3z = l 
2x + 2z - 5v = 3 


Construimos las matrices M 
y M ': 


T 

2 

-1 

4 " 

r 

3 

2 

1 

-1 

2 

1 

2 

3 

0 

1 

<2 

0 

2 

-5, 

3, 


Tomamos la primera fila co- 
mo independiente y estudia- 
mos la segunda: 


i 

3 


2 

2 


= -4*0 


La scgunda fila es indepcn- 
diente y la característica, al. 
menos, 2. 


Estudio de la tercera (orla- 
mos el menor con la tercera 
fila): 


1 2 
3 2 
1 . 2 


-1 

1 

3 


= -16*0 


La tercera fila es jndepen- 
dientc y la característica, al 
menos, 3. 
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Estudio de la cuarta (orlamos 
el menor con la cuarta fila): 


12-14 
3 2 1-1 

12 3 0 

2 0 2 -5 


Concluimos quc, en definiti- 
va, h es 3, ya que no tene- 
mos más filas o columnas en 
M para orlar el menor de 
tercer orden. 


/2 = 3 


Verificamos si es posible 
obtener un mcnor no nulo de 
cuarto orden en M'. Orlamos 
cl menor con la última co- 
lumna de M ': 


1 2 -1 

3 2 ’1 

1 2 3 

2 0 2 


1 

2 

1 

3 


= -32 * 0 


Concluimos que 


/2'= 4 


y como 


/2 < / 2 ' —> el sistema es incompatible 


Eiemplo 26 

Discutir y, si es posible, resolver el siguiente sistema: 
3 jc + 9y - 3 z + 6 v = 7 
- 2 jc - 6y + 2z - 4 v = 5 
x + 2y + 3 v = 1 
2 jc +1 ly + 8z - v = 3 


Construimos las matrices* M 
yM': 

r 3 

9 

-3 

6) 

T 

-2 

-6 

2 

-4 

5 

M = 

1 

2 

0 

3 

1 


,2 

11 

8 

- 1 , 

3 , 


Tomamos la primera fila co- 
mo independiente y estudia- 


mos la segúnda: 

3 9 



-2 -6 

= 0 
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No cs posible locali/ar en M. 
con cstas filas, un menor no 
nulo de segundo orden. 

Verificamos si es posible cn 

Af: 


Obtuvimos un mcnor no uu 
- lo. Tenemos quc concluir 
íjuc, para las dos primeras 
filas, h - l y /?' = 2. Siendo h 
menor que h'. las dos prime- 
ras ccuaciones del sistema 
son incompatibles. Hsto hacc 
que el sistema completo sca 
incompalible y. en ct>nse- 
cueneia. es innecesario con 
tinuar el esludio. 



-3 

-2 

2 

3 

6 

-2 

-4 


1 = 0 


1 = 0 


3 7 
-2 5 


= 29 * 0 


U<h' 


el sistema es incompatible 


Eiemplo 27 


Discutir y, si es posible, resolver el siguiente sistema: 
2 x-y + iz ~ 1 
3a -f 2y - 3z = 5 
' jc + 3v-6z = 4 
12x T v T 3¿ = 13 

v - 4 vt 9z = -3 

La tercera ecuación es la di 
ferencia entre la segunda v la 
primera y. por tanto, combi- 
nación lineal de ellas. Llimi- 
namos, pues, la tcrccra ccua- 
ción. (Si no hubiéramos ad- 
vcrtido esto desde cl princi- 
pio, lo hubiéramos dcscu- 
bicrto despucs haciendo el 
estudio dc cada fila). 


• Construimos las matrices M 
y M’ sin los elementos de la 
tercera fila. pues ya sétbemos 
que es combinación lineal: 


M - 


■ 2 -1 

S ’ 

¡ > 

3 2 

-3 

5 

12 1 

3 

13 

( 1 -4 


" 3 > 


= M' 
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Tomamos la primera fila co- 
mo independiente y estudia- 
mos la segunda: 


2 

3 


-1 

2 


= 7*0 


La segunda es independiente 
y la característica, al menos, 
2. Estudiamos la tercera fila: 


2 

3 

12 



Orlando con la tercera fila 
no se obtiene en M un menor 
. no nulo de tercer orden. 
Probamos en M ': 


2 

3 

12 


-1 1 

2 5 

1 13 



La tercera fila también es 
combinación lineal y la 
eliminamos. Estudiamos la 
cuarta: 


2 -1 
3 2 
1 -4 



Concluimos que, definitiva- 
mente, 


h = 2 


pues no hay más filas en M 
para orlar el menor de 
segundo orden. 


Orlamos con la cuarta 
columna de M'\ 


2 -1 
3 2 
1 -4 


1 

5 

-3 


= 0 


En conclusión 


/!’ = 2 


h = h' -» el sistema es compatible 
h < N° de incógnitas —> el sistema es indeterminado 


EI sistema, después de las 
eliminaciones hechas, quedó 
reducido al siguiente: f 2 jc — y + 3z = 1 

[3x + 2y - 3z = 5 
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Para resolvcr sistemas indeterminados se acostumbra hacer cuanto sigue: 

Se toman como incógnítas principales tantas como ecuaciones haya y en el mismo orden de 
aparición (a menos que eLdeterminante de sus coeficientes sea nulo: ver ejemplo 28). A las restantes se 
les da ei tratamiento de parámetros y ios términos que las contienen se trasponen al miembro de Ia 
derecha. 

En nuestro caso tomamos 
dos incógnitas como princi- 
paíes: Í2x- y = l-3z 

[3* + 2y = 5 + 3z 

El sistema de k ecuaciones y 

0 j 

k incógnitas resultantes se 
resuelve por cualquiera de 
los métodos conocidos. (En 
huestro ejemplo utiiizaremos 
ei de reducción). 


Multiplicando la primera. 
ecuación por 2 y sumando 
miembro a miembro: # 

4x-2y=2-6z 
[3a: + 2y = 5 + 3z 
5 jc =7-3 z 


7-3z 

x =- 


Sustituyendo en la primera 
ecuación: 



-y = l-3z 


De donde: 


Y la solución del sistema es: 


y= 


9 + 9 z 


fl-3z 9 + 9z } 

l 5 ’ 5 ’ Z J 


EjtmpkL2& 

Discutir y, si es posible, resolver: 
x + 3y - 3z + 2v = 1 
2x + 6y - 2z + 3v = 2 
■ x + 3y + 5z = 1 
^ + 3y + z + v = l 
4z - v = 0 
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Construiihos las matrices M 
y Af: 


ri 

3 

-3 

2' 

r 

2 

6 

-2 

3 

2 

1 

3 

5 

0 

1 

1 

3 

1 

1 

1 


0 

4 

-h 



Nótese, antes de reali/.ar el 
estudio, que 1a segunda 
columna es proporcional a la 
primera y que la de los 
términos independientes es 
Idéritica a la primera. 

Eso significa que nunca 
podremos obtener un mcnor 
no nulo de quinto orden cn 
M' y tampoco un menor no 
nulo de cuarto ordcn ni en 
M, ni en M'. 

La conclusioi» inincdiata es 
quc la cuarta y la quinta tllas 
son combinación lineal dc 
las antcriores y podemos 
climinarlas. 


M y M' se reduccn, por tanto, 
de la siguiente forma: 



3 

-3 

2^ 

L 

M = 

2 6 

-2 

3 

2 


J 3 

5 

o, 

*> 


Tomamos la primera fila 
como indepcndicnte y estu- 
diamos la segunda: 


1 

2 


-3 

-2 


= 4*0 


La segunda fila es indepcn- 
diente y la característica. al 
nicnos, 2. 

Pasamos a estudiar la tcrceja 
fila (no orlamos el menor 
con los elementos de la 
segunda columna por los 
motivos antes expuestos): 


1 

2 

1 


-3 

-2 

5 



En definitiva: 


h = h' = 2 < N° de incógnitas 
—> E1 sistema es compatible indeterminado 
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(No hemos orlado con la co- 
lumna de los términos inde- 
pendientes pues, si en M no 
hemos conseguido un menor 
no nulo, utilizando una co- 
lumna idéntica a la primera 
tampoco lo obtendremos). 

E1 sistema se reduce, pues, a 
las dos primeras ecuaciones: 


Dado que el determinantc de 
los. coeficientes de jc y dc y 
es • nulo, tomaremos como 
jncógnitas principales la x y 
la z traspomendo las otras al 
miembro de la derecha: 


íx + 3y-3z + 2v = l 
\2x + 6y - 2z + 3v = 2 


(x-3z = l-3y-2v 
\2x-2z = 2-(>y-3v 


Multiplicando la primera 
ecuación por -2 y sumando: 


í-2x + 6z - 2 -I- 6y + 4v 
{ 2x-2z = 2-6y-3v 
4 z= v 



Sustituyendo en la primera 
ecuación: 




Solución del sistema: 


1 x 5v 

x = 1 - 3y- 

4 




/ 


Eiemplo 23. 

Determinar cuál debe ser el valor de k para que el siguiente sistema sea 
compatible determinado y resolverlo: 

x + y-2z = 13 

2x + y + kz = -4 

x-2y-2z = l 

* 

3 x-y + z = k 
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Construimos las matrices M 
y M' coloc'ando de primeras 
las filas quc en M no tienen 
el parámetro k : 


n 

1 

-2' 

13^ 

i 

-2 

-2 

7 

3 

-1 

1 

k 


1 




Estudiamos, en primer lugar, 
si ias ues pnmeras filas son 
independicntes. 

Tomamos la primera cono 
ifidependiente y cstudiamos 
la segunda: 


1 

1 


1 

-2 


= -3*0 


La segunda es independiente 
y la característica, por ahora, 

es 2. 


Estudio de la tercera: 


1 

1 

-2 

1 

-2 -2 

3 

-1 

1 


La tercera es independiente 
y, definitivamente, 


= 3 


Razonamiento: para que el 
sistema sea compatible h' de- 
be ser igual a h, es decir, a 3, 
y, para quc esto ocurra, la 
cuarta fila debe ser combina- 
ción lineal. 

En consecuencia, debe ser 
nulo el siguiente menor de 
cuarto orden: 


1 1 -2 13 

1-2-2 7 

3—11 * 

2 1 k -4 


Dcsarrollando el delerminan- 
te se obtiene: 


3(Jt - 3)(k - 24) = 0 


ecuaciones cuyas raíces son: 

Si el parámetro k toma esos 
valores, Ia cugrta fila es 
combinación lineal de las 
otras y puede ser eliminada. 



/ 
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Resolución dcl sistcma 


Para k = 3, c! sistema es 


y la solución: 

Para k = 24, el sistcma cs 


la solución: 


x +v-2z = 13 
< x-2y -2z = 7 
3.r-v + z = 3 


(3,2,-4) 


jc + _y-2z = 13 
x-2y-2z = l 
3x - >’ + z = 24 


(9,2,-l) 


/ 


Eiemplo 30 _*__ 

Determinar qué valores deben tomar m y n para que el siguiente sistema sea 
compatible y resolverlo: 

2jc - y = 1 
mx-ny = -11 
’ Jt + 2y = 13 
/ut — (4 + m)y = -23 


Construimos las matrices M 
y M' colocando de primeras 
las í’ilas que no contienen el 
paráinetro k : 


M 


f 2 

-i > 

1 ' 

1 

2 

13 

m 

-n 

-11 


-4- nij 

-23 y 


Tomamos la primera fila 
como indepcndiente y estu-. 
diamos la segunda: 


2 

1 


-1 

2 


= 5*0 


La segunda también es inde- 
pendiente. 

Ra ^ g namÍe mQ; siendo inde- 
pendicntes las dos primeras 
ecuacioncs. es condieión in- 
dispensable que las dos e- 
cuaciones que contjenen pa- 
rámetros scan combinación 
iineal. 
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En consecuencia, deben ser 
nulos los siguientes meno- 


2 

-1 

1 


2 -1 

1 

1 

2 

13 

y 

1 2 

13 

m 

-n 

-11 


n —4-m 

-23 


Desarroilando el primero e 

igualando a cero: —15 m + 25 íl — 55 = 0 


Simplificando: 


3m - 5n = -11 


(I) 


Desarrollando el segundo e 
iguaíando a cero: 

* Simplificando: 

Formamos un sistema con 
las ecuaciones l y II: . 


sistcma cuya solución es: 


Si los parámetros toman es- 
tos valores el sistema queda 
reducido a las siguientes 
ecuaciones: 


La solución de este sistema 
es: 


25m - \5n -15 = 0 
5m - 3n = 3 

3m - 5n = -11 

5m - 3n = 3 

* 

jm = 3 | |n = 4 j 

2x-y = l 
x + 2y = l3 


(II) 


E imekJl - 

Determinar el vaior que debe tomar k para que el siguiente sistema sea 
incompatible: 

kx + 2y-z + v = 2 
x + y-2z = -l 
kx + y + z + v = l 
ky-2z + v = 2 


Construimos M y \f : 


'k 

2 

-1 

2" 

2 ^ 


M = 

1 

1 

-2 

0 

-1 


k 

1 

1 

1 

1 




k 

-2 

1, 

2 , 


Razonamiento: el sistema sólo 
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será incompatible si h < h', 
es decir, si el menor de cuar- 
to orden en M es nulo y en 
M' no lo es. 


Buscaremos. pues, el valor 
de k que anula el prímero y 
verificaremos si hace distin- 
to de cero al segundo. 


¿ 2-12 
11-20 
¿111 
0 ¿ -2 1 


Desarrollando el detcrminan- 

téseobtienc: f 2k 2 + k — 3 = 0 


ccuación que da dos valores 
para k : 

Con estos valores sabemos 
que h < 4. 

CaJculamos h': 

ParaJt = -|: 


Para*= 1: 



3 

2 

2 

-1 

2 

1 

1 

-2 

-1 

3 

2 

1 

1 

1 

0 

3 

2 

-2 

2 

1 2 

-1 

2 


1 1 

-2 

-1 


1 1 

1 

1 


0 1 

-2 

2 



=-i^o 


= 7*0 


En conclusión, ambos valo- 
res obtenidos para k hacen 
que h sea menor que h' y el 
sistema, por tanto, incom- 
patible. 


( EJerclclo 171 

Discutir y, si es posible, resolver los siguientes sistemas: 


1 ) 


x-y+z=9 
x + y- 2z = -3 
2x-5y-z = 21 
5x + y-4z-9 


2 ) 


x+y+z-2 
x-2z = 7 
3x + 4y + 3z = 7 
x + 3y + 7z = -8 
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3) 


3x + y- z = 9 
x + 3y-z = l 
2x — y—z = 5 
Jx-lly + z = 2 


4) 


%x-4y + 6z = -1 
\2x-6y + 9z = 4 
x + y = 3 
y + z = 5 
x+y-z=2 
2x + y - 3z = 11 



3*-2y-z = 13 
5x + 6y-llz = 31 


y-z = l 
x + 2y-3z = 5 
2x + 4y-z = 20 
x + 2y + 7z = 25 
x+2y-2z = l 
x + z + v = 0 


7) 


x — y — 2v = 6 
jc + )> + z-v = 3 
jc + z + 2v = -2 


x-2>-z - 5v = 12 


x-y+z-v=l 
2x-y-2v = 3 
x + y + z-v = -l 
3x + ly-v = 0 
x-z- v=2 
x - 2y + 3z - v = 0 


9) 


x-2y + z + 2v = 6 
2x-y-2z-v = 3 
x-3y + z- v = l 
5x-y-7z-5v = 3 
4x + >-8z-7v = 5 


10 ) 


X + z - V = -2 
2x-y-z-2v = 2 
• x-y-2z-v = 4 
3x — 2y - 3z — 3v = 6 
> + 3z = -6 


11 ) 


x + 2y - z + 3v + w = 4 
2x + y + 2v + 3w = -2 
x->+z-v+2w=5 
x+y+z+v=3 
x-3y-z-3w = 7 


Hallar el valor de k para que los siguientes sistemas sean compatibles 


12 ) 

\ / 
v, 

13) 


determinados y resolverlos: 
jc + y-2z = 11 
2jc + 3y-z = 21 
x-ky-z = -k 
4jc + 7y-f fe = 41 
x + ky-z = -5 
3x + 2y-z = l 
4 5x-kz = 3 
2ky - kz = -16 
3* + 2y = 4 
• 4jc + /ry = 7 
jc + y = k 
x + 2y = 8 


14) 


15) 


16) 


x + y = 1 
8jc + fcy = 23 
(á: - 1)jc + 3y = -1 
(/: + 2 )jc + /cy = 11 

jc + y + z = 2 
2jc - y - 3z = -3 
jc + 5y + 3z = 2 

jc + (/: - 3)y + {k + \)z-2k-A 
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Hallar el valor de k para que los siguientes sistemas sean compatibles 
indeterminados y resolverlos: 


17) 


18) 


2x — y-z + v- 3 
x+z-v =0 
3x-2y + z — 2v = -3 
(k-l)x-3y-kz + kv = 9 

Hallar el valor de k que hace incompatibles los siguientes sistemas: 

kx + y-z-v = 2 


x-2y + z = 0 
x + y-2z = 3 
x - 2 ky + (¿ + 3)z = -6 


19) 


x + 2y-kz = \ 

2x + (k + 3)y -z = 5 
(k-l)y — 7z = -21 


20 ) 


2x-y+kz-v = 3 
2x + ky-z-2v = 4 
kx-2y + 2z = 5 


Hallar los valores de m y n que hacen indeterminado el siguiente sistema y 
resolverlo: ' 

2 j: - y + 3z = 1 
jc + 2y - 2z = 2 
mx + (n + 3 )y + z = 3 
mx + 2 ny + 8z = 0 


21 ) 


Discutir, según los valores que puede tomar k, los siguientes sistemas: 


2* - 3y + 4z = 3 
2jc + 5y-z = 6 
4jt - ky + (k - l)z = 3 
2 jc - 19y + kz = -3 


23) 


x-3y + 2z = 5 
2 jc - y + 3z = 3 
4x-ky + kz = 13 
x + ky = k + 2 


24) 


2jc - 2y + 3z - 3v = 0 
3jc-y + 2z-5v = -l 
■ x + (k — l)y — z — kv = —1 
x - 3y + (k + 2)z — v = -1 
4y - 5z + (1 - Jt)v = -2 


Sistemas de ecuaciones lineales homogéneas 

Son sistemas de ecuaciones lineales homogéneas (o, más brevemente, siste- 
mas homogéneos) aquellos sistemas cuyas ecuaciones tienen todas el término 
independiente nulo: 

tf,jc + 6,;y + c,z+ ••• = 0 
a 2 Jt + t 2 y + c 2 Z+ ••• =0 
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Como los términos independientes son todos nulos, nunca podrá ser h' mayor 
que h y, en consecuencia, eslos sistemas son siempre compatihles. 

Una solución'evidente, común a todos los sistemas homogéneos, es jc = 0, 
y = 0, z = 0, etc. Esta solución recibe el nombre de solución trivial. 

En ©i estudio de los sistemas homogéneos sólo pueden presentarse dos casos: 

1) Si h es igual al número de incógnitas, el sistema es determinado y admite 
• una única solución: la trivial. 

2) Si h es menor que el número de incógnitas, el sistema es indeterminado y 
admite infinitas soluciones. 

Por todo lo dicho anteriormente, en el estudio de los sistemas homogéneos 
trabajaremos sólo con la matriz de las incógnitas y no con la ampliada. 

Resolución de sistemas homogéneos indeterminados 

Los sistemas homogéneos indeterminados pueden ser resueltos como los 
sistemas indeterminados no homogéneos estudiados con anterioridad. 

Sin embargo, para el caso de que la diferencia de h y el número de incógnitas 
sea 1 (h = N° de incógnitas - 1), puede utilizarse el siguiente criterio: 

Sea el sistema indeterminado 

a x x + ¿?| y -l- c, z + d x v = 0 
- a 2 x + b 2 y + c 2 z + d 2 v = 0 
a 3 x + b 3 y + c 3 z + d y v = 0 

Trasponiendo el último término al miembro de la derecha y dividiendo por v 
tenemos: 

M;MíM;H 

Resolviendo el sistema por Cramer se obtiene: 

£ = Aa y = h- £ = '• 

v A v A v A 

igualdades en las que A es el determinante de los .coeficientes de las nuevas incóg- 
nitas y A fl1 A b y A t . los determinantes que se obtienen sustituyendo, respectiva- 
mente, la 1*, 2* y 3* columnas por la nueva columna de los términos independientes. 
Las igualdades anteriores pueden escribirse así: 

A x _ v y _ v z _ v 

X~ A a7“a a7"Á 

lo que permite establecer esta cuádruple igualdad: 
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z 


v 


X 

K 


_y__ 


A 


A 


Llamando k valor de estas relaciones equivalentes, tenemos: 



de donde: 

x = k-A a 
y = k-A b 
z-k A c 
v = k • A 



A 


/ 


EmmisJZ 

Discutir y resolyer el siguiente sistema: 



x + 2y - 3z = 0 




i 

2x + y-4z = 0 
x-4y + z = 0 


* 


Construimos M: 


(\ 

2 

-3' 


M = 

2 

1 

-4 



J 

-4 

h 

Tomamos la primera fila co- 
mo independiente y estudia- 




mos la segunda: 

1 

2 




La segunda fila es indepen- 
diente. Orlando el menor, 
estudiamos ia tercera fila: 


1 

2 

1 


2 

1 

-4 



La tercera fila es combina- 
ción iineal, por lo que la 
eliminamos. La característi- 
ca es, en definiliva, 2 y el 
sistema es indeterminado: 


x + 2y - 3z = Q 
2x + y-4z = 0 


Trasponiendo al miembro de 
la derecha el último término 
de cada ecuación: , 
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íx + 2y = 3z 
[2x + y = 4 z 


Cálcu lo de 
determinantes: 





En conclusión: 


x = k& a =-5k 


y = k-A h = -2 k 
z = k A = -3 k 


y la solución del sistema 
(simplificando): 


(5k,2k,3k) 


/ 


Eiemplo 33 

Discutir y resolver: 

x + 2y + 5z + v = 0 
3x + 4y-z + v = 0 
x + 6y - 3z + 3v = 0 
.r-llz-v = 0 


Constmimos M : 


f l 2 5 1 ' 

3 4-1 1 

16-33 

k l 0 -11 -1, 


Tomamos la primera fila co- 
mo independienle y cstudia- 
mos la scgunda: 


1 

3 


2 

4 


= - 2*0 


La segunda fila es indepen- 
diente. Orlando el menor, 
estudiamos la terccra fila: 


1 

3 

1 


2 

4 

6 


5 

-1 

-3 


= 80*0 


La tercera también es inde- 
pendiente. Estudiamos la 
cuarta: 
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La cuarta es comhinación 
lineal y se elimina. h = 3 y e! 
sistema es indeterminado. 
Trasponiendo de una vez ei 
último término y eliminando 
la cuarta ecuación: 


12 5 1 

3 4-1 1 

16-33 
1 0 -11 -1 


a* + 2 y + 5z = -v 
3jc + 4y — z = -v 
x + 6y -3 z = -3v 


Cálculo de los determinantes 


En conclusión: 


A = 


A = 


1 2 5 

3 4-1 
1 6 -3 
-l’ 2 5 

-1 4 -1 
-3 6 -3 


= 80 


= 36 


A„ 


A, 


1 -1 5 

3 -1 -1 
1 -3 -3 
1 2 -1 
3 4-1 
1 6 -3 


= -48 


= -4 


x = k-A a = 36 k 
y = k-A h = -48it 
z = k ■ A c = -4 k 
v = k ■ A = 80/c 


La solución del sistema es 
(después de simplificar): 


(9k,-\2k,-k,2Qk) 




Eiemplo 34 

Discutir y resolver: 

'2x - y + 3z + y = 0 
x + 2y + 2z - v = 0 
3x + y + 5z = 0 
jc-8y + 5v = 0 
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Constmimofc M. 


( 2 -1 3 l' 
12 2-1 
3 15 0 

^l -8 0 5 j 


La tercera ñla es la suma de 
las dos primeras; podemos, 
pucs, eliminarla; 


2 



-13 P 
2 2-1 
-8 0 5 , 


Hstudio de la segunda: 


2 

1 


-1 

2 


= 5*0 


La segunda es independien-- 
te. Estudio de la tercera: 


2 

1 

1 

2 

1 

1 


-1 

2 

-8 

-1 

2 

-8 


3 

2 

0 

1 

-1 

5 


= 0 



La tercera es combinación 
lineal y la eliminamos. 

El sistema a resolver es: í 2x — y + 3z + V = 0 

[jc + 2y+2z - v = 0 


EI sistema es indeierminado, 
pcro como la diferencia entre 
h y el número de incógnitas 
es 2, procederemos como lo 
hacíamos con los sistemas 
indeterminados no homogé- 
neos. 


Tomamos x y y como incóg- 
nilas principales y traspone- 

mos las otras: Í2x — y = —3 Z ~ V 

\x + 2y = -2 z + v 

Multiplicando la primera 

ecuación por 2 y sumando: r . . , A 

(4x-2y = -6z-2v 

, [ x + 2y = -2z + v 

5x = -8z - v 
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Sustituyendo en la primera: 


Solución del sistema: 


-8z- V 
X =- 



- 32 -v 


y = 


-z + 3 v 
5 


-82 - v -2 + 3 v ^ 


Ejemph 21 


Discutir y resolver: 

x + 2 y +. 5 z = 0 
« 3 x - y - 2 = 0 
5jc + 7y-l-2 = 0 


Constaiimos Aí: 


A/ = 


f \ 2 
3 -1 
5 7 


5 ^ 

-1 


Estudio de la segunda fila: 


1 

3 


2 

-1 


= -7*0 


La segunda es independien- 
te. Estudio de la tercera: 


1 2 
3 -1 
5 7 


5 

-1 

1 


= 120*0 


La tercera fila es también 
independiente y h = 3. 

Siendo h igual al número de 
incógnitas, el sistema es 
determinado y admite sólo la 
solución trivial: 


Solución trivial: (0,0,0) 




Ejemplo M 

Hallar el valor de m para que el siguiente sistema tenga otras soluciones 
distintas de la trivial y resolver el sistema: 

3 jc -I- 2 y + 5 z = 0 
< 2 x + 4 y + 2 = 0 
6jc - 4 y + mz = 0 
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Constmimo's M\ 



r 3 2 
2 4 

,6 -4 


5^ 

1 

m y 


Estudio dc la segunda fila: 


3 

2 


2 

4 


= 8*0 


La scgunda fila cs indepen- 
dicntc. 


RaaQnamÍCütQl para que el 
sistema admita otras solucio- 
nes, además de !a trivial, h 
•debe ser menor que 3. Es 
neccsarío, por tanto, que 


3 

2 

6 


2 

4 

-4 


5 

1 


= 0 


m 


Resotviendo: 


8m-136 = 0 


de donde: 


m = 17 


Para m = 17 la tercera ecua- 
ción es combinación lineal y 
el sistema a resolver es: Í3jc + 2y + 5z ~ 0 

|2j: + 4y + z = 0 


Trasponiendo el último tér- 

mino: Í3x + 2y = -5z 

\2jc + 4y = -z 


Cálculo de los determinantes 



A fc = 


3 2 
2 4 
-5 
-1 
3 
2 



Solución del sistema: 


x = k A a =-18 k 
y = k-A b = lk 
z = k • A = %k 

(—18Jk, 7fc,8¿) 


/ 
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( Ejercicio 172 


1 ) 


Discutir y resolver los siguientes sistemas: 
x + 2y - 5z = 0 
• 3x + 2y-7z = 0 


5x-2y-z = 0 


2 ) 


3) 


x + 3y-2z = 0 
■ 4x - 3y + 2z = 0 
jc + 5y + 7z = 0 
4x + y-3z + 2v = 0 
2jc + 2y - z + 3v = 0 
3y + z + 4v = 0 
2jc - 4y - 3z - 5v = 0 


jc + y + z + y'=0 
2;c + y + 2z-v = 0 
jc + 3z + v = 0 
jc + 2y —z = 0 


5) 


jc— y + z — v = 0 
jc - 2y + 3z - 2v = 0 
<2jc + 3y-z + v = 0 
jc + y-3z + v = 0 
jc - 5y + 9z - 5v = 0 


6 ) 


x + 2z — 3v = 0 
2x+y-v = 0 
< 3x + y - 2z = 0 
x + 2y - 6z + 7v = 0 
x —2y + 10z-13v = 0 


7) 


’2x + 2y - 2z + v = 0 
x + y + z —2v = 0 
< x + y-llz + 13v = 0 
x + y-7z + 8v = 0 
x + y+ 9z —12v = 0 


8 ) 


3x + 3y + 2z + 3v = 0 
2x + 4y + z + 2v = 0 
<jc + 3y- + z + v = 0 
2x - 8y + 3z + 2v = 0 
6z - v = 0 


/ 
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9) Hallar el valor de k para que el siguiente sistema admita sólo la solución 
trivial: 


x + y - 3z = 0 
« 2jc + 3y-3z = 0 
- [4x + y + kz = 0 

10) Hallar k para que el siguiente sistema sea indeterminado y resolverlo: 

kx + 4y-5z = 0 
< 2x + 3y~6z = 0 
x + 3kz = 0 

11) Hallar k para que el siguiente sistema sea determinado: 

kx + 5y + z = 0 
- 3x + 4 v + 2z = 0 
x - 8y +kz = 0 

12) Hallar m y n para que el siguiente sistema sea indeterminado y resolverlo: 

* 

2x + 5y-z = 0 
3x + 3y -2z = 0 
x + (2 m - 3)y + (n + 2)z = 0 
2x -f (3 m -\)y + (n + \)z = 0 

13) Hallar k para que el siguiente sistema admita sólo la solución trivial: 

3x + y + kv = 0 
2x + 3y - z = 0 
4jc - 2 ky + z + 3v = 0 
kx - 2y + z + v = 0 
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APENDICE 


CIRCUNFERENCIA 

/ 

A continuación aparecen simplemente enunciados algunas definiciones y 
teoremas relativos a las circunferencias o sus elementos. 


1) E1 radio (o el diámetro) es perpendicular a la tangente en el punto de 
tangencia. 

2) E1 radio (o el diámetro) es perpendicular a la cuerda en su punto medio. 

3) Circunferencia circunscrita: es la que pasa por todos los vértices de un 
polígono (Fig. 1). 




4) Circuncentro: es el centro de la circunferencia circunscrita. Es el punto de 
intersección de las mediatrices de los lados del poligono. 

5) Circunferencia inscrita: es la que es tangente a todos los lados del 
polígono (Fig. 2). 

6) Incentro: es el centro de la circunferencia inscrita. Es el punto de 
intersección de las bisectrices de los ángulos internos del polígono. 


7) Circunferencia ex-inscrita a un 
triángulo : es una circunferencia exterior a 
él y que es tangente a un lado y a las pro- 
longaciones de los otros dos (Fig. 3). 

8) Ex-incentro: es el centro de la 
circunferencia ex-inscrita. Es el punto de 
corte de la bisectriz de un ángulo intemo y 
las bisectrices de los ángulos exteriores no 
adyacentes a él. 
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9) Circunferencias concéntricas: son las que tienen el mismo centro. 

10) Puntos diametralmente opuestos: son dos puntos de una circunferencia 
separados por la distancia de un diámetro (son los extremos de ese diámetro). 

11) Puntos concíclicos: los que pertenecen a una misma circunferencia. 

12) Augulo central: aquél cuyo vértice coincide con el centro de la 
circunferencia (Fig. 4). 




13) Angulo inscrito: es el que tiene su vértice en la circunferencia y cuyos 
lados la cortan (Fig. 5). 

14) La medida de un ángulo inscrito en una circunferencia es igual a 1a mitad 
de la medida del ángulo central que comprende el mismo arco (Figs. 6 y 7). 



En la Fig. 8, a - (5. 

16) Angulo semi-inscrito: es el que tiene su vértice en 1a circunferencia siendo 
uno de sus lados secante y el otro tangente a dicha circunferencia (Fig. 9). 





17) La medida del ángulo semi-inscrito es igual a la mitad del ángulo central 
que comprende el mismo arco (Figs. 10 y 11). 
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18). Angulo exterior a una circunferencia: es el que tiene su vértice fuera de la 
circunferencia y sus lados secantes o tangentes a ella (Fig. 12). 




19) La medida del ángulo exterior es igual a la semidiferencia de los ángulos 
centrales correspondientes. En la Fig. 13, y = ~ (a - /?). 

20) Angulo interior de una circunferencia: es el que tiene su vértice en el 

círculo (Fig. 14). . 




21) La medida de un ángulo interior es igual a la semisuma de los ángulos 
centrales correspondientes. En la Fig. 15, y = ^ (a + p). 

22) Angulo entre una circunferencia y una recta que la corta: es el que forma 
la recta con la tangente a la circunferencia en el punto de intersección (Fig. 16). 




23) Angulo entre dos circunferencias: es el ángulo comprendido entre sus 
respectivas tangentes en el punto de intersección (Fig. 17). 

24) Circunferencias ortogonales: dos circunferencias son ortogonales si el 
ángulo que forman es recto. 
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25) Flecha: es la porción del radio perpendicular 
a una cuerda, comprendida entre la cuerda y el arco que 
ésta subtiende (Fig. 1&). 

26) En una misma circunferencia o en circunfe- 
rencias iguales, dos cuerdas iguales están a igual 
distancia deí centro y, recíprocamente, dos cuerdas equi- 
distantes del centro son iguales. 

27) En una misma circunferencia o en circunfe- 
rencias iguales, de dos cuerdas desiguales, la mayor está 
más próxima al centro. 

28) La cuerda mínima que pasa por un punto interior a una círcunferencia es 
la perpendicular al diámetro (al radio) que pasa por dicho punto. 

# 29) En una misma circunferencia o en circunferencias iguales, dos cuerdas 

iguales subtienden arcos iguales y, recíprocamente, dos arcos iguales subtienden 
cuerdas iguales. 

30) Los arcos comprendidos entre dos cuerdas paralelas de una circunferencia 
son iguales. 

31) Recta normal: es la perpendicular a ia tangente en el punto de tangencia y 
es, por tanto, la prolongación del diámetro en dicho punto. 
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RESULTADOS 


1 

1) 6x 6 + 17x 5 + 2x 4 - 43x 2 + lOx - 56 

2) -x 3 + 3x 2 +7 

3) 6x b + I9x 5 + 3x 4 - 8x 3 - 9x 2 - 23x - 59 

4) . 4x 5 +4x 4 -5x 3 +47x 2 — 27x + 42 

• 5) 2x 4 -3x 3 + 4x 2 +5x + l . 

6) x 5 -x 4 +!1x 3 **30x 2 +32x-1 

7) 8x 5 +9x 4 - 3fcx ? - 26x 2 — 11 x—70 

8) Q (x) = x 3 + 2x 2 - 5x +1; 

R{x> = x - 2 

9) Q UI = 3x 3 + x 2 -9; R*=0 

10) Q (xl =2x + 3; R (x) = -5x -17 

• II) Q u) = 2x 2 +9x + 17; R = 4I 
12) Q = 2; R (x) =-10x 2 -13 

2 

I) 3x 2 +4x-3; 1 
. 2) 5x 3 - 15x 2 +2x-2; 10 

3) x 3 -2; -2 

4) x 4 - x 3 + x 2 - x +1; 0 

5) 3x 3 + 6x 2 +6x +12; 3 

6) 6x 3 +9x 2 - 3x - 15; 0 

7) 4x 3 + x 2 +4x4 

8) x 3 +4x 2 +ix + Jf; * 

9) x 4 +V2x 3 -3x 2 -3>/2x + 5; 10^2 

10) x 3 -4x 2 -4x + ^.; 

11) 3x 4 -9V2x 3 + x 2 -V2x-1; 4^2 

12) x 4 -ax 3 -2x-4a: 1-4a 2 

13) 2x 2 + mx + am - 1; m 

14) 2Z 3 + iZ 2 + 3; i 

15) Z 4 + (1 - i)Z 3 + (1 - 4i)Z 2 + (2 - 2i)Z + 2; 

16) (1 + i)Z 2 +(2 + 3i)Z +1 + 2i; -1 

17) (1 + 2i)Z 2 ; — 6 + 4i 

18) 27. 2 + (4-2i)Z + 2 + 4¡; 0 

19) 3x 4 - x 2 +5; 2 

20) x lw +x 5 -6; 5 

- 21) 2x 12 + 1; 1 

22) 6x 14 -4x 7 - 2; 2 

23) 3x 9 -6x 6 +2x 3 +3; 0 

24) ax 12 -ax 6 -a; 5-2a 

25) 3x 4 +a* 2 +6a 2 ; 0 

26) 2Z 6 +(3-2i)Z 3 -2; i 


27) 

2Z 16 + (7 - 3i)Z 8 - 4 - i; i 

28) 

Z 6 + (1 + »)Z 4 + 2Z 2 — 2 + 2¡; 0 

co 

1) 

2x 2 +6x + |; 4 ' 

2) 

3x 3 + x 2 - 1; 2 

3) 

2x 2 +x + 4; 

4) 

+**H*+i: - + 

5) 

x 3 -x 2 +4x-l; -13 

6) 

x 3 -4x-a; a 2 

7) 

x 2 -ix; 6 

8) 

4x 2 +6x-15; 8 

9) 

3x 2 +4x + 1; 1 

10) 

x 3 +2x-ab; 2ab 2 

11) 

2Z 2 +(l + i)Z + 4; -1 + 2i 

12) 

Z 2 +(4 + 4i)Z + l; 4 + 2i 

13) 

(1 + i)Z 2 + (1 — i)Z + 2i; 1 

14) 

5x 9 + 10x 6 -5x 3 + 15; -5 

15) 

4x 14 -|x 7 +|; 1 

16) 

(3 - i)Z 2 + (2 — i)Z — 3 + 2¡; 0 

17) 

(2 - i)Z 3 + (3 - 2i)Z 2 + (5 - i)Z + 4; 

4 

i) 

5; 21; 21 

2) 

5; 101; 3 

3) 

8; 19; -■£ 

4) 

-16; 3-9¡;2i 

5) 

0; -12+4i; 3-3^2 

5 

l) 

1 

2) 

-3 

3) 

5 

4) 

2 

5) 

8 

6) 

3-4i 

6 

i) 

-2 

2) 

í 

T 

3) 

6; -2 

4) 

5; 2 

5) 



2 + i 


6) -3 2) 3(x +1) 3 -4(x +1) + 2 

7) I 
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8) 5 . 

9) -2 

10) 

11) 2; —4 
'2) i’.-i 

7 

1) (-4,-13) 

2) (4,-5) 

3) (3,-8) 

4) (7,7) 

5) (1,—7,—1) 

6) (2,-7.-*) 

7) -11 

8) (4,0) 

9) (5,-3) 

10) (7,2) 

* 11) (3,-5, 1K 

. Í2TTTCT3.IO) 

13) x 3 -4x 2 + x + 6 

14) 2x' + x 2 -5x + 2 
.5) 

16) (-3,1) 

17) (1-5.7) 

18) (1,0,0,-16) 

8 

1) 3(x + 3) 3 - 17(x + 3) 2 + 25(x + 3) + 2 

2) (x-2) 4 +5(x-2) 3 +8(x-2) 2 +5(x-2) + 5 

* 3) 2(x + 2) 4 -12(x + 2) 3 + 2 l(x + 2) 2 - 3(x + 2) - 4 

4) (x - l) 4 - 3(x -1) 2 -4(x -1)-1 

5) 2(x - ) 4 + 9^2 (x - ^2 ) 3 + 25(x - ^2)" + 

+ llV2(x-V2)+l 

6) (x-a) 3 +2(x-a) 2 +3(x-a) + l 

7) (x-m) 3 +(x-m) 2 +(x-m)+m-2 

8) (x + i) 4 + 2(x + i) 3 - 2(x + i) + 3i 

9) (x — 1 — i) 3 + (x — 1 — i) 2 + 5(x — 1 — i) +1 

Kl) (x’-2)\3(*’-2)\(x 5 -2f-7(x 5 -2)-6 
"> (x , -3)’ + 5(x-'-3) : + 8(x'-3)-I 

12) (2x +1) 3 - 2(2x +1) 2 +(2x +1)- 3 

13) (2x - 3) 3 + 3(2x - 3) 2 + 5(2x - 3) + 4 

14) (3x -1) 3 + 2(3x - 1) + 5 

15) (2x - 5) 3 + 3(2x - 5) 2 + 47 

16) y(2x -l) 3 -4(2x -1) 2 - 4(2x - I) + 4 

17) ^-(3x +1) 4 +-|-(3x +1) 3 --^■(3x + l) 2 + 

+ -y-(3x +!)+1 ' 

18) |(2x - 7) 4 + 10<2x - 7) 3 + ^(2x - 7) 2 -13 

9 

1) (x-2) 3 -7(x-2)-5 


3) 2(x-5) 3 -3(Xx-5) + 75 

4) 4(x-l) 3 + (x — 1) — 2 

5) (x-3) 3 — 10(x — 3) — 1 

6) (x + 1) 3 -3(x + l) 2 +4; 

(x-1) 3 + 3(x-1) 2 

7) (x-l) 3 +4(x-l) 2 “1; 

(x + |) 3 -4(x + 4) 2 +^ 

8) 2(x + I) 3 - 5{x +1) 2 +4; 

2 ( x “^) + 5 ( x -i )' 

9) (x + 2) 3 - 7(x + 2) 2 +10; 
( x _h) 3 +7 ( x _8) 2 _^ 

10) (x +1) 4 - 3(x +1) 3 +2(x +1) + 4; 

( x_ t) +3 ( x ”Í) -’t( x “Í) + 'Í5‘ 


10 


1 ) 

- 1 , 2,2 

2 ) 

1 , 1,-2 

3 ) 

1 , 1,-1 

4 ) 

0 , 1 , 2.3 

5 ) 

0 , 1 ,- 2,-3 

6 ) 

2 , - 2,3 

7 ) 

2 . 2 , -2 

8 ) 

0 ,- 1 .- 1,5 

9 ) 

- 2 , 3 , 3 

10 ) 

2 , 4.-5 

11 ) 

0 . 3 . - 4,5 

12 ) 

1 ,- 1,9 

13 ) 

1 ,- 1 , 2 , -4 

14 ) 

0 .- 1 . 2 . 3,-4 

15 ) 

- 2 ,- 4 , 5,6 

16 ) 

0 ,- 1 , 3 , 3 , -3 

17 ) 

- 2 ,- 2 , - 2,-6 

18 ) 

0 , - 2 , 3 . -4.6 

19 ) 

- 3 ,- 3 , 5,-5 

20 ) 

1 ,- 2 . 3 , 4.5 

21 ) 

- 1 ,- 2 ,- 3 , - 4.5 

22 ) 

0 , - 2 , 3 . 3 , - 3.4 

23 ) 

0 , 1 , 2 , 3 , 4,-6 

24 ) 

- 1 ,- 3 , - 4 , 6.-6 

25 ) 

- 1 ,- 1 , 2 ,- 2 ,- 2,-2 

26 ) 

0 , 1 ,- 1 , 2 , - 2 , 3,3 

27 ) 

- 1 , 2 , 2 . - 2 .- 2,4 

28 ) 

1 , 1 , 1 ,- 1 , 6 , 12 

29 ) 

0 . 1 ,- 1 ,- 2 . 3 .- 3 , -3 

30 ) 

1 , 1 , 2 ,- 2 , 4 . 5.-5 - 

31 ) 

0 . 2 , 2 ,- 2 .- 2 , 3 ,- 4,5 

11 


1 ) 

- 3 , ± + 

2 ) 

- l .- 2 ,_- i , + 

3 ) 

1 + 

1 

- 4 - 

1 

I 

4 ) 

0 . ± 2 . 4 . 4 

5 ) 

2 , ± 4 . 4 

6 ) 

1 - f-W 

7 ) 

0 .- 4 . 4--+4 
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8) 

± 4 , ±4 

21) 

±1,2,4. 3 . 4 

9) 


22) 

2 . 4 . jsjfi.. 

10) 

->.->.-+-1 . 

23) 

±1, -2, - 4 . 3. ■ 

11) 

12) 

±i. ±4. ±4 

0 .- 1 . 4 . 4 . 4.4 

24) 

-l±V3i -l±-/l5i 

13) 

-3. + 4. 4 

25) 

llfii -l±fi» ^ 

14) 

± 1 . - 3 . 4 . 4 

26) 

-i.±f,±4 

15) 

1 

~\r 

1 

l 

27) 

-l.-l.a, 4 

16) 

-1.2. 4.-4. 4 




12 

. I). 1,-2. 

2) -1,2, 

3) 

4) I, 3±i 

5) ±5, ^¿Ü 

6) 0. 1.2, -=2*í£IL 

7) 1.1, 

8) f 4- 

9) O.'T'-f. 

10 ) + 1 . 4 , -+, 

13 

1) 1. 1,-3, -4 

2) -2. -4.-3. -j 

3) -3,-4, 4. 4 

4) 2, 4 , ±i 

5) -l.-l. ±i 

6) ^#.±¡ 

7) f f-f-4 
8» ff-4,-4 

9) -1.2. 4,-3,-4 

10) I, 2, 4 . -3. -4 

11 ) I,-2,- 4 ,-3 .-4 

12 ) - 1 , 1 . 1 . 


13) 


2, 4,2±/3 

14 ) - 1 ,- 1 . 3 . - 4 , 

15) ±1. 2, +.±i 

16) ±1, -^í-, ± i 

17) ±1. -2±VJ. 

2±V3. 3±2y¡2, 

4tV5 -ItVÜi l±/l5i 

1 , ± 1 , - 2 , 


18) 

19) 

20 ) 


±i 


14 

1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 

11) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20 ) 

21 ) 

22 ) 

23) 

24) 

25) 

26) 

27) 

28) 

15 

1) i 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 


kx±f; -§- + 2k7i 

k 180°+45°; k 180*±6fí o ; k 180°-63°26' 
krc±+; 7c( 1 4- 2 k) 
k 360° ±120°; k 360° ±101° 32'; 
k 360° ±70° 31' 

+ + 2 kic; kn-(-l) k f 

270°+k 360°; k 180°-(-l) k 30 o ; 

k 180°+(-l) k 11°32 

-y- + 2 kíi; kTt + (—l) k -g-: k7t + (-l) k y 

k • 180° -45°; k 180° +¿3° 26 ; k 180° ±30° 
k • 180°+(-l) k 19°28 ; k 180°-(-l) k 14°28 
k-360°±78°27 ; k 360°±120°; 180°íl + 2k) 
10, 100, 1000 
10; 100; 1,93 
-j+5-; 1000; 1,389 
+ .4, 8, 16 
10; 3,162; 2,154 
10 ; T*r; 2.154 
1.3, 4-37, ^ 

1; 100; 1,468 

0, 1,2 
0; 1; 1,585 
0, 1,2 

0; I; 1,585;2 
0.4 
2; 2.807 
0; 1.609; 1.946 
4; 0,7925; 1 
—1: —2; 1.322 
0. lg m a, lg m b 


x-2 

(3x-1K3x+2) 


2x-l 

JjL 

x—I 
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16 19 20 


1) 

-2 

2) 

0 

3) 

oo 

4) 

0 

5) 

* 

6) 

í 

7) 

“tff 

8) 


9) 

~oo 

10) 

-6 

11) 


12) 

-2 

!>) 


14) 

2a 

• 15) 

OO 

17 

i) 

i 

2) 

2 

. 3) 

i 

4) 

* 

5) 

oo 

6) 

6 

7) 

3 

8) 

-* 

9) 


!0) 


1!) 

0 

12) 

4 

13) 

0 

14) 

i 

18 

i) 

-i 

2) 

-1 

3) 

2 

4) 

4 

5) 

i 

6) 

-2 

7) 

i 

8) 

-i 

9) 

T 

10) 

4 

T 

11) 

+ 

12) 

i 

13) 

8 

7 

14) 

-* 

15) 

6 

16) 

oo 


1) 

-3 

I) 

i 

2) 

I 

2) 

i 

3) 

4) 

0 

i 

3) 

i 

5) 

-3 

4) 


6) 

* 

5) 

-f 

7) 

-4 

6) 

oo 

8) 

5 

4 

7) 

-f 

9) 

1 

8) 


10) 

I 

9) 

0 

U) 

Jis r 

1-e 3 

10) 

9 

”55/ 

12) 

# 

11) 

1 

”TT 

13) 

4 

5 

12) 

13) 

-10 

5 

14) 

9 

14 

14) 


15) 

2 

15) 

-í 

16) 

17) 

3 

-4 

16) 

17) 

-i 

i 

7 


21 


1) 

x 2 -xy + y 2 

2) 

Noes divisible 

3) 

a 3 -2a 2 +4a-8 

4) 

a 6 - a 5 b + a 4 b 2 - a 3 b 3 + a 2 b 4 - al 

5) 

a 5 +2a 4 +4a 3 + 8a 2 + l6a + 32 

6) 

No es divisible 

7) 

25 + 5x + x 2 

8 ) 

No es divisible 

9) 

x 3 -3x 2 +9x-27 

10) 

No es divisible 

11) 

a 7 +a 6 b + a 5 b 2 +a 4 b 3 +a 3 b 4 +a 

12) 

No es divisible 

13) 

m 4 +2m 3 + 4m 2 +8m + 16 

14) 

9 + 3m + m 2 

15) 

x 7 - x 6 + x 5 - x 4 + x 3 - x 2 + x -1 

16) 

a 3 b 3 + 5a 2 b 2 + 25ab +125 

17) 

9m 2 -6mn + 4n 2 

18) 

a 4 +a 3 +a 2 +a +1 


22 

1) 4 

2 ) & 

3) 2^2 

4) 4 
5 > TT 

6) 4 


7) 

— 

14) 

8) 

¥ 

15) 

9) 

VÍ5 

“5" 

16) 

10) 


17) 

11) 


18) 

12) 

2(x-y)^x + y 

19) 

13) 

s 

20) 



•V27-bV 


2« 

VlRa'b 

TTvbV 

2 

aV«7bV 

■”b^”_ 

b-Vl25aVV 

-_ 

2(3a - b)^9a 2 +6ab + b 2 
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21) (a + b) 2 Va + b 


22 ) (x-2)V<* + 3 ) J 


23 ) (» + l) V(x+ 2 )V- 3) 2 

24 ) (x - l>V<2x - l) 2 (x +1) 

23 


36 ) V 3 +V 2 

37 ) V 3 -V 2 

38 ) 

39 ) V 5 +V 7 +VÍT 

40 ) 3 V 2 - 2 V 3 +V 6-2 

41 ) 7 - VÍ 5 - V2T + V 35 + VÍ 05 5 V 3 - 3 V 5 - V^ 


1 ) 

2 -V 3 

42 ) 

2 ) 

•</ 3 +V 2 

43 ) 

3 ) 

J 7 -J 5 

44 ) 

4 ) 

2(1/2 +l) 

45 ) 

1 5 )' 

JÍ 3-3 

46 ) 

6) 

V 35+5 

47 ) 

7 ) 

5 >/ 2 - 3^5 

48 ) 

8 ) 

V*WÍ 


9 ) 

5 + 2^6 1 

49 ) 

10 ) 

l+bóJÍ 

—n 

24 

11 ) 

40 +I 3 JÍ 0 

TT 


12 ) 

V 2 

l) 

13 ) 

4 

2 ) 

14 ) 

raJñ+oJm 

m-n 

3 ) 

15 ) 

*+I-Jx 2 + 2 x -15 

4 ) 

3 

16 ) 

(VTx-T+2 j( V5Ü-T+2) 

X+Vlí 1 -! 2 

5 ) 

6 ) 

17 ) 




18 ) 

i 

7 ) 

19 ) 

1 

8 ) 

9 ) 

20 ) 

V5+V2Í 

21 ) 

V3-2+/2 


22 ) 

V 9 + 4 -V 2 

10 ) 

23 ) 

2 

11 ) 

24 ) 

V 46 +Í 6 VT 

3 

25 ) 

12 ) 

26 ) 

|a+VT-Va )V> 

13 ) 

1 


27 ) 

+1 - 2 >/á 

14 ) 

28 ) 

(a + 3 )^a + 3 + 2 >/ 3 a 

15 ) 

29 ) 

4 + ^ 3 -V 2 

30 ) 

7 + 2 -VÍS-V 5 - 3 V 3 

16 ) 

31 ) 

3 +VÍ 5 +V 6 

17 ) 

32 ) 

■ÍÍ+JÍ-f! 


33 ) 

3 + VJ +l /7 

18 ) 

34 ) 

2V3+3V2+v^ 

19 ) 

35 ) 

V2 +2 + V 6 

20 ) 


■ 2 - 2 «Jb+b)y(»+Jb)' 


a+b 


(a+bj^Vi^+Va^b+Vab 2 +Vb* ) 


a-b 


y^-rp. 



V^fV^-V^+V^-Vb 7 ) 



V/|*V*^+*y»y*+V*V +yy**y*ytfy’) 


VñíVM-VíWi-V5+Ví-i) 

-—j--¿ 
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-VS r ÍV?-V*vV?l 

21 > -*-*- 1 

Vá^íai/a 1 aaí/a+a+í/a 1 +í/a+0 

22) —1--—i 

23) V8('V^>V^ + 4 ^ r + V2 r + , V2 7 + V2 + , V2 7 + V2 + V2 + V2 + , V2 + 1) 

24) 3^9 - AÍ72 + 6 - 2^648 + 4^3 - 4^2 

V?(V?+V?'WT+VT+VT+i) 

25) jTj 

26) Vx^"(Vx-l) 

27) VÍ6 (4 10 VÍ28 + 4^4 + 4 10 >/2 + 2 Vl6 + 2^2 + 2^2 + ‘^512 + W +"^8 +1) 

28) %p-_ 

25 , 'VT-Vy 

30) V3+V? 

.31) V5+V2 

32) (* 2 +xy + y ! )(Vx+Vy) 

33) 2(Vx-l) 

^ (VH+2^íb+ V4 *V35 + V14 +V 49 jVToo ( V 25 -VlO + V4 ) 

35) 4 V 25 + 2 V 15 +V 9 


25 


24) 

siV% 

i) 

1 

25) 

"Tb" 

'2) 

1 

26) 


3) 

4) 

6 

32 

27) 

-W 

5) 

-i 

28) 

VT 43 

6 ) 


29) 

00 

7) 


30) 

-¥• 

8) 

2 VI4 

31) 

-1 

9) 

jH 

A 

32) 

33) 

“4 

80 

Tí 

10) 

6^5 

34) 

tV 

11 ) 

12) 

~~ 2 A 

26 



2^a +a 

14) -36 

15) 12 3 V9 

16 ) * 

17 ) * 

18) * 

• 19) « 

20 ) 

21) -M- 


22 ) 

23 ) 


V3 

~ 


1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 
11 ) 
12 ) 


m=3; n=2 
p=0; q=5; r=-2 
m=-3; n=4 
m=2; n= 1 
m=5; n= 1 
p=2; m=3; n=2 
a=2; h=- 3; p=-7 
a=-3; b=2; p=—7 
a=-3;b= 2; p=3 
a=2; b=3; p=3 
A=l; B=—1; C=0 
A = 4; B = |; C = -+ 

A = f; B = -|;C = + 
A = 0; B = f; C = 2; D = 
(m=5; n=4); ím = ^; n = 


1 

5 

■i) 


27 


1) 

2 ) 

3) 

4) 


x 2 — 2x — 2; -4x + 8 
x 3 + 3x 2 -2x + 4; -3x + 4 
x 3 +2x-1; x 2 + 3 
x 3 + x 2 +2x + 3; x + 4 


5) x 3 + 2; - 2x +1 

28 

0 Q U) =±(x : +x + 2); R u> - -x +1 

2) Q (x> = ±(2x 2 -x + 3); R = 0 

3) Q (x) = ±(3x 2 - 4x + 2 ); R (x) * I0x-3 

4) Q (x) =±(x 3 + x + 3); R (x) =5x 2 -3 

5) Q (x) =±(x 3 + x 2 + l); R (Jt) = -x 2 

6) Q (x) = x 2 - x +1; R (x) =-2x 3 - 2x 

7) Q u) = x 2 -x-3; R (x) =9x 2 

8) Q (x) = ±(x 2 + x -1); R = 0 
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6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10) 

11) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 
!6) 

17) 

18) 

19) 

20 ) 
21 ) 
22 ) 

23) 

24) 

25) 

26) 

27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) 

33) 

34) 

35) 

36) 

37) 

38) 

39) 

40) 

41) 

42) 

43) 

44) 

45) 


7±F“7*T + 7+T“7Í7 
1ó^“7^T + 1<ÍT7 
T¿T + T¿T + 7 

"*-T + <x-ir ~ «n-ir 1 ~ <*-n 4 
*“* + <«-2>' + <x-2) 4 

ITvTTT + ITvTT + 2 <x-») J 

^ + 77^' h 7lV + T^? 
TÍT“ 


r + 

<*+2) 4 


<*+2r <x+2 y <«+2r 

-*T + —r + —2-y + -¿r 

v*T (s+ |>2 <x+ir »+5 

"**T TiiTl)7 <X+»)* + <*+¡)7 7*+»7 r 
“7±r + 77^í7 + 7^¡7 + 7ÍT 

7Ít’ 

mT” <*+ii ! “t+t + 7 

7-T + (x _ 4 2)1 + <x_2^ 

7±T + 7^ 

»♦2 x*+*+l 

*-■ * J +» 

- 1 T-- Í T + -T- J - 

7+T *+T * : +2*+2 

«-i - «»J + 

^r~^T + T^ 



T*T + “^^T 

*-Z *-♦*+! 




■^■* + (.■!,)= 

1 *+2 5*+IQ 

~ (*í+l)* 

*+( *-T * J +2 (*^2) 

1 _ x+3 _ 4*+»2 

3p+3) ~yf 

2 “tAt” vT 

2x ” 3 + 1¿T + 7?T 

X + 2 “TÍT + A 


46) 

47) 

48) 

49) 

50) 

51) 

52) 

53) 

54) 

55) 

56) 

57) 

58) 

59) 

60) 
61) 

30 

1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 
11) 
12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20 ) 
21 ) 
22 ) 

23) 

24) 

25) 

26) 

27) 

28) 

29) 

30) 

31) 


3x ” 2 + 7±T + 7±T + 7±T 
_3 


xJ ” , ”T<rT7 + ': 

3x ” 5 + 7^T + 7¿T“7±T 

x^+x + i + ^+TÍr+T^- 

2x - 3- TÍr + TÍT + 7Í!r 

x5 + 3x2 + 6x + '0+*+7^r + 7^7 

xi - x + 2 +7ÍT - TT^r + 77¿7 ‘ T^7 

3x - 1 + + n 5x -y 

3 ** +l (* J +») 

X “ , + 7±T + J * Z ±“7^ : V 
*+2 **+2 ( t J +2 )- 

x 4 +5x 3 -7--A=*---^ 

» j +i xv 

2x + a + 7±T + 7±T + 7+T 

ax + b - -Ar + 


* J + 2*+2 **- 2*+2 
2 - 


X*-X+l X-+X+I 

^&1± + _5a±1_ 

* J +2 * I +*+l 

T^T + ^T “TfV 

* *‘ +3 * 2 c3' 


(-4,8,-2,2); (4,0,2-2 
a=-c; b=—(p-+1); 4d=c -4(f>+1) 
a=3; b*2 
a=I: b=-4 



±3; ± 1; (m = 2) 

±6; ±2; (m = l5); 

±3i; ±i; (m = 0) 
x 2 -3x + 5 
2x 2 +x-7 
-3x 2 +7x -5 
x 3 + x 2 + x + l 
2x 3 -x 2 +2x -1 
x 3 + 2x 2 +3x + 4 
x 4 -3x 3 + x 2 -5x + 2 
2x 4 -6x 3 -3x 2 + x - 7 
5x 4 -llx 3 + 6x 2 -7x + l 
2x 4 — 7x 3 - 18x 2 +13x + 10 
-I 
0 

If 

6 

p = -1 -m 2 ; q = m 
q = p-1; m=0 

q = 1; m = ±^2- p 
A=3; B=-4 

x 4 -x 3 -2x 2 -2x + 4 

x 4 — 3x 3 — x 2 — x — 6 

x 4 -» I0x 3 + 2x 2 - I06x + 357 

x 7 +5x 6 + I6x 5 + 18x 4 +17x 3 -23x 2 +2x-36 

x 4 -8x 3 +42x 2 - I04x +169 

a 3 - 4ab + 8c = 0 
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32) m = ±6 

33) b=c=0; 

a=b=-1,c=1 

34) a=b=c=0; a=). b=-2, c=0; a=l, b=c=-l; 
b = a, a = c = 

(donde a 3 - 2a + 2 = 0) 

35) q- + ptj + q = 0 

36) 3x 5 +4x 4 -3x 3 -I1x 2 +4x + 12 

37) x 3 +3x 2 +x + 3 

38) x 4 +8x 3 + I4x 2 -8x-15 

39) y 4 -3y 3 -27y 2 +27y +162 

40) y 4 - 10y 3 + 33y 2 - 24y 

41) y 4 +2y 3 -7y 2 — 8y + 12 

42) y 4 +12y 2 +16y+ 48; 

l±V¡Ti; -1 + V3i 

43) a =+. b = -4 

44) k=-16; 6,-1,-2 
' 45) k=52; 2, 3, j 

46) k=—46; 4, -j 

47) k—3;-l. ■$, | 

48) k=-4; 

49) . n = -22; j, f 4, 4 

50) m=42,n=-104; 2±3i; 2±3i 

51) m = —4. n = -j-; — 4* “4i - 4• 1 

—f —+• + 

55) (x 2 +3x + 2 ) y (x 2 -5x-ó); 

(-2x 2 - 6x + 2) y (-2x 2 - 2x - ó) 

56) 100; 0,1; 0,001 

57) 4; 32; 4 

58) 1000; 1,642; 0,0283 

59) k • 180° +45° 

k • 180°+72° 34' 

k 180°+17°25 
k • 180°-29® 30 
k 180° -60° 30 

60) x+27 

61) I5x-14 

62) -30x-75 
14x 2 +41x + 25 
9x 2 -32x +19 

* (x-b)O-C) . r» (x-a)U-c) 


63) 

64) 

65) 

66 ) 

67) 

68 ) 

69) 

70) 

71) 

72) 


27ad 2 - 9bcd + 2c 3 = 0 

± V2i; ^ 

±2i; 

l±3i; ± V?i; — 2 ± 4i 

= n2,3. 


Qu> =< ! x + P X “ 

73) 11; -6 

74) 4; 5; Bs 5.400.000 


31 


3) 30 

4) 7 

5) 18 

6) 35 

7) 140 

8 ) 220 

9) 70 

10) -30 

11) 180 

12) 16 

13) -7 

14) -6 

15) -3 

16) 10 

17) 4 

18) 5 + 6 + 7 + • • • + (n + 5) 

19) 8 + 27 + 64+-. + (n + l) 3 ' 

20) 9 + 18 + 29+ - +(n 2 +6n + 2) 

21) 1 + 1 + 9+ - + (2n + l) 2 

22) 25 + 36 + 25 + ••• + (n 2 -4n-2) 2 

23) 7 + lg 2 315 

24) 8 + lg¡15 

25) co!g36 

26) l+colg5 77 

27) -1 

28) 1 

29) 3 + sen x + cos x 

30) 0 

31) 0 

32) 2 

33) f 

34) 0 


35) 4-1 


36) 


-I 


37) cos2a + cosa + 4 

38) 2iscn3a 

39) 2coS-y-CÍs(-y) 

40) 4 + V3 + lg 2 3 

41) I 

42) 37 


32 


1) 15 

2) 50 



1) 

45 


2) 

319 

) . r (x-*)(x-b) 

7 ^ (c-a)(c-b) 

3) 

156 

4) 

^+Vr + i48 

ta) SS 'fe X+ 1& 

5) 

I8-3V2 

6) 

I.IS+2W3 

• vr 


7) 

14 + V2 


8) 

6 


' 9) 

4f + 4lg 2 3 + 3lg 3 2 


10) 

4 + lg 2 3-31gj2 


11) 



12) 

0 


13) 

f 


14) 

4 


15) 

16(K) 


16) 

9 


780 RESULTADOS 








17) 10 + |lg 2 3 + 6lg 3 2 

18) lb$H + |8i ga 

19) 21 + ^ + ^ +•••t[(n + 2)(n + 3) + -¿ r ] 

20) 3 + 12 + 110+ +[(2n + l) n +(2n + 2)" +(2n + 3) n ] 

21) [l - 7 + 49 + • + (-7)" ] + [l-5 + 25+ - + (-5) n ] + [l-3 + 9+ +(-3) n ] 

22) [l-l + 9+ - +(1 -2n) n ] + [l + 2 + 0 + - + (4 - 2n)" ] + [l + 5 + 9 + +(7-2n) B ] 

23) [0 + 1+ - + (n-2)] + [-l + 0+ +(n-3)]+ - + [(3-n) + (4-n)+ - + 1] 

24) [l + l+ •• + (7-2n)°- 2 ] + [l + 0+-+(8-2n) n " ; ']+ +[(n-l) 3 "" +(n-3) 4_n +• -+l] 
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5) 

7xy 5 

8 

6) 

-92378ab 2, Va 8 b 3 : 
92378ab 2 Vab 

7) 

I7ab 4 

8) 

5005 

9) 

33a 2 b 

10) 

336 

X 4 

II) 

210; 120tg 2 aV¡gct 

12» 

77 V¿ 77\^3 


24 ' 54 

13) 

715 143^2 . 


.- / 576 1, 72 

14) 

■>5x 

« . . 7 /' fX /O mm 

23x+26 

79 



1) 

T 4 ;T 7 

2) 

T k ; - I2y2' 

3) 

224a 3 v . 

-No 

3b* 

4) 

T 5 ; 8 

5) 

-3: 43758 

6) 

n . T 

T, ° 

7) 

5005cos 21 x; 5005 

8) 

8008; T i3 

9) 

-2002; T ? 

10) 

T 15 ; 840sen 36 2a 

80 


i) 

29 

2) 

24 

3) 

44 

4) 

75 

5) 

14; 7 

6) 

20 

7) 

II 

8) 

19 

9) 

6 

10) 

14 

11) 

9 

12) 

6 

13) 

14) 

" rj . 

15 
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81 


13) cos 7 ot - 21 cos 5 a sen I 2 a + 35cos 3 a sen 4 a - 
-7cosasen b a 


1) 

8; T 7 

14) 

2) 

12; T 3 


3) 

9; -84 

15) 

4) 

-48620 


5) 

11/2 ' 

16) 

6) 

323 

7) 

10; 2 

17) 

8) 

(*'.*•) 

9) 

(1.-3) 


10) 

(3,±l) 

18) 

11) 

(3. 2) 


12) 

(1.2) 


13). 

(2.-1) 

19) 

.14) 

(4, 3) 


15) 

(2,1) 

20) 

16) 

(VI.5) 


17) 

(±I.±D 

83 

18) 

(±2,T 1); (±1.42) 

19) 

<>-.* í ,4 f. ) 

1) 

2) 

20) 

(••-*) 

3) 

21) 

(-2. 1) 

4) 

22) 

(1.4) 

5) 

23) 

(4,-1); (1.8) 

24) 

(4.9) 

6) 

25) 

(2, 3) 

7) 

26) 

(2,1.5) 

27) 

(>/ 2 , 1 , 5 ) 

8) 

9) 

28) 

(±1,± 2,6) 

29) 

(2,1,9) 

10) 

82 

11) 

12) 

i) 

cos 3 a - 3 cos a sen 2 a 

13) 

2) 

3cos 2 a sen a - sen 3 a 

14) 

3) 

3tga-tg 3 a 

15) 

1 - 3tg 2 a 

16) 

4) 

ctg 3 a - 3ctg a 

3ctg 2 a -1 

17) 

5) 

cos 5 a - lOcos 3 a sen 2 a + 5 cos a sen 4 a 

18) 

6) 

5cos 4 a sen a - lOcos 2 a sen 3 a + sen 5 a 

19) 

7) 

5tga- 10tg 3 a + tg 5 a 

20) 

1 - I0tg 2 a + 5tg 4 a 
ctg 5 a - 10ctg 3 a + 5ctg a 

21) 

8) 

5ctg 4 a- 10ctg 2 a + 1 

22) 

9) 

cos 6 a - 15cos 4 a sen 2 a + 

23) 


+ I5cos 2 a sen 4 a - sen 6 a 

24) 

10) 

6 cos 5 a sen a - 20 cos 3 a sen 3 a + 6 cos a scn 5 a 

25) 

H) 

6tg a - 20tg 3 a + 6tg 5 a 

1 -15tg 2 a + 15tg 4 a-tg 6 a 

26) 

12) 

ctg 6 a - 15^tg 4 a + 15ctg 2 a - 1 

27) 

6ctg 5 a - 20ctg 3 a + 6ctg a 

28) 


7cos 6 a sen a - 35cos 4 a sen'a + 

+ 21 cos 2 a sen 5 a - sen 7 a 
7 tg a - 35 tg 3 a + 2 1 tg 5 a - tg 7 a 
1-21 tg 2 a + 35tg 4 a - 7 tg 6 a 
ctg 7 q - 21 ctg 5 q + 35ctg 3 q - 7ctg a 
7ctg 6 a - 35ctg 4 a + 21 ctg 2 a - 1 
cos 8 a - 28cos 6 a sen 2 a + 70cos J a sen 4 a - 
- 28cos 2 a sen 6 a + sen 8 a 
8cos 7 a sen a - 56cos 5 a sen 3 a + 

+ 56cos 3 a sen 5 a - 8 cos a sen 7 a 
8tg a - 56tg 3 a + 56tg^q - 8tg 7 a 

I - 28tg 2 a + 70tg 4 a - 28tg 6 a + tg H a 
ctg 8 a - 28ctg 6 a + 70ctg 4 a - 28ctg 2 a + I 

8ctg 7 a - 56ctg 5 a + 56ctg 3 a - 8ctg a 


-^■(l - cos 2a) 

■|-(3sena-sen 3a) 

■£(3-4cos2a + cos 4a) 

-¿(lOsen a - 5sen 3a + scn 5a) 

-jj(lO- 15cos2a + 6cos4a-cos6a) 
¿-(35sen a - 21sen 3a + 7scn 5a - sen 7a) 
-^-(l + cos2a) 

•J-(3cosa + cos 3a) 

■|-(3 + 4 cos 2a + cos 4a) 

■¿•(lOcosa + 5cos3a + cos5a) 

-¿■(10 + 15cos2a + 6cos4a + cos 6a) 
■¿■(35 cos a + 21 cos 3a + 7 cos 5a + cos 7a) 
-^■sen 2a 
■^•(sen 3a + sen a) 

■|-(sen 4a + 2sen 2a) 

¿•(sen 5a + 3sen 3a + 2sen a) 

■J-(cosa - cos3a) 
j(l-cos4o) 

-¿(2cos a - cos 3a - cos 5a) 

-¿■(2 + cos 2a - 2cos 4a - cos 6a) 

^■(2sen 2a - sen 4a) 

(2sen a + sen 3a - sen 5a) 

-¿(3sen 2a - sen 6a) 

■¿(3sen a + 3sen 3a - sen 5a - sen 7o) 
(cos 5a - 3 cos 3a + 2 cos a) 

-¿•(cos 6a - 2cos4a - cos 2a + 2) 

■¿•(cos 7a - cos 5a - 3cos 3a + 3cosa) 

-j^g (3 - 4cos 4a + cos 8a) 


RESULTADOS 787 















84 


88 


v 4x* +25 


1) 64 

2) 1.024 

3) 511 

4) 1.816 

5) 32.768 

6 ) 120 ** 
. 7) 4.017 

8) 1.012 

9) 630 

10) 148 

11) 3.072 

12) 1.535 

13) 8.187 

14) 1.002 
(5) .512 

16) 256 

17) 15.914 

18) 7.099 

.19) 130.220 

20) 63.004 


85 


1) (3n- l)(2n + 3) 

2) 3n 2 +8n +1 

3) (n + 3)(7n-l) 

4) |(3n-l)(n + 4) 

5) 2n 2 — 7n + 11 

6) n 3 + n 2 +5 

7) (n + 2)(n 2 +n + l) 

8) (n + l)(3n-2X2n + 5) 

9) 2n 4 -5n 3 - n 2 +n-l 

10) n(n-3)(n 2 +5n-1) 

11) (n-3Xn-4)(n 2 -n + l) 
n 2 + 7n + 3 


12 ) 


13) 


n 3 + n 2 +5n + 1 
3n 2 - lOn +1 


n 4 +2n 2 -2 
14) (n-3Xn-4Xn-5)(3n 2 + n + 5) 

86 

1) 2(x 2 +24x + ló) 

2) 2a(a 6 + 21a 3 +14a 4 - 63a 3 + 

+ 14a 2 + 2la - 7) 

5) 11 

6) -Jr(n-2) 

. 7) 8 

8) (6,3) 

9) (7,4) 

10) (5,2) 

11) 165 

12) T 65 • 

13) 1820x 6 


1) -5 

2) 9 

3) -8 

4) 3 

5) 5 

6) 4 

7) -7 

8 ) 8 
9) -7 

10) -3 

11 ) -2 
7 
2 

-4 
4 


12 ) 

13) 

14) 

15) 

89 


1) V4I 

2) Vh2 

3) y[290 

4) 3V5 

5) ’ VÍ7 

6) 2>/5 

7) 5 

8) 17 

9) 2V4T 
10) 10 
H) V73 

12) 4 VTo 

13) VÍ93 

14) 5^5 

15) V74 

16) V28Í 

17) 7^5 

18) Vl7Ó 

19) 2V2 

20) V29 

21) 3 


90 


i) 5+VÍÓÍ + V74 
2 23 + V 40 T 

9) 29 

10) 4 • 

11) 15 

12) 16 

13) 15 

14) 29 


26) 

27) 


V9a^ +16b‘ 
4V m 2 + 4n 2 


m “ + 2m + 13 


28) 

29) >¡2 

30) 2\a 2 +2V3a + 3 

31) (2.1) 

32) (1,-1) 

33) (-3,-2) 

34) (-3.7) 

35) (16,0) 

36) (0,-3) 

37) (2.2) 

38) (3,-2) 

39) (-5,1) 

40) (3.1) 

4|) (4.-3 )* 

42) (1.-6) 

43) Sí 

44) Nu 

45) Sí 

46) Sí 

47) No 

53) -7; 9 

54) 5; -1 

55) -3; 7 

56) (5.-1); (5,7) 

57) (-11.1); (1,1) 

58) (-3,-f); (-3.4) 

59) -4f; 2 

60) (8,5); (-2,5) 

-4;-2 

(x-5) 2 +(y + 2) 2 =9 
(x + 3) 2 +(y-7> 2 <16 
(x-3) 2 +(y + 4) 2 225 
(x-5) 2 +y 2 <49 


61) 

67) 

68 ) 

69) 

70) 

71) 


(x + 3) 2 +(y-2) 2 >36 


72) 25< (x - 3) 2 + (y + 2) 2 <64 

73) 3x + 2y - 4 = 0 

74) 8x - lOy + 41=0 

75) 5x - 3y - 4 = 0 

76) 3x + 5y - 13 = 0 

77) (-8.4) 

91 

I) (}.3) 

2» (l.j) 

3) (3.4) 

4) (4-V5.-4) 

5) 

6) (f.i) 

7) (4a,-4)*-) 

8) (-•V» .-3-Vb) 

9) (f.$) 
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10) 

15) 

(0*5a-2b) 


13) 

14) 

(-7,-12) 

B<) 

39) 

^ -5±W55 IO±2V55 j 

16) 



15) 

BO 

40) 

(-*•-*) 

17) 

V26 


16) 

i 

41) 

42) 

(-2.6) 

(-4. 8) 

18) 

3v5 

~r 


17) 

-í 

43) 

6x - 5y + 17 = 0 

23) 

24) 

5 

13 


18) 


44) 

(2 + VT)x - y + V5 == 

25) 

2>/T3 


19) 

-i 

45) 

5x + 4y - 7 = 0 

26) 

f 


20) 

21) 

3 

(-8, 3) 

94 


27) 

10 


22) 

(-10.31) 

I) 

45° 

28) 

5- V ^6 . Vno 


26) 

27) 

(1.3) 

(H) 

2) 

3) 

32°28' 

I26°S2^ 

,341 

(0,-1); 2>/29ji; 29n 




4) 

68° 3' 

• 35) 

(-1.1); 10rt; 257t 


28) 

M) 

5) 

4I°56';63°52'; 74° 12' 

36) 

(l.|); 3 4sk-; 


29) 

(-ff) 

6) 

7) 

97°56'; 53°20‘; 28°42' 
I37°38'; 16°9'; 26° 12' 

37) 

f V3+3V2 3 Y JlA'J 

óVÓTt; 

30) 

(-5.-10) 

8) 

0 , 

125°4'; 27°5'; 2VW 

4 

[ 1 * 2 J* 

Í71-3Ví>)k ' 

31) 

32) 

33) 

(-2. 1) 

(3,11); (-1,-3) 

(1.9); (-1, 1) 

V) 

10) 

3 

29^3-40 

" 7l 


-- 2 ~ 


34) 

(-4. 4); (10, 0); (-6. -4) 


24-13 VT 

38) 

(1.7) 


35) 

(18.15) 

11) 

—3— 

39) 

40) 

(-6.4) 

(11,-2) 


93 

* 

\ 

12) 


41) 

(-4 +V5.10 + V3) 



13) 


42) 

(5a+b, 4a+5b) 


i) 

j;53 °T 

14) 

¥ 

43) 

(-iiV) 


2) 

-|; 125°32' 

15) 

16) • 

8 

6 . 

44) 

45) 

46) 

5; 7 
-7;-6 
a-b; b -3a 


3) 

4) 

-$-;27° 

--If; 114°46' 

17) 

18) 
19) 

9 

43°36' 

151°55' 

47) 

0; 0 


5) 

V3;60° 

23) 

1 8° 1 r 

48) 

(5, 2); 0.-4); (-3, 8) 


6) 

-1; 135° 

24) 

15° 18' 

49) 

50) 

(-3.4); (9.0); (1,-8) 

(3. 7); ( 4,0); (1. -4) 


7) 

-f: -4 

25) 

29) 

110°22' 

72°54'; 74°56’; 119°59' 

51) 

(3.6); (5,-2) 


8) 

“4: -4: " 

30) 

107°6'; 60°l'; I05°4' 

52) 

(-3,4); (-4,-1) 


9) 



53) 

(5. -3); (1.-5) 


t: r- 0 


54) 

(7, -7) 


10) 

? 

93 

92 


H) 

12) 

4 

4 

11) 

12) 

-3 

-i 

i) 

(-4,7); (-1.6) 


13) 

-11 

13) 

10 

2) 

(-3.-1) (-2.-3); (-1. 


14) 

W3-I2 

n 

14) 

VT 


(0,0); (l.j) 


15) 

-4VI-12 

15) 

16) 

11 

3VTí 

3) 

{-WY (i-n : 


16) 

4V2 

17) 

* 


(m(w) 


17) 

18) 

-4-4^3 

4+4V3 

18) 

-3 

4) 

M) 


19) 

4V2-8 

97 

5) 

(6,5) 


20) 

4V3-12 

1) 

x = 3 

6) 

(-9,-5) 


30) 

D 

2) 

y - 4 

7) 

( 2 --¥) 


31) 

N 

3) 

x = -5 

8) 

(-8.-2) 


32) 

T 

4) 

y * ~2 

9) 

(3. -5) 


33) 

19 

5) 

y = -10 

10) 

(»•?> 


34) 

35) 

3 

2 

6) 

7) 

x = 0 
y = 0 

11) 

(fí> ■ 


36) 

37) 

5 - 3^2 
(3,4); (4, 3) 

8) 

9) 

x-y = 0 

3x - y = 0 

12) 

(-f-+> 


38) 

(1,7); (-9. -3) 
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10) 

x - y, ♦ 7 * 0 


11) 

3x ♦ 4y - 3 ■ 0 


12) 

xy ♦ 2y - 1 * 0 


13) 

6x - 3y ♦ 7 * 0 


14) 

y 2 - x = 0 


15) 

y 2 - 6y - 8x + 25 = 

0 

16) 

x 2 + lOx -4y+ 29*0 

17) 

x 2 -8x + 16y = 0 


18) 

4y 2 - 16y -4x + 1 = 

= 0; Sí 

19) 

x 2 + y 2 - y * 0; Sí 


20) 

8x - 6y - 3 = 0; No 


21) 

3x - 2y - 1 *0 


22) 

2V?x + 8y -5 = 0; 

Sí 

23) 

. 5x ♦ 8y - 76 * 0; No 


24) 

5x - y * 0 


. 25) 

x 2 + y 2 + 4x - 21 = 

0; Sí 

.26) 

x 2 + y 2 + lOx + 8y - 

-8 = 0; No 

27) 

4x -5y ♦ 17 *0 


28) 

x 2 + y 2 + x-5y-3 

- 0 ; 

29) 

3x - 7y - 7 * 0; 4 


30) 

I5x 2 -y 2 -30x + 6y-9*0 

31) 

y *0 


32) 

7x 2 + I6y 2 - 28x - 

32y-68*0 

33) 

25x 2 + I6y 2 - I50x 

-32y-159 = 0 

34) 

5x 2 - 4y 2 - lOx - 32y - 79 = 0 

35) 

5x 2 - 7y 2 - 2Gx - 14y + 48 * 0 

36) 

4x 2 + 3y 2 -56x + 16y+ 212*0 

37) 

3x 2 -y 2 +6x-2y 

-10 = 0 

38) 

9x 2 +8y 2 +36x-54y+ 117*0 

39) 

I2x- !4y-xy-98»0 

40) 

7x ♦ 24y + 47 * 0 


41) 

x 2 + y 2 — 8x — 6y — 

1 = 0 

98 


I) 

x * 5 


2) 

y*-7 


3) 

y « 4 


4) 

x ■ -9 


5) 

x ■ -5 


6) 

y=2V5 


7) 

y*0, x*6; 

y*6, x * 0 

8) 

y ■ 0, x * 10; 

y * 8, x * 0 

9) 

*-*•«-*• 

*— i 

10) 

y = -3^2; x = 0; 

y = 0; x = -3*V2 

N) 

y * 0, x * 0; 

y - 45, x * -28 

12) 

y ■ -1, x * 5; 

y ■ 3, x * -2 

13) 

y *-4, x * 1; 

y * 2, x*-7 

14) 

y • -2, x * 2; 

y * 5, x * -3 

99 


1) 

3x-y ♦ 14*0 


2) 

4x ♦ y - 29 * 0 


3) 

0 

ii 

l 

1 

4 


4) 

7x ♦ y * 0 


5) 

3x ♦ 5y ♦ 6 * 0 



6) 2x - 11y - 48 ss 0 

7) 70x-30y-193*0 

8) 60x - 24y - 29 » 0 

9) 4V3x + 4y-5V2 =0 

10) 3x + 2y - 23 * 0 

11) I5x-6y+ 37*»0 

12) x - 4y ♦ 13 « 0 

13) x - y + 18*0 

14) 3x«t-3y + 2*0 

15) 9x - 7y + 23 * 0 

16) x y * 0 

17) 3x + 2y- 14*0 

18) 4x + I4y - 39 *0 

19) (I6x -6y -33*0; lüx + 8y - 37 * 0; 
3x - 7y «f 2 * 0); (8x - 3y - 25 = 0; 

5x ♦ 4y - 11 * 0; 3x - 7y -/14 * 0); 

(lOx ♦ 1 ly - 34 * 0; 1 Ix - 2y - 28 * 0; 
x - 13y ♦ 6 * 0); 



20) (4x - I4y ♦ 27 * 0; x ♦ y ♦ 3 * 0; 
2x ♦ 8y - 1 * 0); (2x - 7y - 38 * 0; 
x «f y - 7 * 0; x 4y ♦ 1*0); 

(I9x - y - 13 ■ 0; 2x ♦ 7y ♦ I =0; 
I7x-8y- 14*0); 



21) (8x 26y - 39 * 0; 8x - 22y + 23 * 0; 
4x ♦ y - 4 * 0); (4x ■«• I3y ♦ 15*0; 
4x- lly-47*0;4x + y- 16*0); 
(5x - 4y - 10 * 0; x * 2; 

3x ♦ 4y - 6 * 0); 

12; 

100 

1) (-2.1) 

2 ) < 0 . 3 ) 

3) (3.-2) 

4) (4.-10) 

5) (-3,-4) 

6 ) ( 2 ,- 1 ) 

7) (4:3) 

8 > (Í--4) 

9) (V3.V2) 

10) (V5.-V7) 

11) S(; (3,4) 

12) No 

13) Sí; (V3.Vs) 

14) No 

15) 9x - 3y ♦ 19 *0 

16) 4x ♦ y - 20 * 0 

17) V3x-y-3-V2 =0 

18) lOx ♦ lOy -11*0 

19) 3x - y - 27 - 0 

20) 3y - 5 * 0 

101 

1) 3x-y-l5*0 

2) 8x - y ♦ 23 * 0 
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3) 3x - 2y - 10 = 0 

4) 5x -i- 8y - 37 = 0 

5) 2x 7y - 29 = 0 

6) x - 2y - 8 = 0 

7) 5x - 2y + 1 = 0 

8) V3x + V2y-4 = 0 

102 

1) y = -|* + 9; $ + £ = 1 

2) y = 2*-12; f + ^ = l 

3) y = -f* + 4; ^ + |=1 

4) y = -2x -10; ^ + ^ = 1 
.'5) y = -|* + 2; * + f=l 

6) y = -|* + i: f + -yj = l 
• 7) y = -2* • ^fe + -^7T = 1 

8) y = -§-* +12; ^5- + -^- = I 

9) y =2^-*-2; -jL.+4 = l 

10) y = -£*-§; + ^7tr = 1 
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1) 

y=-{ x+ l 


2) 

* + lH 


3) 

Tfo + T$? =1 


4) 

* + -H 


5) 

4x-3y+ 12 = 0 


6) 

x + 2y + 1=0 


7) 

2x - y + 18 = 0; 4x + 5y - 

20 = 0 

8 ) 

2x - y - 6 = 0; 2x - 5y + 1 

10 = 0 

9) 

7x-y-7 = 0;x + 3y- 12 = 0 

10) 

2x + y - 4 = 0; 3x + 5y + 1 

15 = 0 

11) 

3x + y + 6 = 0;x + 3y-6 

= 0 

12) 

x - 2y - 6 = 0 


13) 

lOx + y + 10 = 0; 5x + 2y 

- 10 = 0 

14) 

4x + y + 8 = 0 


15) 

x + y — 4 = 0 


16) 

4x + 3y - 12 = 0 


17) 

21 x + 20y - 144 = 0; 3x + 

4y - 24 = 0 

18) 

x + 3y - 6 = 0 


19) 

5x + y - 5 = 0 


20) 

3x - 4y + 12 = 0 


21) 

2x - 7y - 14 = 0 


22) 

3x + y + 6 = 0 


23) 

x + 2y - 4 = 0; x + 2y + 4 

= 0 

24) 

3x + y- 6 = 0;3x + y + 6 

= 0 

25) 

4x + 3y - 12 = 0 


26) 

5x+ 12y - 60 = 0 


27) 

5x + 3y - 15 = 0; 3x + 5y 

- 15 = 0 

28) 

7x + 4y + 28 = 0; 4x + 7y 

-28 = 0; 


4x + 7y + 28 = 0; 7x + 4y 

-28 = 0 

29) 

15x + 8y-120 = 0; 8x + 

15y - 120 = < 

30) 

x - 5y - 5 = 0; x - 5y + 5 

= Ó 

31) 

3x-2y-5 = 0 


32) 

7x + 3y + 20 = 0 
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1) 

b 2 

2) 

-7; 6 

3) 

-bi 

4) 

bi 

5) 


6) 

-£ — x 

M ’ tl 

7) 

Sí 

8) 

No 

9) 

Sí 

10) 

Sí 

11) 

Sí 

12) 

No 

13) 

Sí 

14) 

Sí 

15) 

No 

16) 

No 

17) 

No 

18) 

S» 

19) 

Sí 

20) 

Sí 

21) 

-20 

22) 


23) 


24) 


25) 

-1; -2; -3; -4 

26) 

-1; -2; -5 

27) 

3x-y- 11 =0 

28) 

2x + 6y - 7 = 0 

29) 

3x-2y- 14 = 0 

30) 

3x + 2y = 0 

31) 

4x + 5y - 1 =0 

32) 

(7,2) 

33) 

7x - 1 ly + 24 = 0; 
3x + 7y- 19 = 0 
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1 ) 

144°38' 

2 ) 

68°58’ 

3) 

, 14039 . 

4) 

124° 16' 

5) 

128° 39’ 

6 ) 

126° 39' 

7) 

7 

8 ) 

5 

9) 

(4,7) 

10 ) 

(8,-9) 

11 ) 

(1-3) 
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1 ) 

6 

2 ) 

7 

2 

3) 

\ 

4) 

VTo 

5) 

-4 

6) 

-5 

7) 

-6 


8) 7 




3) 
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9) 2^5 

10) -3 

11) V58; 26 

12) 5; 13; 

13) £¡»L 2VÍ0; 12 

14) 4 

15) |; -1 

16) -3 

17) -3; 17 

18) 2 

19) -63 

20) 6 

21) x + y- 4 = 0;x-y-2 = 0 

22) 4x - 3y - 6 = 0; 8x - 15y + 6 = 0 

23) .4x + 3y - 10 = 0; 24x + 7y + 6 = 0 

24) x + 2y+ 2 = 0; 2x- lly-26 = 0 

25) 3x + 4y- 1 = 0; 3x + 4y + 39 = 0 

* 26) 11 x + 2y + 37 = 0; 11 x + 2y - 13 = 0 

21) 12x-9y - 1 =0; 12x - 9y - 101 =0 

28) 5x - y + 5 = 0; x + 5y + 1 = 0 

29) 4x + 8y - 5 = 0; 16x - 8y + 5 = 0 

30) 171x-302y+ 9 = 0; 

57x + I94y + 3 = 0 

31) 13x - 16y = 0;304x + 247y-425 = 0 
.32) 437 Ix- 1538y- 1165=0; 

5469x + 3342y -311=0 

33) 22x + 46y - 53 = 0; 

38x + 34y- 17 = 0 

34) x 2 +4y 2 +4xy-44x-8y + 84 = 0 

35) x 2 + 9y 2 -6xy - 2x + 6y + l = 0 

36) 25x 2 + y 2 + lOxy - I24x - 108y + 4 = 0 

37) 23x 2 + 3y 2 - 48xy + 24x - 16y +4 = 0 

38) 9x-33y- 13 = 0; 11 x + 3y + 13 = 0 

39) 16x 2 + 9y 2 + 24 xy - 724x - 118y + 3409 = 0; 

16x 2 + 9y 2 + 24 xy - 244x - 758y + 1649 = 0 

40) x 2 -8y 2 -4x + 24y + 4 = 0 
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1) 2x + y + 4 = 0; 11 x - 22y +17 = 0 

2) 22x -61y + 75 = 0; 

6lx + 22y+ 50 = 0 

3) 62x+l51y- 121=0; 

151x-62y-223 = 0 

4) 29x - 54y + 79 = 0; 

54x + 29y + 96 = 0 

5) 11 x — 2y + 15 = 0 

6) 2x + y - 5 = ü 

7) 8x - y - 1 = 0 

8) x + 2y - 2 = 0 

9) x + 2y - 6 = 0 

10) (loV?-V5)x-(5V2+7>/5)y + 15V2-9^5=0; 

( 2 V 2 - V5 )x - (Ví + V5 )y + 3>/2 - 3>/5 = O, 

2x-y- 12 = 0 
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1) 3 

14«/Í7 
2> “T T~ 


4) # 

6) TO 

7) 54 

8) 25 

9) f 

10) 24x-7y+ 153 = 0; 

24x - 7y - 147 = 0 

11) y = 7x + 8; y = 7x - 20 

12) 4x + 3y = 0; 4x + 3y - 11 = 0 

13) y = J ^x + ^-; y = J fx + *|- 
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i) 

46 

2) 

15 

3) 

¥ 

4) 

^(Ví+V5) 

5) 

40 

6) 


7) 

47 

8) 

35 

9) 

1; -29 

10) 

0; -20 

lt) 

2 

12) 

0 

19) 

2 

20) 
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6 ) 2 

7) 3 

8) 4 

9) 3; 2 

10) 3; 
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1 ) y = |x + k 

2) 2x - 5y + k = 0 

3) y = -|x + k 

4) x + 2y — 1 + k(4x - 7y + 3) = 0 

5) y + 2 = k(x - 7) 

6 ) Tienen pendiente 9 

7-) Pasan por el punto (3 t -9) 

8 ) Su abscisa en el origen es 5, es decir, pasan 
. por (5,0) 

9) Pasan por la intersección de las nectas 
2x-3y = 0 y 5x + y- i = 0 

10) Son paralelus a la recta 4x + 7y + C = 0 

11) Su ordenada en el origen es -6, es decir, 
pasan por (0, -6) 

12) Su ordenada en el origen es -7 

13) 3x -2y- 14 = 0 

14) 4x -7y -41 =0 

15) 5x - 2y - 1 = 0 

16) 5x + 2y - 18 = 0 
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17) 3x -7 y - 13 = 0 

18) 4x - y - 3 = 0 

19) 7x - 3y - 36 = 0 

20) 3x + 4y + 5 = 0;3x + 4y-25 = 0 

21) 7x - 24y + 178 =0; 7x - 24y- 172 = 0 

22) 2x + 5y - 29 = 0 

23) y-3 = 0;24x + 7y- 165 = 0 

24) 5x + J2.y -1=0 

25) 3x -4y - 18 = 0;4x + 3y + 1 =0 

26) 3x - y- 18 = 0; x-2y- 1 =0 

113 

1) (2,3) 

3) (-2, 7); (8, 3); (-4,-2) 

4) (7, 5); (-1,-1) 

5) x 2 -6x + 4y-3 = 0 
• 6) x 2 +3y-*16 = 0 

7) x 2 + y 2 - 36 = 0 

' 8) x 2 +y 2 — x — 4y — 3 = 0 

9) ±18 

10) 3x- 1 ly + 4 = 0; 99x+27y + 2 = 0 
") 

.2) f (-f -i) 

13) 5 

'4) (0.3); ) 

.5) (f¥) 

16) (8,5); (5,0) 

17) x + y-4 = 0; x-y-6 = 0 

18) 5x + 3y - 30 = 0 

19) (6,0); x - 4y - 6 = 0 

20) 3x + 5y - 25 = 0; 3x + 5y + 9 = 0 

21) x -2y -6 = 0; 2x + y-7 = 0 

22) x — 2y +1=0 

23) 1:2; 2:3 

24) 33°41' 

25) x-3y+ 13 = 0; 6x-y-41=0 

26) (22/5,0) 

27) 2x - y = 0; x - 3y = 0 

28) 11 x - 4y + 34 = 0 

29) lOx - 13y + 38 = 0 

30) 4x-5y + 21=0; 5x + 4y-25 = 0 
3!) 3x - 2y - 13 = 0 

32) 6x - 4y - 21 = 0 

33) (-1,1); (4,0); (3,5); (-2,6) 

«) (*.f) 

35) 28 

36) 21 

37) (0,0); (7,7) 

38) 3x + 2y-3 = 0; 3x-2y-3 = 0 

39) x -2y + 8 = 0; x + 2y-8 = 0; (0,4); 5^5 

40) x + 3y - 12 = 0; 3x + y - 12 = 0 

41) x + 2y-5 = 0; 2x-y-5 = 0 

42) 7±5>/2 

43) (4,3) 

44) 7x - 2y + 6 = 0; x + y + 6 = 0; 2x - 7y + 21 = 0 

45) (2,0) 

46) (-1,3)* 

47) a) F = jC +32 otambién: C = ¿(F-32) 

b) 113°F 

c) 32,22°C 

d) -40° 


48) 375 Newt; 33,33 cm 

49) 150 

50) (1,0); (6,0) 

51) G(-!,0);C(0,2) 
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1) x 2 +y 2 -6x-4y+ 6 = 0 

2) x 2 +y 2 -10x + 2y + 10 = 0 

3) x 2 +y 2 +4x-8 = 0 

4) 36x 2 +36y 2 -36x - 24y- 275 = 0 

5) 16x 2 + I6y 2 + 8x -16y -139 = 0 

6) . 4x 2 +4y 2 + 4y- 1 =0 

7) x 2 +y 2 + - 2 V?y = 0 
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1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

0,2); 3 
(2,3); 5 
(0,5); 5 
(-2.0); 3 

(-1,3); 3^2 
(3,-4); 2V5 

(Vs,-V5); 2 V 2 



8) 

(-2.VÍ); 2 

\ 


9) 

(V7,ol VÍ3 

1 

10) 

(i-> * 

-4 M - 

c( 

11) 

(4-*> 1 


1 

12) 

(-44 

M 

13) 

(4-i> > 

rr 


14) 

(-4f> 4 

+ 

N 

+ 

rv 


15) 

(-44) ¡ 

( B C \ Vb 2 +C 2 -4AD 


16) 

l 2A’ 2A j 2A 
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l! 

1 

i) 

x 2 + y 2 -4x - 2y - 36 = 0 

\ 1 

- y • \ 


2) 

x 2 +y 2 + 4x + 2y -95 = 0 



3) 

x 2 +y 2 -8y-1 = 0 

rf* 


4) 

x 2 + y 2 - lOx — 6y — 31 = 0 

1 


5) 

48x 2 +48y 2 - 48x - 32y + 13 = 0 

rv F 

117 

-r 


i) 

x 2 +y 2 -2x -6y- 15 = 0 

• 1 


2) 

x 2 +y 2 + 2x - 8y + 4 = 0 



3) 

4) 

x 2 +y 2 +4x-4y-9 = 0 
x 2 +y 2 +2x-9y + 15 = 0 

** ■ 

' 
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5) 

x 2 + y 2 -3x-5y-6 = 0 

6) 

x 2 + y 2 - 3x - y - 30 = 0 

7) 

x 2 +y 2 -llx-y+ 16.= 0 

B) 

x 2 +y 2 -2x + y-20 = 0 

9) 

2x 2 +2y 2 - 1 lx — y — 1 = 0 

10) 

3x 2 + 3y 2 - x + 4y - 29 = 0 
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i) 

x 2 +y 2 -4x - 2y -35 = 0 

2) 

x 2 + y 2 +2x-8y-23 = 0 

3) 

x 2 +y 2 -8x-18 = 0 

4) 

. x 2 +y 2 +6x-2y-15 = 0 

’5) 

x 2 + y 2 - 8x - 2y - 8 = 0 

* 6) 

x 2 +y 2 -2y-Í2 = 0 

7) 

x 2 +y 2 + 4y-22 = 0 

8) 

7 7 

x + y“ - 2x + 4y = 0 

119 

• i) 

(0.-4); (6,2) 

2) 

(3,5); (-6, -4) 

3) 

(5. 2); (3. 8) 

4) 

(7, 6); (9. 0) 

5) 

( 0, t) ; h-l) 

6) 

(2. 2) 

7) 

(2. 1) 

' 8) 

(-3. 2); (2, 5) 

9) 

(1,0); (2. 5); (-3.0); (-4, 5) 

10) 

(4,0); (-1,25); (-6,0) 

11) 

(0, 0) 

12) 

(0. 1); (0,-5); (-5,0); (-5,-4) 

120 

D 

.WÍ7 

2 ) 

3V1Ó 

4) 

4y¡29 

5) 

7’ “T 

6) 

x 2 +y 2 -4x-8y-38 = 0 

121 

i) 

x 2 +y 2 -3x-6y = 0 

2) 

x 2 + y 2 + 6x - 8y = 0 

3) 

x 2 + y 2 -8x -8y + 27 = 0 

4) 

x 2 + y 2 -10x + 2y-lÓ = 0 

’ 5) 

x 2 + y 2 + 2x-6y-6 = 0 

6) 

x 2 + y 2 - 4x-6y-45 = 0 

7) 

x 2 + y 2 -8x-2y = 0 

8) 

x 2 + y*-6x-8y + 9 = 0 

9) 

x 2 +y 2 +6x*- 12y + 36 = 0 


10) x 2 +y 2 -6x-6y + 9 = 0 

11) x 2 +y 2 +6x —8y + 9 = 0 

12) x 2 +y 2 +10x + 4y + 4 = 0 

13) x 2 +y 2 -6x + 12y-23 = 0 

14) x 2 + y 2 +12x + 2y-43 = 0 

15) x 2 +y 2 +2x-6y+ 2 = 0 

16) x 2 +y 2 -4x - 2y- 12 = 0 

17) x 2 +y 2 -4x +2y-5 = 0 

18) x 2 +y 2 -4 = 0 

19) x 2 +y 2 -13 = 0 

20) x 2 +y 2 -8x-4y+ 10 = 0 

21) x 2 +y 2 -4x-4y+ 4 = 0 

22) x 2 + y 2 -6x + 6y+ 9 = 0 

23) x 2 + y 2 - 8x - 2y + 7 = 0 

24) x 2 +y 2 -8x -4y+ 7 = 0 

25) x 2 +y 2 -8x + 4y-6 = 0 

26) x 2 +y 2 - 8x -2y + 7 = 0 

27) x 2 +y 2 -2x-6y- 16 = 0 

28) x 2 + y 2 + 8x + 6y +12 = 0 

29) x 2 +y 2 -4x-2y-15 = 0 

30) x 2 +y 2 +4x -2y -29 = 0 

31) x 2 +y 2 -8x-2y-48 = 0; 

(x-^) 2 + (y + ^) 2 =(^) 2 
32, (x-5) 2 + (y-f) 2 =[^) 2 

(-4) 2 + (^f) 2 =fe) 2 

33) x 2 +y 2 +6x-9y-17 = 0 

34) 13x 2 + 13y 2 + 3x + 71 y = 0 

35) x 2 +y 2 +4x + 8y - 70 = 0 

36) x 2 + y 2 + 2x + 6y - 16 = 0 

(529x - 9351 ) 2 + (529y + 5539) 2 = 72 424 586 

37) x 2 +y 2 +2x +4y - 15 = 0 

38) x 2 + y 2 - 4x + 6y - 37 = 0 

39) x 2 +y 2 +4x + 6y-72 = 0 

40) x 2 + y 2 - 6x + 4y - 52 = 0 

41) x 2 + y 2 +8x + 8y-93 = 0 

42) x 2 +y 2 -10x + 2y-42 = 0 

43) x 2 +y 2 -lOx-lOy + 25 = 0; 
x 2 + y 2 -58x-58y +841=0 

44) x 2 + y 2 - lOx + lOy + 25 = 0; 
x 2 +y 2 -2x + 2y + 1 = 0 

45) x 2 +y 2 -16x-4y + 28 = 0; 
x 2 + y 2 + 8x - 12y + 12 = 0 

46) x 2 + y 2 + 14x + 4 = 0; 

x 2 +y 2 - lOx — 12y + 16 = 0 
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47) X 2 +y 2 -4x-6y + 8 = 0 

48) x 2 +y 2 + x-6y-22 = 0 

49) 4x 2 +4y 2 -4x-8y-Il = 0 

50) x 2 + y 2 - 2x - 2y - 7 = 0 

51) x 2 +y 2 -4x-14y + 28 = 0; 
x 2 + y 2 ,- 16x + 2y + 40 = 0 

52) x 2 +y 2 -6x-4y-13 = 0; 


31) 

32) 

33) 

34) 

35) 

36) 

37) 



2x 2 +2y 3 -2Sx -57y+ 221 = 0 


53) 

x 2 +y 2 -6x + 2y = 0 


54) 

9x 2 +9y 2 -48x -48y +112 = 0 


55) 

64x 2 +64y 2 -400x -496y+ 1145 = 0 

38) 

56) 

x 2 +y 2 -10x-60 = 0; 
x 2 + y 2 + 4x — 22y + 40 = 0 

42) 


43) 

122 

44) 

45) 

46) 

i) 

23ji; 2V237C 

2) 

7k; 2V7ji 

47) 

3) 

25jt; IOji 

4) 

cn\ 2Vc n 


9) 

lK 

5 

'48) 

10) 

6x-isV5+i5 

10 

49) 

11) 

39 


12) 

17 

50) 

13) 

x 2 + y 2 - 2x - 28 = 0 


14) 

x 2 +y 2 -4x-2y-53 = 0 

51) 

15) 

9x 2 +9y 2 -84x-38y+ 149 = 0 

52) 

16) 

17,02286 

54) 

17) 

x 2 +y 2 -10x + 9 = 0; 


x 2 +y 2 + 30 x - 31 = 0; 

55) 


9x 2 +9y 2 - 210x-240y +1801 = 0; 

56) 


9x 2 +9y 2 -210x + 240y+ 1801=0 

57) 

18) 

301 x + 84y - 137 = 0 

58) 

19) 

5 

59) 

20) 

3x-2y - 16 = 0 

21) 

5x + 3y+ 11 =0 

60) 

22) 

±4 



4 

61) 

23) 

. 2V5 

Hr 

62) 

24) 

6 

63) 

64) 

25) 

5;-15 

65) 

26) 

±)/a 2 + B 2 R - Axg - By 0 

66) 

27) 

3x - 7y - 42 = 0; 

3x-7y+ 16*0 

67) 

28) 

9x +5y - 29 = 0 


29) 

7x + y - 25 = 0; 

7x + y + 25 = 0 


30) 

(5,2); (-2.-5); 



-I3±V353 -I3*V353 > ) 

6 * 6 J 

* 


7V2; 4V2 

50 

3 

(-7,6) 

(1.4) 

10n 

77 

3 

x 2 +y 2 + lOx + lOy + 1 = 0; 
x 2 +y 2 -IOx- lOy +1 = 0; 
x 2 + y 2 + lOx - lOy + 1 = 0; 
x 2 +y 2 -10x + lOy+ 1 = 0 
x 2 +y 2 -6x-12y+ 28 = 0: 

153x 2 +153y 2 +1944x-54y + 4^84 = 0 
3;-7 
71°34’ 

63°26* 


17x + 6y+ 117*0; 
2x + 3y = 0; 36°52’ 
60° 


3VÍ0; 


»o-VTq , 

2 . u 

2x - 5y + 32 = 0; 

2x - 5y - 26 » 0 
7x + 3y - 67 * 0; 

7x + 3y + 49 = 0 

+y 2 -4 x -2y = 0; 

25* 2 + 25y 2 - 76*-82y = 0 
x 2 +y 2 - !2x- I2y+ 36 = 0 
x 2 +y 2 -(8 + 4V2)x-(8 + 4V2)y + 24 + l6>/2 

I' 

!fir. ±¡j±r. 

|V708lr 

2-^r_ 

2^26-18^2-14V3 + l0V6r 


= 0 



|VÍ29r 

iSr 1 

3,92699 cm 3 
x - y = 0; x + y = 0 
x — y — 1 = 0; x + y - 5 = 0 
x 2 +y 2 -12x-18y + 97 = 0; 

(2.7); (8.5) 

x 2 + y 2 -4V2x + 4“V2y + 8 = 0, 
x 2 +y 2 + 4^2 x - 4V2 y + 8 = O, 
x 2 + y 2 - ^8 + 4^2 Jx - (8 + 4^2 Jy + 24 +16^2 = 0; 

x 2 + y 2 -(8-4V2)x -(8-4^2 )y + 24-16^2 = 0 
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124 

C a b Or c_AA', FF', BB’e Pirectriz_L.R. 

1) (-5,4) 

2 ) (- 2 , 0 ) 

3) (2,-3) 

4) (-2,1) 

’ 5) (0,0) 

6 ) (-1,3) 

7) (6,-4) 

8 ) ; (5,1) 

9) (-7,0) 

10) (3.7) 

11) (5.-2) 

12 ) (- 2 . 1 ) 

13) (0.2) 

H) (*.*) 

15) (5.0) 

16) (|,-4) 
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21) 

3x 2 +4y 2 -48 = 0; 




7x 2 +36y 2 -252 = 0 

1) 

25x 2 + 9y : - 50x + 36y -164 = 0 

22) 

8x 2 +3y 2 -35 = 0 

2) 

9x 2 +16y 2 - 36x - 64y - 44 = 0 

23) 

x 2 +4y 2 - 5 = 0 

3) 

9x 2 +25y 2 - 36x - 189 = 0 

24) 

21x 2 + 25y 2 - 84x - 50y - 1991 = 0 

4) 

4x 2 + 9y 2 - 32x - 36y - 44 = 0 

25) 

4x 2 +y 2 -24x-12y + 36 = 0 

5) 

x 2 + 9y 2 - 4x -18y - 27=0 

26) 

3x 2 +4y 2 -108 = 0 

6) 

5x 2 + 9y 2 + 20x - 54y - 79 = 0 

27) 

24x 2 + 49y 2 - 288x - 392y + 472 = 0 

7) 

9x 2 +5y 2 +54x - 30y + 81 =0 

28) 

25x 2 + 4y 2 +150x - 56y + 321 = 0 

8) 

9x 2 + 25y 2 + 72x + 200y + 319 = 0 

29) 

I00x 2 + 484y 2 - 1500x - 1452y + 3689 = 0 

9) 

16x 2 + 25y 2 - 64x - lOOy - 236 = 0 

30) 

9x 2 +25y 2 + 36x-!50y-639 = 0 

10) 

5x 2 + y 2 - IOx - 2y -14 = 0 

31) 

4x 2 + 3y 2 -8x + 12y + 4 = 0 

11) 

64x 2 + 15y 2 + 256x - 30y + 31=0 

32) 

x 2 +4y 2 - 52 = 0 

12) 

25x 2 +4y 2 - 150x + 8y + 129 = 0 

33) 

9x 2 + 25y 2 + 36x + lOOy -89 = 0 

13) 

9x 2 +25y 2 - 18x -50y -191 =0 

34) 

7x 2 +16y 2 -508 = 0 

14) 

41x 2 +16y 2 -328x - 160y + 400 = 0 

35) 

9x 2 +5y 2 -36x - lOy - 4 = 0 

15) 

9x 2 + 25y 2 + 54x + 350y + 406 = 0 

36) 

I6x 2 + 25y 2 - 96x 50y - 231 = 0 

16) 

49x 2 + 33y 2 + 294x - 330y - 351 = 0 

' 37) 

x 2 +4y 2 +2x- 16y -83 = 0 

17) 

9x 2 +49y 2 -441=0; 

38) 

117x 2 +203y 2 + 21x-315y - 7838 = 0 


9x 2 + 49y 2 - I26x - 294y + 441 = 0 

39) 

13x 2 +23y 2 - 51x-19y-4 = 0 

18) 

9x 2 + I6y 2 -36x-108 = 0 

40) 

3x 2 +4y 2 — 18x — 16y — 5 = 0 

19) 

x 2 +12y 2 + 6x - 24y - 43 = 0 

41) 

4x 2 + 3y 2 + 24y - 60 = 0 

20) 

4x 2 +9y 2 -3¿=0 

42) 

25x 2 + 4y 2 - lOOx - 40y + 100 = 0 


6 

3 

V 

3V3 

(-5,4 ±6),(-5.4± 3V3)(-5 ± 3.4) 

4 

y = 4 ± 4-v3 

3 

5 

3 

H 

4 

(-2 ± 5,0),(-2 ± 4,0),(-2, ±3) 

4 

T 

x = -2±f 

18 

5 

2 

V5 

H 

1 

(2±Z-3),(2±l,-3),(2.-3±/3) 

1 

x = 2 ± 4 

3 

V5 

V2 

V 

1 

(-2.1 ± V3 ).(-2.1 ± 1 >,(-2 ± V2, l) 

s 

T 

y = 1 ± 3 

4x/3 

T 

2 

S 

H 

Ví 

(±2,0),(±V2,0)(0,±V2) 

4 

x = ±2VI 

2 

4 

3 

V 

v^ 

(-1,3±4).(-I,3±V7)(-I±3,3) 

4 

y = 3±iS# 

9 

T 

7 

6 

H 

VÍ3 

(6 ± 7, -4).(ó ± VH, — 4 ) (6. —4 ± 6) 

4 

x=6±^P- 

22. 

7 

8 

4 

V 

4 V 3 

(-5,1 ± 8),(-5,1 ± 4^3 )(-5 ± 4,1) 

V* 

T 

y = l±¡Sf. 

4 

4 

V7 

H 

3 

(-7 ± 4,0), (-7 ± 3,0), (-7, ±3) 

3 

4 

x = -7±2f 

7 

T 

3 

2 

V 

V5 

(3,7±3),(3,7±Vs),(3±2.7) 

4 

y=7±^#. 

8 

7 

4 

2 

H 

, 2V3 

(5±4.-2),(5±2V3,-2),(5,-2±2) 

4 

x = 5±±#- 

2 

2>/2 

V2 

H 

V'ó 

(-2 ± 2 VI, l)(-2 ± Vó. l)(-2,1 ± VI ) 

4 

x = -2±^f 

VI 

5 

3 

H 

4 

(±5|2),(±4,2),(0,2±3) 

4 

7 

x = ±f 

18 

T 

3 

2 

H 

V5 

(+±3.4).(i±VI.+)(|,|±2) 

v5 

T 


8 

7 

V3 

4 

V 

4 

(5,±V3).(5.±Vp.).(5±i^.,o) 

v5 

T 

y = ±2f. 

8V3 

T~ 

6 

2 

V 

4 V 2 

(^.-i±6)(i.-i±4VI).(4±2.-|) 

2V2 

y=-|±2f 

4 

7 
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43) x* + 2y 2 + 4x — 4y —12 — 0 

44) 49x 2 + 36y 2 - 294x - 144y -1179 = 0 

45) x 2 + 4y 2 -4x + 40> +_84 = 0 

46) 4x 2 +9y 2 -24x + 72y = 0; 

9x 2 + 4y 2 - 54x + 32y -35 = 0 

47) 9x 2 + 25y 2 - 54x - lOOy - 44 = 0 

48) 25x 2 + 9y 2 + 50x - 36y - 164 = 0 
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3) 4y¡3 

4) No; sí 

5) 3x-4y+13 = 0; x + 3 = 0 

6 ) 152 y 147 millones de km 


16) 

Vü) 


18) 

(++) 


19) 

x + y - 5 = 

o 

X 

1 

t 

'w* 

II 

20) 

x + 6y- 15 

= 0; x-6y+ 15 = 0 

21) 

x + 3y — 9 = 

= 0; x - 3y + 1 5 = 0 

22) 

4x-5y- 10 = 0 

23) 

VÍ3 


24) 

x 2 +4y 2 - 

ii 

o 

26) 

3x 2 +2y 2 

o 

II 

s 

27) 

4x 2 +5y 2 

1 

o 

II 

o 

29) 

2x + 11 y — 

10 = 0; x - 2y - 5 = 0 

30) 

x -4y + 17 

= 0; 8x + 19y -68 = 0 

31) 

3a/5 

/ 

32) 

3x 2 +y 2 - 

30x - 6y + 57 = 0 


7) 

* 8 ) 
« 9 ) 
10 ) 

10 



7x - 6y + 33 = 0; 7x + 6y + 9 = 0 

I 


V2ah 

Va 2 +b 2 


34) 

35) 

36) 

37) 




(- 3 . 1 ); (- 34 ); ( 13 ); ( 1 . 1 ) 
[ ± WL,±Íf j; 


12) 3x + 2y-21 =0; 3x + 2y- 1=0 

13) x - y + 9 = 0; x - y + 1 = 0 

14) x-32y-166 = 0; x-32y + 92 = 0 



38) ^ 

39) 

41) I6x 2 +7y 2 -1008 = 0 
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C 

a 

b 

Or 

c AA\ FF’, BB’ 

e Directrices 

Asíntotas 

L.R. 

l) 

(3.-2) 

4 

3 

H 

5 (3 ± 4,-2),(3 ± 5.-2), (3.-2 ± 3) 

i x = 3±Jf 

3x - 4y -17 = 0 

3x + 4y -1 = 0 

f 

2) 

(0.4) 

5 

2 

H 

V29 (±5,4),(±V29,4),(0,4±2) 

# x = ±i# 

2x ± 5y T 20 = 0 

8 

T 

3) 

(-1.-2) V5 

3 

V 

V¡4 (-l.-2±Vs),(-l,-2±VÍ4),(-l±3,-2) Vf y = -2±l$- V5x±3y±6 + -/5 = 

0 Jif 

4) 

(5,0) 

1 

2 

V 

V5 (5,±I),(5,±V5).(5±2,0) 

Ví y = ±# 

x±2y-5 = 0 

8 

5) 

(7,11) 

3 

2 

H 

VÍ3 (7± 3,1 !),(7 ± VÍ3.1 l),(7,l 1 ± 2) 

Vp. x = 7±i#. 

3x - 2y +1 = 0 

3x + 2y - 43 = 0 


6) 

0-2) 

2^3 2^6 

H 

6 (l ± 2V3,-2),(1 ± 6,-2).(l,-2 ± 2^6 ) 

V3 x = 1 ±2 

V 2 x ± y ± 2 - V 2 = 0 

8^3 

7) 

(0,2) 

V¿ 

3 

V 

VÍ5 ((), 2 ± V^), (o ,2 ± VÍ5),(±3,2) 

¿«L y = 2±i^- 

Vbx ±3y T6 = 0 

3^6 

8) 

(0,0) 

2 

2 

V 

2 V2 (0, ±2 ),(o, ±2 V2), (±2,0) 

V2 y = ±V2 

x ± y = 0 

4 

9) 

(-4,5) 

5 

6 

H 

Vóí (—4 ±5.5), (-4 ± >/61,5), (-4,5 ±6) 


5x - 6y + 10 = 0 

5x + 6y-50 = 0 

21 

5 

10) 

(-5,6) 

3 

2 

V 

VÍ3 (-5,6 ± 3), (-5,6 ± VÍ3 ),(-5 ± 2,6) 

# y=6±^# 

2x - 3y + 28 = 0 

2x + 3y - 8 = 0 

8 

T 

11) 

(-2,3) 

2 V 2 

4 

V 

2^6 (-2,3±2V2),(-2,3±2V6).(-2±4,3) 

V3 y = 3±fí- 

4lx±2y?6 + 2^Í2 = 

0 8^2 

12) 

• (-2,3) 

Vio V6 

H 

4 (-2 ±VÍO,3)(-2±4,3),(-2.3±VéJ x = -2 + { VÍ5x + 5y+ 15 + 2^15 = 

oíf 

13) 

(3,3) 

2 V 3 Vó 

V 

3V2 (3.3 ± 2V3 ).(3.3 ± 3V2 ),(3 ± V6.3) 

4 y = 3 ± 2^2 

V2 x ± y T 3 - 2V3 = 0 

2V3 

14) 

(1,0) 


6 

H 

V38 (l + V2,o),(l±V38,o),(l,±6) 

VÍ9 x = l±# 

3 V 2 x ± y - 3^2 = 0 

36V2 

15) 

(-3,9) 

4i 1/7 


x/14 (-3.9±V7),(-3.9±VÍ4),(-3±V7,9) V? y = 9±Vp- 

x-y + 12 = 0 
x + y -6 = 0 

2^7 

16) 

(0,0) 

2 V 3 

-V5 

"T" 

H 

Vf- (+if,o),(±ip.,o).(o,+i#.) 

V235 _ . 4V705 

1C - x -“W 

27x ± 20y =0 

9 V 3 

*TT 
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c 

a , b Or c AA\ FF\ BB' 


e Dlrectrices Asintotas L.R. 

18) (-f 2^6 2& . H 6 (‘-|±2*/6,|),(-j±6.i),(-i.i±2V3) #x=-$±4 3xÍ2x ±6y 5F l + V? = 0 2^ 
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42) 

9x 2 - 4y 2 - 54x + 32y -127 = 0; 




9x 2 - y 2 - 54x + 8y + 56 = 0 

i) 

9x 2 ~4y 2 -18x + 16y+ 29 = 0 

43) 

4x 2 -25y 2 -8x-100y-196 = 0 

2) 

x 2 - 4y 2 + 4x - 24y - 48 = 0 

44) 

I 

l 

K> 

1) 

O 

3) 

16x 2 -25y 2 +64x-50y-361 = 0 

45) 

1 lx 2 -4y 2 -44x -24y + 108 = 0 

4) 

4x" -y 2 -8x + 4y + 16 = 0 

46) 

9x 2 - 5y 2 - 36x - 20y + 52 = 0 

5) 

1 lx 2 - 25y 2 - 66x - lOOy -264 = 0 

47) 

I5x 2 -16y 2 -60x + 32y-^5 = 0 

6) 

• 49x 2 - 9y 2 - l%x + 54y - 556 = 0 

48) 

9x 2 -16y 2 +36x + %y-252 = 0 

7) 

16x 2 -9y 2 -32x + 18y-137 = 0 

49) 

2x 2 - y 2 - 16x +6y -1 = 0 

' 8) 

4x 2 -9y 2 -8x - 18y -41 =0 

50) 

x 2 - y 2 - 4x + 8y - 3 = 0 

'9) 

4x 2 -5y 2 - 16x + 10y-91 =0 

51) 

4x 2 -3y 2 -32x- 18y+ 13 = 0 

10) 

16x 2 - 9y 2 - 96x + 36y - 36 = 0 

52) 

x 2 - y 2 -10x + 4y+ 14 = 0 

11) 

4x 2 -y 2 -32 = 0 v 

53) 

x 2 -3y 2 +2x- 18y-14 = 0 

12) 

5x 2 -4y 2 + 19 = 0 

54) 

7x 2 - 9y 2 + 70x + 36y + 76 = 0 

.13) 

9x 2 -4y 2 +90x- 16y + 81 = 0 > 

55) 

x 2 - 3y 2 - 4x + 24y - 32 = 0 

14) 

9x 2 -8y 2 -I8x-16y+ 120 = 0 

56) 

7x 2 -9y 2 -42x + I8y-198 = 0 

15) 

5x 2 -4y 2 +10x-8y-79 = 0 

57) 

9x 2 -y 2 +72x-2y +152 = 0 

16) 

4x 2 — 21y 2 + 16x + 126y - 89 = 0 

58) 

x 2 - y 2 -2x + 4y -15 = 0 

17) 

9x 2 - 4y 2 -36x + 8y + 68 = 0 

59) 

2x 2 -2y 2 + 12x + 16y-5 = 0 

18) 

9x 2 - 16y 2 +18x - 64y + 89 = 0 



19) 

4x 2 — 5y 2 — 16x +1 Oy + 31 = 0 
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20) 3x 2 -y 2 +8y-28 = 0 

21) 4x 2 -y 2 +8x -6y +11 = 0 

22) 20x 2 -16y 2 + 20x-48y-351 = 0 

23) 5x 2 -4y 2 +30x-16y-51 = 0 

24) 100x 2 -36y 2 -700x + 108y+ 919 = 0; 
100x 2 -36y 2 -700x + l08y +1369 = 0 

25) 4x 2 - y 2 - 20x + 61 = 0 

26) 2x 2 -y 2 + 12x- 18y-87 = 0 

27) x 2 -3y 2 -4x-30y+ 59 = 0 

28) x 2 - 3y 2 - 6x + 21 = 0 

29) 4x 2 -9y 2 -36 = 0 

30) 4x 2 - 25y 2 - 8x + 150y - 321 = 0 

31) 4x 2 -y 2 +4y+ 12 = 0 • 

32) I6x 2 -9y 2 - 192x- 18y+ 711 =0 

33) 25x 2 - 144y 2 + 50x - 864y - 4871 = 0 

34) 64x 2 -225y 2 +450y +14175 = 0 

35) x 2 - y 2 + 6x + lOy - 24 = 0 

. 36) 9x 2 -4y 2 -18x + 16y-196 = 0 

37) 108x 2 - y 2 - 1080x - 8y + 2720 = 0 

38) x 2 -16y 2 +4x-96y-156 = 0 

39) x 2 - 2y 2 - 16x + 4y + 50 = 0 

40) 3x 2 - y* - 6 x a + lOy - 25 = 0 

41) x 2 -y 2 -2V3x-4>/3y-l8 = 0 


1) 21x 2 - 4y 2 - 126x + I6y + 89 = 0 

2) 9x 2 — 16y 2 -72x + 96y-144 = 0 

3) 5x 2 -4y 2 -120 = 0 

4) 252x 2 - 4y 2 - 1008x + 24y + 909 = 0 

5) 3x 2 -y 2 +4y-52 = 0 

6) 96°23' 

7) 106°16’ 

8) 90° 

9) 7°24’ 

(7±4V2,7±4V2) 

3 


10 ) 

H) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16 ) 


^+2¿pl) 

(± 2 , ± 2 ); (± 2 ,+ 2 ) 

4x 2 - 9y 2 - 8x — 36y - 68 = 0 
3x 2 - y 2 - 6x + 6y - 29 = 0 
2x 2 -3y 2 - 4 = 0 


17) 12 

18) 

19) 

20 ) 

21 ) 

22 ) 


23) 

24) 


* 

5 

3x -4y ± 10 = 0 

2 x-y-5 = 0; 2x-y + 5 = 0 

x + 3y = 0; x + 3y + !4 = 0 

4x - 3y - 20 = 0; 2x + y = 0 
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25) 

3x + 5y+ 12 = 0; 5x-13y + 84 = 0; 52° 


30) 

4x 2 -5y 2 +!6x + 30y-49 = 0 

26) 

x - 3y + 16 = 0; 3x + 5y + 6 = 0; 4v5 


31) 

7x 2 -y 2 +28x - 35 = 0 

27) 

3x 2 -y 2 

+ 18x - 2y + 8 

= 0 


34) 

9x 2 -4y 2 -36 = 0 

28) 

x 2 - y 2 +2x + 4y+ 8 = 

0 


35) 

x 2 - 9y 2 -9 = 0 

29) 

x 2 -2y 2 

-2x-8y+ 7 = 

= 0 


40) 

e = | sec a | 
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C 

Eje 

Abierta hacia 

P 


Foco Directriz 

t) 

(-2,1) 

v 

Arriba 

1 


(-2.2) y = 0 

2) 

(-2,3) 

H 

Derecha 

1 


(-|.3) 2x + 7 = 0 

3) 

(5,-1) 

V 

Abajo 

i 

4 


(5,—}) 4y + 3 = 0 

4) 

(4, 3) 

V 

Abajo 

3 

“T 


(4,--tf) 4y + 9 = 0 

5) 

(9, 3) 

H 

liquierda 

-2 


(7.-3) x - 11 = 0 

6) 

(f3) 

V. 

Arriba 

4 


(±21) 4 y - 7 = 0 

.7) 

(-7,2) 

H 

Derccha 

t 


(Jf,2) 3x+23=0 

8) 

( 10-6) 

H 

Izquierda 

4 

5 


L/l 

1 

4* 

II 

© 

9) 

(-7,-1) 

V 

Abajo 

_1 

3 


3y - 4 = 0 

10) 

(-11.0) 

H 

Derecha 

Ü 

8 


(- ^,0) 8x + 103 = 0 

11) 

(0,0) 

V 

Abajo 

4 


(«.+) 4y-l=0 

12) 

("+•!) 

H 

Izquicrda 



H-i) 

13) 

(0,0) 

H 

Izquierda 

1 

-y 


(-|,0) 2x - 1 = 0 

14) 

(0,3) 

V 

Arriba 

í 

T 


(0.2f) 3y - 8 = 0 
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18) 

x 2 - 6x - 4y + 13 = 0; 







x 2 6x +4y + 5 = 0 

i) 

x : - 2x - 

8y+9 = 0 



19) 

2y 2 - 8y - 3x + 5 = 0; 

2) 

y 2 - 6y - 

- 6x + 9 = 0 




2y 2 -8y + 3x + 11 = 0 

3) 

y -lOy + 9x-2 = 0 



20) 

x 2 -lOx + y + 21 = 0; 

4) 

x 2 +4x + 3y-20 = 0 




x 2 - 4x - y + 3 = 0 

5) 

y - 6y - 

- 4x + 9 = 0 



21) 

x 2 4x + 4y-8 = 0; 

6) 

x ' + 4x + 2y + 1 = 0 




x 2 +52x - 108y -8 = 0 

7) 

16y 2 - 96y + 88x + 155 

= 0 


22) 

y 2 + 6y - x + 5 = 0; 

8) 

x -3x- 

- 3y + 9 = 0 




9y 2 - 3()y + 75x - 375 = 0 

9) 

9y 2 - 54y - 60x -139- 

= 0 


23) 

2x 2 - 4x - y + 2 = 0 

10) 

3y -6y 

+ 4x - 9 = 0; 



24) 

y 2 -2y-x + l = 0 


2x~ -12x -9y + 9 = 0 





11) 

y 2 - 6y - 

- x - 6 = 0; 
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X - ’ + 6x + 8y - 15 = 0 

12) x 2 +10x-32y-71 =0; 
x 2 +10x + 8y-31-0 

13) y 2 + 4y — 16x + 84 = 0; 
y 2 + 4y - 4x + 12 = 0 

14) x 2 +8x + 4y+20 = 0 

15) y 2 - 4y+ 2x = 0 

16) y 2 — 12x 24 = 0 

17) 2x 2 -28x-7y + 84 = 0 


1) x- 2x - 4y +13 = 0 

2) 4y 2 - 24y + 5x - 49 = 0 

3) y ? - 18x -9 = 0 

(*-#) 

5) 4\2 

6) 6a/2 

7) 7>/To 

8 ) 3x - 2y- 16 = 0 
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9) 2x,+ y-2 = 0; 2x-y-6 = 0; 

4x + y - 3 = 0 

10) 2x - y + 7 = 0 

11) 3x + 2y + 2 = 0; 35x + 2y +130 = 

12) 2x - y-2 -0 

13) 36x - 12y+ 25 = 0 

14) x-2y,+ 3 = 0 

15) x-2y + 5 = 0; x + 2y-3 = 0 

16) x + 2y-6 = 0; 3x-8y-46 = 0 

17) (7,-1) 

18) 5x - 18y +25 = 0 

20) 82°53' 

21) 8 m; 17 m 

22) 1,2 ni; 30 m 

23) x 2 + 80y = 0 
•24)* 2,57 cm 

’25) 22,57 m; 92,28 m 
# 26) 1,33 m 

27) 4,8384 m 

28) 5 cm; 3,6 cm 

29) x 2 =96.000.000y; 48.000.000 

30) 10,5 m 

.31) 7 m 

32) 3.000 m 
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1) 7x 2 -9y 2 -28x + 54y -116 = 0 

2) 5x 2 +9y 2 + lOx+ 54y+ 41 =0 

3 ) y 2 - 2y - 4x + 11 = 0; 
y 2 -2y+ 4x + 13 = 0 

4) x 2 +2x-y-2 = 0 

5) x 2 - 2y 2 + 4x - 8y + 2 = 0 

6) 16 

7) 8 + 18- 6^/30 

8) (+12.+10); (±I2,T10) 

9) 81°52' 

10) x 2 - 15y 2 + 26y -7 = 0 

11) 8x 2 +9y 2 -76x +140 = 0 



13) 3x + 25y = 0 

14) (2, 4); (2, -6); (6, 4); (6, -6) 

15) 9x 2 - 16y 2 -36x + %y -252 = 

16) 3x 2 + 4y 2 - 40y -8 = 0 

17) x 2 +5y 2 -4x-50y+ 84 = 0 

18) 8>/3 

19) (-1, 10); (5, 10) 

20) 9x 2 - 4y 2 - 72x + 24y + 72 = 0 

21) y 2 - lOy - 8x +1 = 0 

22) 50 m 

23) 26° 34' 

24) \2°W.2V\5' 

25) 4>Í2; 2 

26) 0,0816 

27) 3 

28) 3x 2 +4y 2 -192 = 0 

29) x ± 2y = 0 


0 


km 


0 
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1) 

(-.2) 

1) 

2) 

[»•“) 


3) 

(-5,~) 


4) 

(-“• 2 1 

2) 

5) 

[!•") 


6) 

(->•“) 


7) 

Hi) 

3) 

8) 

Í-T’“) 


9) 



10) 

(—,-14) 

4) 

11) 

(-23, ~) 


12) 

K~) 

5) 

13) 

(-3,~) 

14) 

l3-~) 


15) 

(-~.-i) 

6) 

16) 

(-+•") 


17) 

H-»l 

7) 

18) 

[-*•“) 


19) 

(-"+) 

8) 

20) 

[6,oo) 


21) 

[*.-) 

9) 

22) 

(-“•>2) 


23) 

[3.~) 


24) 

(-“•-+) 

10) 

25) 

(-“•>) 


26) 

H-ll 

11) 

27) 

(t-“) 

12) 

28) 

(5.25; 00 ) 


29) 

(-+•-) 

13) 

30) 

[18“) 


31) 

oo, 1 3 V 2 + 4 j 


32) 

8 

Uc 

1 

+ 

(N 

14) 

33) 

(-“•'8+) 

15) 

34) 

(““•-*) 


35) 


16) 

36) 

(-.VJ + W) 


37) 

Hi] 

17) 

38) 

['•“) 


39) 

(-~,-3) 


40) 

(-“•-3) 

18) 


[*-“) sia>2 
(-o°,^-] s¡ a < 2 

Si a = 2, no hay solución 
(+)■■“) sia> 1 

(-“ •!+)*' a<l 
Si a = 1, no hay solución 

[■^•“) Sia> - 5 

(-“•■4ÜÍ 1 ] sia < -f 

S8, s¡ a = 

(-«»,5aj s¡ a > —7 

(5a,<*) si a < —7 

Si a = -7, no hay solución 

(-<» t a + 4) si a > —5 

(a+4,°°) si a<-5 

Si a = -5, no hay solución 

(-<»,a + h) si a > b 

(a + b,~) s¡ a < b 

Si a = b, no hay solución 

(-oo. JL.] si a y b son positivos 

(JL.oo) siayb son negativos 
(a + b,oo) si a y b son positivos 
(-o«,a + b) si son negativos 
[-a-b,oo) sia + b>0 
(-oo,-a-b] sia + b<0 
9*, si a + b = 0 
(-■^, 00 ) si a > b 

(- 00 ,-.^) si a < b 

Si a = b, no hay solución 
(-~,a + b) 

(—oo t 0) si a > b 
(0,oo) si a < b 
Si a = b, no hay solución 
(_«>, b — a) sia + b>0 
(b-a,oo) si a + b < 0 
Si a + b = 0, no hay solución 

[a 2 - b 2 ,oo) 

(-“•t!s) si a > b 
(■?br-“) si a < b 

Si a = b, no hay sotución 
(- 00 , a + b] si a y b son positivos 
[a + b,oo) si a y b son negativos 
9?, si a + b = 0 

(ab,oo) si a y b son pwsitivos 
(- 00 , ab) si a y b son negativos 
Si a + b = 0, no hay solución 
(- 00 ,-ab) si a < b 
(-ab,«>) si a > b 
Si a = b, no hay solución 
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19) si u <0ó si a> 1 
(■ft’ 00 ) si 0 < a < 1 

9U si a = 1 

20) s¡a>b 

HH~) si a < h 

21) (-«».b-a] si a > b 

(b - a,«>) si a < b 

22) (-«>,-¿Lik] sia<b 
[-^.oo) si a > b 

23) | , °°j s¡ a > b 

• (—.^)sia<b 

24) si a < b 
(a.oo) si a > b 

25) iiyíi,ooj si a > b 
(-oo.-a+h) s¡ a<b .. 

26) (0,°o) s¡ a y b tienen igual 

signo y a > b 

(-oo,0) si a y b tienen dis- 
linto signo y a > b 

27) (b-3a.oo) si a y b son am- 

bos positivos o también si 
son de signo opuesto y 
a -f b < 0 

(—o©, b — 3a) si a y b son am- 
bos negalivos o lambién si 
son de signo opuesto y 
a + b > 0 

28) [J^.~) 

29) (-2a-l.oo) s ¡a> 4 
(_oo,-2a -1) si a < 4 

Si a = 4 ’ no h Q y solución 

30) (3b,oo)sia>b 
(-«>.3b] si a < b 

31) |-2,«»)sia>3 
(-«.-2] si a < 3 

32) [ i 7 X‘ ,0 °) si b > a 
B^] *¡h<a 
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I) 

(-5.2) 

2> 

(-.-8) 

3> 

No hay solución 

4) 

(10.-) 

5) 

[+•»] 

6) 

¡5.~) 

7) 

(-#•-) 

8) 

(-2.-4j-{-|} 

9» 

(20.-44) 

10) 



11) (-|.15]-{6.ll} 

12) No hav solución 

13 ) ( 2 . 3 ] { 4 - 4 } 

14) [i.l l) 

,s » (-+•*] 

16. [0,4] {4} 

17) [4.15) 

18) (-2.1]- {-1} 
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1) (0,5)sia>0 
(-oo.O) si a <0 

Si a = 0, no liay solución 

2) (l.a - 2) si a > 3 

Si 0 < a < 3. no hay solución 
{_oo, a - 2) si a <0 

3) (2 - b.9- 3a] si a < 

Si a > . no hav solución 

4 > si0<a< 1 

a < 0 ó a £ I. no hay solución 

5) (—°°.0) si a > b 

(O'B-) 

Si u = b, no hay solución 

6) (t.-) sia>h; (-oo,0) sia<b 

7i (2ab,a~ + b") si a > b 
(a : + b 2 .oo) si a < b 
Si a = b. no hay solución 

8) (-^r,°°) si a > 0 

(-oo,2f) si a < 0 
(O.oo) si a = 0 

9) Si a > 0, no hay solucióti 

j si a<0 
{0} si a = 0 

10) (-5a,oo) si a > 0 
(-6a,oo) si u < 0 
(0,oo) si a = 0 

11) (¥ ”) s ¡ a < -"Tr* 

(7a+ 12,oo) si a> -4p 
Hf.~)sia=-f 

12» (^.i^]sia<4 

Si a > 4 • no hay solución 

13) pf,6a)sia>0 
(óa.-^) s¡ a < 0 
Si a = 0, no hay solución 

o* (i#.^)si»<l><« 

B^.-^) *¡ »<•*«> 

Si 0 < a < h ó b < a < 0 
ó a = b. no hay solución 


,5) (-£7T ,a ) sia> ’T" 

S» 0 < a < -^r- no hay 
solución 

'O) (M-~) 
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1) 

(-7.7) 

2) 

(—,-2]U[2.~) 

3) 

(-6,12) 

4) 

[-8,-2] 

5) 

/ (—.2)11(6,~) 

ó) 

'3! 

7) 

(—,-8|U[3,—) 

8) 

B.2) 

9) 

No hay solución 

10) 

[—13.8] 

II) 

(_,- 2 ]u[f.~) 

12) 

(-~.-0u(4.~) 

13) 

[- 7 . 7 ] 

14) 

(—°-2)U(8.~) 

15) 

(2.3; 2.7) 

16) 

[ 4-. 26] 

17) 

[0,7495; 0,7505] 

1«) 

(—.-l]U[4.~) 

19) 

(“°°.-2)U(4.~) 

20) 

[-11.9] 

21) 

B-B) • 

22) 

(-~.4)u<3.-) 

23) 

B-“) 

24) 

(-4.2) 

25» 

W1 

26) 

BB] 

27) 

(—oo. 1 0) 

28) 

MH 

29) 

B-T) 

30) 

B-4] 
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l-T-“) 

32) 

B-~) 

33) 

(-“•"il 

34) 

[-4.1 

35) 


36) 

i+] 

37) 

No hav solución 

38) 

(-5.-2)U(2.5) 

39) 

[-4,-l)U(l.4| 

40) 

[-1 l—7]U[l.5[ 
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1) H.*]U[2,3) 

2) (*,l]U[3,«) 

3) M 

4) [|,6) 

. 5) (-2.-4]u[+.2) 

6) [-1.12] 

7) (—,-2)U(+.~) 

g, (—,-8)U(-f.~) 
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1) (3,5) 

2) (—,-7]U[l.<») 

3) (-~.-4)u(—jr-~} 

4) 9í 

5) 

6> [-4.4] " *• ¿ 

7) (3) 

8) (-«.6- Vii j. ifr" ■ H.-> 

9) 91 

10) (-.-jfjuf^.-) 

U) 9t-[|} 

12) No hay solución 

.3) (-#.#) 

14) No hay solución 

15) [-10,11] 


16) 


(- 


17) (l-2V3.l+2V3) 

18) 91 

19) (~°.~4]u[+~) 

20) 91-(|) 


41) 

(-'•-4]u(f s) 

21) [-4.6] 

42) 

[-8,_2)U(f.f] 

22) (-~,-+)u(4,~) 

43) 

[2.~) 

(-~.-4]U{2) 

23) No hay solución 

44) 

24) (-~,-l - V2 ]u[-l +1/2,~) 

45) 

{-’} , 

25) [i±#.#IL] 

26) (—,-3)U(i.~) 

46) 

(—,_10)U(-A.~) 

47) 

(-~.-4]u[4.~) 

27) (-~,-l_ V7)u{-I + /7-~) 

48) 


28) No hay solución 

49) 


29) {2} 

50) 

(— -4)u(-+,~) 

30) ' (2-2i/3,2 + 2V3) / 
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31) (-~,—4)u(i.~) 

32) [2.8] 


33) (—.-2)U(+~) 

34) 91 

35) [-3.3) 
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1) [1.3) 

2 , {-2.+)U(+.4.) 

3) (-5] U(0.3)U [4. ~) 

4) (—.^)U[-1.|]U(4.~) 

5) (3) 

6) (i#,#.)u(#,2#) 

7) (-1.4) 

8) [2.3)U(4.5] 

9) (-~. -5)U[—4, -3)U|-2,«) 

10) (—o»,—7)U(—1.1)U{ 2}U[4.«) 

11) (-.^#L)u(f6)u(3#2i.~) 

12) {—2,—l]U[0.1) 

13) No hay solución 

H) (—,-4]u(-i.4)U[3,~) 

15) [-4,#i!-ju[-3.2]u[l.2]u[^#.3j 

16) (—7,—5)U(5.7) 

17) (-if,-|)U(3,6) 

18 ) [l.#ü)u(2.3] 

19) (2.3) 

20) (1.3) 

21) (-~,t)U[4,~) 

22) (#>.4) 

23) (3.6) 

24) [-10.-1 - VTT]U[-1 + VTT.-3 + 3V6 )U(5,6] 


802 RESULTADOS 
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l) 


2 ) 


3) 


4) 


5) 


6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 
11 ) 


12 ) 


13) 

14) 

15) 

16) 


(^*\0)U(5a,°°) sija > 0 
(-~.5a)U(0,«>) si a < 0 
9\ - { 0} si a = 0 
[0,-3a] si a < 0 
[-3a,0] si a > 0 
{ 0} si a = 0 
(3a,4a) si a > 0 
(4a,3a) si a < 0 
Si a = 0. no hay solución 
|-o°,-\'a |u(\á«°°j si a > 0 
9? si a < 0 
9? - { 0 } s¡ a = 0 
(-°°.a)U(b.») si a < b 
(—“>,b)U(a,°°) si b < a 
9\-{a} sia=b 
(a,b)sia<b; (b,a)sia>b 
{0} sia = b 

(_oo,-3a)U(3a.«>) si a > 0 
(-«°.3a)U(-3a,<») si a < 0 
91 - { 0 } si a = 0 
(-5a,5a) si a > 0 
(5a,-5a) si a < 0 
Si a = 0, no hay solución 
(-a + b.3a-3b) sia>b 
(3a-3b.-a + b) si a<b 
Si a = b, no hay solución 

[-Va 2 + b 2 ,\a 2 + 5 2 j 

(-°°,0)U(b-a,°o) si a < b 
(-oo.b -a)U(0,«») si a > b 


9? - {0} si a = b 


í-oo.-^-t ju^'-J-.* 5 j si a y b son positivos 
s ' a y ^ son negativos 


9ísia>0yb<0 
N<> hay solución sia<0y b £ 0 
9?-{0} sib = 0 y a>0 
(-oo.O)U(a + b,°o) sla + b > 0 
(-oo.a + b)U(0,«) si a + b < 0 


91 — {0 } sia + b = 0 
(0,a - b) si a > b 
(a - b.0) s¡ a< b 
Si a = b, no hay solución 
3i - {4a} 

9\sia>0y b>0 

[—°9. ~ V-abJu[\^-ab.ooj si a>0 y b<0 
[-v^ab.V-ab J si a <0 y b> 0 


{0} sia<0 y b = 0 
No hay solución si a < 0 y b < 0 


17) (—,-V^+T)u(V^+T.~) si a > 1 



[—VaTT, Va + 1J si -1 < a < 1 

Si a = I ó a < -1. no hay solución 

18) 

[-oo,-Va 2 +b 2 +c 2 ju[Va 2 + b 2 +c‘ 


si a 2 +b 2 >c 2 


91 — { 0} si a 2 +b 2 =c 2 


9t si a 2 +b 2 <c 2 
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1) 

[-4.-l}U[0.3] 

2) 

(-3.|)U(1,2)U(3.~) ' 

3) 

(—.-1 - V5]u[-1.-I + Vs]u[3.~) 

4) 

(-10.0) 

5) 

(-2.«)- {1,2} 

6) 

[-2,-l]U{l}U[2.~) 

7) 

(-2.1)-{-1} 

8) 

(—.-1 -2V3]U{-3}U[1.-1 + 2VT]U| 

9) 

(—.-2)U(1.3) 

10) 

9t-{-.} 

11 ) 

[-3-vTo,-3 +Vío]u{ 1} 

12) 

95 

13) 

{-1.1.2} 

14) 

(-3 - 2^2.-3 + 2^2 )U(1.2)U(3.~) 

15) 

[-3.3| 

16) 

(-2.2)-{-1,0,1} 

144 

i) 

(-~.-6)U(l.~) 

2) 

(-3.4) 

3) 

K-i]u(3,~) 

4) 

(i.-nr) 

5) 

(—.0) 

6) 

(2.5] 

7) 

(_~,-4)U(|,9) 

8) 

(—,-})U(|,2) 

9) 


10) 

(—.-3]U(-U)U[5.~) 

11) 

(-3.3)U(13,~) 

12) 

(1.3) 

13) 

(-~.-9)U(-3.3)U(9.~) 

14) 

(—2.—I)U(1.3) 

15) 

(-■ V , .-*)u(i. 2 ) 

16) 

K.KU(-u) 

17) 

(-8.6) 

18) 

(-.-3)U[-i.l) 
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19) 

(-).-#]u(o.#]u(i.~) 

20) 

f-4,-l)U(2.3) 

21) 

{0}U[2,~) 

22) 

(l,°°)-{2} 

23) 

(—1,°°4“ {1} 

24) 


25) 

f-i.o]U(i.~) 

26) 

(-°°.-l - ^6 ju(-2,-i + V6 j 

27) 


28) 

(-13,-4)-{-5} 

.29)' 

(-1,~)—{3} 

„ 30) 

(-l,~)-{3} 

. 31) 

(3,~) 

32) 

(-~. 1 ]U(5,~) - { -1} 

33) 

(-~,-VÍ4)u(2,VÍ4)u(8.~)-{3} 

34) 

(-2,-l)U(0,l)U(2,3) 

• 35) 

{— 3 }U[—i,o]U(i. 2] 

36) 

(-~,-l]U[-3,-2)U[-l.l]U[2,3]U[4,~) 

37) 

(—• -3] U { - 2 } U(-1.2]U(3,4) 

38) 

H.-f)U(0.~) 

39) 

m) 

40) 

(-7,-l-V6]u[-l + V6,2) 
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D 

(-°°,a)U(b,°°) si a < b 


(-°°,b)U(a,°°) si a > b 


9l-{b} sia = b 

2) 

[a,b) si a < b 


(b,aj si a > b 


S¡ a = b, no hay solución 

3) 

(4,b]U[a,°°) si a > b 


(4,a]U[b,°°) si 4<a<h 


[a,4)U[b,°°) si a < y 


(f- oo )sia0b 

4) 

[t+¡ 


(+-t] s¡a<b 


Si a = b. no hay solución 

5) 

[-V2a,a)u|V2a,°°J si a > 0 


|-°°, V2aju[a,~v2aj si a < 0 

6) 

[-V2b,-b)u[v2b,°°J si b > 0 


[V2b,-b)u[-V2b.°°J si b < 0 

7) 

(a,°°) si a > 0 


(-°°,a) si a<0 


8) (0,f]U(a,«) si a > 0 

| —OO^ a)U[f ,0) si a<0 
3í-{0} sia = 0 

9) (-©o.0)U(a,°°) si a > 0 
(-©°,a)U(0,©°) si a < 0 
9l-{0} si a = 0 

10) (-a,0) si a > 0 
(0,-a) si a <0 

Si a = 0, no hay solución 

11) (—,a)U(^,b)sia<b 

(-«•.bJUf-H^.a) si a > b 
(-<*>, b) sia = b 

12) (-©o,-a)U(a,°°) si a > 0 
(—.a)U(-a,~) 

9í-{0} si a = 0 

13) (7’áb]U(i>°°) s i a > b 

(■F'líbjuÍT’ 00 ) s >a<b 

(■¿•,00) si a 0 b 

' 14) H-i)U[¿.|)sia<0 

{°} (-">i)u[¿'-i) sl »<0 

Si a = 0, no hay solución 

15) (a,a + l) s¡ a^O 

[f, l) si a = 0 

16) (-»°,2b-a) si a > b 
(2b-a,©°) si a < b 

Si a = b, no hay soiución 
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‘> (t- 5 ) 

2 ) (+°°) 

3) [-4.3) 

4 ) ( 44 ) 

5) (l.~) 

6) [J(-.~) 

7) (l.#) 

8) (—~.4)U[7,~) 

9) (—.5] 

10) 9! 

H) (—,-l)U(-4,») 

12) (-~,0)U|2,~) 

13) (1.5) 

14 > (++] 

15) 9i 

16) fl,~) 

17) (4.1] 

18) (0,1) 
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19) 

(£’+] 

20) 

No hay solución 

21) 

WH - 

22) 

(0.3) 

23) 

[1.2] 

24) 

ÍO.a} 

25) 

(-«.yi] 

26) 

(f 2 i 

27) 

(3,~) 

28) 

[4-2) 

29) 

[-5.4) 

30) 

(_.-Vs)u(V5.3) 

31) 

Í-3.^) 

32) 

(—,2[ 

33) 

(—-2)U(-I.-#JU[4Í..|)U(2,~) 

34) 

[-'.3) 

35) 

(4.5] 

36) 

(-~,-|)U|9,~) 

37) 

[—3,—t)U[5.7) 

38) 

{1.2}U[3,~) 

39) 

(—•—5]U[—4.4) 

40) 

(-2.2] 

41) 

{2}u[i#,3] 

42) 

[2#.-|)u(4.~) 

43) 

[4.53) 

44) 

[8,I2)U(24,~) 

45) 

[I. 5 ) 

46) 

'~T' 

• 4 - 

u» 

1 

ro 

Jsi 

47) 

ho 

48) 

( 6 , 10 ] 

49) 

(7.~) 

50) 

[-4.3) 

51) 

( 4 -) 

52) 

[5.~) 

53) 

(-~.-2)U(-l,0)U(8.9) 

54) 

(_ í .m^I) U( 0,2) 
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i) 

(6,~) 

2) 

(-.-2] 

3) 

W~.-3jU[7,~) 

4) 

(-5.-2) 

5) 



6) H>.-3)U[!.2) 

7) (-|.4) 

8) (-+•“) 

9) (-.-f) 

l(» (-1.4) 

11) [lg,7.~) 

12) (-~.lg,7Í5) 

13) (—.Igji) 

14) (-~,I-VÜ72T]U[. + ^T,~) 

15) (igj V¡o.~) 

16) ( , g| 15 - 0< ’) 

17) (—.1] 

18) (lg,218. ~) 

19) 91 

20) (-~.I)U(2.~) 

21) [(>.2) 

22) (l.~) 

23) (-2.-1) 

24) (-~,2)U(lg : S.~) 

25) (-~.0[U[I.2) 

26) (O.I)U(lgi 3.2) 

27) (—~.—2)U(—1.~) 

28) (-~,0)U[ 1,3|U(4,~) 

29) [igj 5 - Ig, 4]U[lg : 3. Ig. 5) 

30) (-~,2)-{0,l} 

31) (-~,-2)U[-1.0[ 

32) (—2,—l]U(0,~) 

33) (-~.l) 

34) (—.1*2 3) 

35) (-~,-2) 

36) (igj 2,1) 

37) (-~.I)U(2.~) 

38) (^2,-) 

39) (—.Ig^ 2 ]u[lg j 3.~j 

40) (0.lg,4]U(l.~) 

41) (-~,-2)U(lg. y.~) 

42) (-3,3) 

43) (0,~) 

44) (-3,-+]U(0.5) 

45) (-~.-7]U(-4,-3)U[-^.0) 

46) (-«\-12]U(-4,-3jU(-2,«») 

47) [—.Ig^) 

48) (lg,V2,~) 

49) (1,2) 
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50) 

(-~.0]U[lg 2 3.~) 

51) 

(-». 0 )U(lg, 2 .l) 

52) 

(+~) 

53) 

M 

54) 

(§--) 

55) 

(4,oo), 

56) 

H) 

57) 

H) 

58) 

(2.3)U(4,~) 

59) 

(-~,4-V2)u(4 + 1 / 2 . 6 ) 

60) 

(-l.0)U[3.~) 

61)- 

(-3,Í#)U(4,5) 

62) 

(2.~) 

. 63) 

( 9 ,^( M .) U ( z ! 2^., 8 

64) 

(S.S) 

65) 

[lg,*/£.-) 

66 ) 

[ig^ 79 . 3 ) 

67) 

(4,«») 

68) 

[lg 2 ■}.l)U(2,~) 
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i) 

(1.3) 

2) 

( _ T-~) 

3) 

(—l,l)U{3,5) 

4) 

(+4] 

5) 

[2.4] 

6) 

(-•-7) 

7) 

('.-) 

8) 

(-~.-4)U(-l.~) 

9) 

(-~.-l)U[2,~) 

10) 

(-3-+)U(+.~) 

11) 

[l2,oo) 

12) 

(+' 4 l 

13) 

(2.3)U(5,~) 

14) 

(7.8) 

15) 

(-4.-3] 

16) 

(-5.-4] 

17) 

(2.3] 

18) 

[+•'«>] 

' 19) 

(0+)U(8.~) 

20) 

(0.3)u[3 3 -’ /í ,9)u( 3 3+ ' /í ,. 

21) 

(t+.|)U.(25.~) 

22) 

(-2,-l)U(2.«0 


23) (fl) 

24) (0.#]U[4,~) 

25) (4,~) 

26) (3,«) 

27) (t-I] 

28) (-1.3) 

29) (-2.l)U(2.~)-{0.-l} 

30) (1,2) 

31) (1.3) 

32) (4,6] 

33) . (l.-#Ü.j 

34) p#.~) 

35) [16.32) 

36) (27.2187) 

37) [|.2) 

38) ||.2]U[8.~) 

39) [i/2. ~) 

40) ^-2,i#)u(-i/2.-l)u(l.V2')u(-2i#.7) 

41) (l,~)-{ 100} 
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1) (~^- + 2kic,+f + 2kjc) 

2) [¿2- + 2kJC,-í-¿*- + 2kJc] 

3) (-£ + 2kic,^- + 2kjc) 

4) (--g- + kjc,4 + kjc) 

5) [-i- + 2kji,^ + 2kjc] 

6 ) [-^ + 2kjc,-^í + 2kjc] 

7) (kjc,f + kjc) 

8) [* + *,* + *) 

9) [-J + kJC.-£ + kJc] 

10) [f- + kJC,-^- + k7c] 

11) [-j + kic,-2f- + kjc] 

'2> (-* + *•* + *] 

13) (-J + kJC.-^ + kJc) 

14) SH — {(2k + I)jc} 

15) (-f+ 2kjc,f+ 2kjc) 

16) [2kjc,jc + 2kjc] 

17) (k7c,f + kjc) 

18) (-J + 2kjc,-^. + 2kJc) 

19) (^- + 2kJC.-^- + 2kJc) 

20) (-J + 2kjc,-^ + 2kJc)U(K + 2kjc.2jc + 2kjc) 
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21) 

(-^• + 2kn. i |5- + 2kn) 

45) 

9t-{2kit¡ 

22) 

["f + kw.f + kn] 

46) 

{•{f + kit} 

23) 

(-£ + 2kn,^L + 2kn)- {f + 2kn} 

47) 

(*•* + *) 

24) 

[-4*- + 3kJt,-& + 3~kJt] 

48) 

(-^-+ 2kJt,-if-+ 2kJt) 

25) 

(-J + kjr, Jt + kn) - {-f + 2kjc} 

49) 

(¥>T + J f) 

26) 

(-f+2kJt,-£ + 2kJt) 

50) 

[■^- + ^kJt.-^ 1 + 2kJt| 

27) 

(~f+kJt,f+ kJt) 

51) 

[-J- + kJt,-*f + kjt] 

28) 

(4 + kJt,+f + kJt) 

52) 

(-f + 2kJt,-5- + 2kJt) 

29) 

[--J + kJt.-^ + kjt] 

53) 

(-4 + 2k?t,4 + 2kJt)U(4 + 2^,-^?- + 2kJt)- 

30) 

(4kjt,2jt + 4kJi) 


-{2kJt} 

31) 

[-*„+++*>] 

54) 

BM + ^) 

: 32) 

(-í + k*.# + k*] 

55) 

[- 4 + 2kJt,4 + 2kJt]u[f + 2kJt.^ + 2kJt]U 

33) 

[* + J Mf+ J fl 


[-^• + 2kJt.4f + 2kJt] 

34) 

(-f + kJt.f + kjt)ü(f + kJt,4f + kJt) 

56) 

(-g- + 2kJt.f + ZkJtJU^ + 2kjt,-lyf + 2kJt)U 

35) 

(ji + 2kjt,-2f + 2kJt)u(^- + 2kjt.2Jt + 2kjt) 


(^f + 2kJt.^f + 2kJt)u(4f + 2kJt,4jf- + 2kit)l 

36) 

(-f + kn+ + kn) ' 


(4¿f + 2kJt,-^- + 2kJt) 

37) 

(■J + 2kJt.-f- + 2kJi)u(*^f + 2kJt.-2f + 2kjt) 

57) 

(-63°26' +k I80°,63°26' +k I80°)U 

38) 

(-f + 2kji,f + 2kJt) 


(71° 34’ +k 180°, 108" 26’ +k 180°) 

39) 

(jt + 2kJt,2jt + 2kJt) 

58) 

(-f4*k*.f + kit) 

40) 

(-j- + kJt, Jt + kjt) 

59) 

(4 + 2kJt,^f- + 2kjt)u(-^- + 2kJt,-lpf + 2kJt)U 

41) 

(4 + 2kJt,4f + 2kJt) 


(-^- + 2kjt,-^- + 2kJt) - {2kJt} 

42) 

(2kJt.Jt + 2kjt) 

60) 

(4 + 2kJt,4 + 2kJt) 

43) 

(-4 + 2kJt,4 + 2kJt) 

61) 

(-♦+++++) 

44) 

(-f + kJi.Jt + kJi) 
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1) 

2) 

3) 

4) 
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9) 


10) 


II) 


12) 



151 

1) (-*”.-t]U|2.««) 

2 ) ( 0 , 1 ) 

3) (0.3) 

4) (—.-l)U(0.~)-{l} 

5) j^SL.|)u|dqffi..2) 

6) (l.3)U(9.27| 

7) 

8) (0.4j 

9) (0.4]U(Z«) 

10) (kit.4. + kit) 

11) (2.8) 

12) (-l,l-V2)u(l + V2.3) 

13) (2,~) 

14) (-~.-5)U(^4.-2]U(3.“') 

15) (-y + 2kn.2klt)* 

16) (63”26'+k 360”,<X)”+k 360°) 


17) (kn,4-+kit)U(-5- + kit,4 +kit) 

18 ) (-i+-f,Jf) 

19) (-|,4) 

20) [-5.1] 

21) (-1.1) 

22 ) - 2;6 

23) 156 

152 

4) (0,0,0), (0,4,0), (2.4,0). (2,0.0) 
(0,0.6), (0,4,6), (2.4,6), (2,0 6) 

5) 99 + 3V6Í; 81 

153 

I) (-5,8,1) 

‘2) (2.1.-7) 

3) (--2,0,—1) 

4) (7.-7,-8) 

5) (3,-8,-2) 

6 ) (—4,-1,6) 

7) (-2,-1.7) 

8) (-3.8,2) 

9) (2,0,1) 

10) (-7.7,8) 
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1) 

(5-3,6) 

2) 

(15,3,—8) 

3) 

(-38.46,-4) 

4) 


5) 

(-**.*) 

6) 

(28.-Jf.^¡ 

155 

1) 

5V2 

2) 

3VT0 

•3) 

3 

4) 

3VT 

5) 

V94 

6) 

4>/2 

7) 

6 

8) 

2 

9) 

13 

10) 

* 

H) 

25 

12) 

85 

13) 

37 

14) 

26 

15) 

181 

16) 

1 

17) 

9 

156 

1) 

Sí 

2) 

Sí 

3) 

Sí 

4) 

No 

5) 

No 

6) 

-9 

7) 

+ 

8) 

V3 

9) 

i 

5 

10) 

V*3 

—r 

11) 

41°42' 

12) 

98° 17' 

13) 

20°7' 

14) 

I2I°57' 

15) 

90° 

16) 

56±2^777Í 

17) 

16±V418 

- 9 - 


4) 

5) (#•-#-#) 

6) 65°54’; 55°33‘; 45° 

7) 103°5'; 55°3r; 37°34* 

8) 101°6'; 101°6'; 15°47’ 

9) 39°48'; 120°48'; 112°35' 

10) 67°31'; 32 ü 44'; 112°29’ 

11) 28°56' ó 151 °4’ 

12) 58°44'o 121°16' 

13) 74° 12' ó 105°48' 

14) 31°57’ ó 148°3' 

15) 7° 10' ó 172°50' 

158 

1) m = --|-n 

2 ) p* = |q* 

3) No 

4) r=- 4 d* 

5 ) ?«*r 

6) No 

159 

1) m =5a -2b -2c 

2) m =3a +2b -5c 

3) No es comb. lineal 

4) p =2r -5s +41 

5) m =-|j-d +4e 

6 ) r=+vsr 

7) No es comb. linea! 

8) a =2m -n +2p 

160 

1) (16-16,8) 

2) (-8,-26,-4) 

3) -338 

4) 103 

5) 36 

6) (-45,3,10) 

7) 56 

8) (-19,2,14) 

9) 2 

10) 96°38' 

11) 110 ° 10 ' 

12) 3 

14) (6,0,-6) 

15) 169°20' 

16) 40 


4) 

5) 

6 ) 

7) 

8 ) 
9) 


10 ) 


11) 

12 ) 

13) 

14) 

15) 

16) 

17) 

18) 

19) 

20 ) 
21 ) 


x = -7 



z = -5 


Son colineales 
A y B 

3VÍ0+^^65+VTÓ7 

>♦3 _ lli = ¿-4 . 

5 -2 6 ’ 


Xf3 _ y + 2 _ ¿-4 . 
>3 “ -12 ~ 4 ? 



47044.. 7l c, 43 . ; 5^033, 


( 2 .- 1 , 5 ) 

(3,0-2) 

(-2,3,7) 

^ = 4 = ^ 

j=l-. 4 L s J ±1 
1 3 1 

2x-3 _ 2y+i _ 2¿-9 

15 =ar- 11 


162 

1) 2x-3y-5z-l=0 

2) 4x-2y+l lz+65=0 

3) 2x+y-3z-5=0 

4) 2x+6y-z-12=0 

5) 36x-6y-z+18=0 

6) 2x-y-2z-l=0 

7) 18x-4y+l lz+13=0 

8) 4y+3z-14=0 

9) 47x+59y+7z-164=0 

10) 27x-53y+9z+313=0 

11) 109x-32y-25z+482=0 

12) x-2y+z-3=0 

13) 7x-4y+z-19=0 

14) 2x-y-z=0 

15) 10x-l ly-13z-14=0 

16) y+2z-17=0 

17) x+y+13z+21=0 

18) 17x+13y-15z-l=0 

19) 14x-y+l lz-11=0 

20 ) -2^38 

21 ) f 


157 


161 


U 

H +0 

1 ) J 

2 ) 

M-+) 

2 ) 4 

3) 

(#.#-#) 

3) - 


y = 9 


22 ) Jw 

23) VT5T; ^ = ^ = 
262 

24) (1,7,-2) 

25) 

26) 88°23' 

27) 32°3' 

28) 
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29) 

30) 7 • 


163 


í ° 3 '1 

l<> 5 6J 
3 -3 03 


2 ) 

3) 

4) 

; 5)- 

6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10 ) 
11 ) 

13) 

14) 


-1 0 
2 5 

6 4 


-1 


(-4 0 103 

(5 11 151 

U ?) 


0 

5 11 

7 12 

-6 7 

19 0 6' 

-24 -4 7 
-17 0 5, 


(.y 

-3 12' 

-6 19 
-3 25 
,12 

( -1 22 -133 

(-144 6 65 J 

/32 -1183 
(59 32 J 

■-G; 3 


15) C = 


16) X = 


f-l 3 

4 -2 

5 0 

3 4 

6 -1 

1,8 11 


17) 

18) 


164 


1) (3,-5) 

2) (-4,-3) 

3} (10,12) 

4) (3-1.2) • 

5) (2,7,—5) 

6) (-3.2,-1) 


; Y = 

0 0 


1-1 V 
(2 

3 43 

( 1 

0 s) 

Y= (- 

* 



0 -23 
1 -9J 


7) 

(9,0,-1) 

8) 

(-2,3.5,-1) 

9) 

(1,1,2,—!) 

10) 

(-3.1,-4,2) 

11) 

(1,1,2-2.1) 

12) 

(3,-1.1.-3,4) 

165 

i) 

2 

2) 

”T 

3) 

! 

4) 

-2V3 

5) 

sen(P-a) 

6) 

lg 9 

7) 

3 

8) 

5; -j; 

9) 

0; 1; 3 

10) 

2; -1 

11) 

jUL •+• JL 

2“6 

12) 

¥-H) k -fr 

13) 

(3,-4) 

14) 

(f #) 

166 

1) 

4 

2) 

-12 

3) 

10 

4) 

0 

5) 

-8 

6) 

-23 

7) 

0 

8) 

18 

9) 

6>/2 +8>/3-IO 

10) 

42 V? -21>/6-35/7 - 

II) 

Ig2 - Ig 5 — 1 -2lgy 

12) 

3abc-a 3 -b 3 -c 3 

13) 

-2 

14) 

4; -4 


15) 1: 2; -5 

16) I; lg,2; 6 

17) 1 

18) -2: I 

19) |-I,2|U(7.~) 

20) (-~.-5]U[-1.l]U[4,~) 


167 

I) 

6 

2) 

-2 

3) 

7 

4) 

20 

5) 

-7 

6) 

42 

7) 

-14 

8) 

2 

9) 

5 

10) 

-15 

11) 

sen2a 

12) 

ab 


42 
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13) 

abcd + bcd + acd + abd + abc 

14) 

* 2 y 2 

15) 

±2;±>/3i 

16) 

3; -1 

17) 

±1; 3 

18) 

0; 1 

19) 

±1; 2; 3 

20) 

a; b-a 

21) 

b; -* 

22) 

b; -a; b-2a 

23) 

i; 

24) 

a+b+c;a-b+c; -a+b+c; -a-b-c 

25) 

a+b+c; a-b+c; b ± (a - c)i 

53) 

a+b+c 

54) 

1 

55) 

1 

56) 

1 

57) 


168 

i) 

30 

2) 

2a(a+3)(a-3) 

3) 

-2a K (a+2)(a-2) 

4) 

240 

5) 

-20160 

6) 

600 

7) 

I8a : (a j -4)(a 2 -2)(a 2 -l) 

r~ 

8) 

4V6 


7) 5 

8) 4 

171 

1) Detcrminado. (4.-3,2) 

2) Determinado. (3.1. 2) 

3) Incompalible. 

4) Incompatible. 

5) Indeterminado. 

6) Indcterminado. (11 -2y.y,2) 

7) Dcterminado. (11,1 .-2) 

8) Determinado. (3.-I.-1.2) 

9) Incompalible. 

10) Indeterminado. ( 2-7.+v.-6-3z,z,v) 

11) Incompatible. 

12) k=-6; (12,-1,0) 

k-l; (2.5,-2) ' 

13) k=2; (3.-1.6) 
k=4; (4,-4.4) 

14) k=3; (-2,5) 

15) k=3; (4,-3) 

16) k=10;(l,-lJ2) 

17) k=4; (z+2,z+l,z) 

18) k=5; (V’ J ¥ 2L «- i T i ’ v ) 

19) -3 

20 ) 2 

21) m=3; n=-2; 

22) k= 14 -+ Indeterminado. ( ^f^ ,-ffi-.z) 
k?tl4 -> Incompatible. 
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1) 

(3,-2) 


2) 

(V2.V3) 

24) 

3) 

(b.a) 


4) 

(3.-2.7) 


5) 

(-4,-3,1) 


6) 

(1.2,3,—1) 


7) 

8) 

(7,1.0,-1) 

(4.4.3,-3) 

17 

9) 

(2,-1.3.-5) 

1) 

2) 

10) 

(1.1,2,—2.3) 

11) 

(1,5,3,1.-2) 

3) 

12) 

(7,0,-1.1,0) 

13) 

(1.1.1.1.1) 

4) 

14) 

(23, - I7.l9.13.il) 

5) 


LTPSA 

6) 

170 

7) 

8) 

i) 

2 

9) 

2) 

2 

10) 

3) 

I 


4) 

5) 

6) 

3 

2 

3 

11) 

12) 

13) 


23) k=7 —> Indetcrminado. (4^,-^.z) 

k = -|4 -+ Determinado. (■^.-^•“‘í) 
(k-7)(llk-5)?t0 —» Incompalible. 
k=-3 —> Determinado. (--^.O.-^.O) 
k=2 -> Indeterminado. ( t? . , z , v) 

(k + 3)(k - 2) 0 -> Incompatible. 


k #-8 


k = -|; (3k,4k,3k) 

(4k+9)(k-2)?t0 

(-4,-4) 

k(k - l)(2k + 3)*0 
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